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Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Division  von  uf  mit  u 
den  Quotienten  von  u,  nämlich  die  Grosse  — ,   die   wir    mit  ßu 

u' 
bezeichnen  wollen.     Die  Gleichung  Oti^—   oder  auch  u'  =  tf.9tt 

lehrt  wieder  den  geänderten  Werth  u!  aus  dem  ursprünglichen  u 
«od  dessen  Quotienten  Bu  finden.  Geht  u'  in  seinen  Ursprung* 
liehen  Werth  u  zurück,  so  nähert  sich  der  Quotient  von  u  der 
Embeit  als  Grenze;  er  ipag  alsdann  mit  ^  bezeichnet  und  Quotial 
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von  u  genannt  werden.  So  wie  das  Differential  eine  Grösse  be- 
zeichnet, welche  von  der  Null  unendlich  wenig  verschieden  ist 
und  im  Moment  des  Verschwindens  gedacht  wird,  so  bezeichnet 
das  Quotial  eine  Grösse,  welche  von  der  Einheit -unendlich  wenig 
abweicht  und  im  Begriffe  steht,  in  diese  äberzugehen. 

Der  Begriff  des  Quotienten,  als  des  AenderungscoefBcienten 
einer  Grösse,  ist  der  reinen,  wie  der  angewandten  Analysis  nicht 
fremd;  der  Begriff  des  Quotials  dagegen  findet  sich  nur  spärlich 
angedeutet  vor,  wenigstens  hat  man  auf  ihn  keine  so  allgemeine 
Methoden  gegründet  wie  auf  den  Begriff  des  Differentials. 

Es  ist  klar,  wie  man  diese  Betrachtung  auf  andere  Fälle  aus* 

tt 

dehnen  kann.  So  erhält  man  durch  Radiciren  die  ^urzel  Slu:=z  Vu^ 
und  die  Gleichung  ti'  =  Slu^  zeigt  wieder,  wie  u'  aus  <Iem  ursprOng- 
lichen  Werthe  u  und  der  Wurzel  Slu  gebildet  wird.  Nähert  sich 
aber  hier  u'  dem  u,   so  nähert  sich  Slu  nicht,  wie  in  den  beiden 

vorigen  Fällen,  einer  constanten  Grenze,  sondern  der  Grösse  V7i. 

u 

Zu  ähnlichen  Betrachtungen  kanTi  die  Gleichung  ^ti  =  logtt'  ver- 
anlassen, aus  welcher  ti'  =  ti^"  folgt  und  wobfei  der  Logarithmus 
Au  sich  der  Einheit  nähert,  wenn  u'  in  seineu  ursprünglichen  Zu- 
stand  u  zurückgeht.  Die  beiden  zuletzt  angedeuteten  Fälle  sollen 
jedoch  von  der  vorliegenden  Untersuchung  ausgeschlossen  bleiben. 


Der   obigen   Erklärung    zufolge  stellt    das   Quotial   ^   einer 
Grösse  u  das  Verhältniss  —  des   geänderten  Werthes  u'  dieser 

Grösse  zu  ihrem  ursprunglichen  Werthe  u  für  den  Fall  dar,  dass 
n'  im  Moment  des  Ueberganges  in  u  gedacht  wird.  Das  Quotial 
^  ist  also  der  Coefficient,  welcher  In  u  treten  muss,  um  diese 
Grösse  in  einen  nächstanliegenden  Zustand  überzufuhren.  Wenn 
nun  u  innerhalb  eines  Intervalls  sich  continuirlich  ändert  und  sein 
Zeichen  nicht  wechselt,  so  wird  ^  von  der  positiven  Einheit  un- 
endlich wenig  abweichen  und  grösser  oder  kleiner  sein,  als  diese, 
je  nachdem  u  wächst  oder  abnimmt  An  den  Stellen,  an  welchen 
u  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht,  also  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  oder  vom  Abnehmen  zum  Wachsen  fibergehtr  ^ird  ^ 
durch  die  Einheit  hindurchgehen.  Wird  u  unendlich  ohne  Zeichen- 
Wechsel,  so  erreicht  ^  ebenfalls  die  Einheit.  Aendert  u  sein 
Zeichen  und  bleibt  continuirlich,  geht  es  also  vom  Positiven  zum 
Negativen  oder  umgekehrt  von  diesem  zu  jenem  durch  die  Null 
hindurch  über,  so  wird  &u  unendlich.  An  allen  Stellen,  wo  u 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet,  wird  ^  immer  von 
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der  Einheit  um  eine  endliche  GrOsse  abweichen  und  positiv  oder 
negativ  sein,  je  nachdem  seine  beiden  Nachbarwerthe  gleiches 
oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 


$.2. 

Qootialderivirte,       Quotiallogarithmue      und      Quotial- 

gleichung.. 

Es  sei  u  eine  Funktion  einer  Variabeln  oc,   nämlich 

u  =  f{x). 

Aendert  sieh  x  dadurch,  dass  es  mit  seinem  Quotienten  Sx  mul* 
tiplicirt  tfirdy  geht  es  also  in  x.Sx  aber,  so  erh&lt  man  einen 
folgenden  Werth  u!  dieser  Funktion,   nSmIieh 

u'  =:f(x.Sx), 

und  folglich  durch  Division  mit  dem  ursprfinglichen ,  den  Quotien- 
ten von  u: 

Nimmt  man  nun  Logarithmen  zur  Basis  Sx,  wodurch  man  die  Gleichung 

logeu=logö^^  -     (^) 

erhält,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  die  Gr5sse 

^^  fix.  öx) 
*     f(po) 

bei  dem  Uebergange  des  %x  in  die  Einheit  im  Allgemeinen  sich 
einet  bestimmten  Funktion  von  x  als  Grenze  nähert.  Diese  Funk- 
tion m5ge  die  Quotialderivirte  von  f(x)  genannt  und  mit  j{pc) 
bezeichnet  werden.    Sie  wird  also  defiuirt  durch  die  Grenzgleichung 

/(j:)  =  lim.log^Y(a:)  ^> 

|lim.e:r  =  l|. 

Wenn  nun  Sx  sich  der  Einheit  nähert,  also  nach  der  im  §.  1. 
gegebenen  Erklärung  zum  Quotienten  ^x  wird,  so  geschieht  das- 
selbe mit  0u,  und  es  geht  diese  Grösse  in  das  Quotial  ^  Aber. 
Daher  kann  die  fragliche  Grenze  mit  Hülfe  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (1)  auch  durch  das  Symbol 
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log'^l 

bezeichnet  werden ;  der  Körze  wegen  möge  es  aber  verstattet  sein, 

statt  des  Zeichens  log  den  einfachen  Buchstaben  X  zu  gebrauchen 
und  also  durch 

den  in  f{x)  vollendeten  Grenzenübergang  anzudeuten.  A^  ist  da- 
her nur  eine  andere  Bezeichnung  fiir  f{x) ,  welche  aber  den  Vor- 
theil  gewährt,  dass  sie  die  Spuren  des  Grenzenüberganges  noch 
erkennen  lässt.  Es  scheint  jedoch  passend,  hiefür  einen  beson- 
deren Wortausdruck  zu  wählen.  Demgeroäss  möge  Xdu  der  Quo- 
tialiogarithmus  von  n  heissen.  Quotialiogarithmus  und  QuotiaK 
derivirte  bedeuten  also  ganz  dieselbe  Funktion,  und  in  der  Gleichung 

Xdu  =  f{x) 

ist  die  linke  Seite  nur  ein  Symbol,  welches  die  Entstehungsart 
der  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Funktion  erläutert. 

Um  nun  den  Grenzwerth  des  Ausdruckes 

fär  ein  sich  der  Einheit  näherndes  Sx  zu  finden,  kann  man  zu- 
nächst den  Satz  über  die  Verwandlung  logarithmischer  Basen  in 
Anwendung  bringen,   demzufolge 

loga  =  ,- 
gesetzt  werden  kann.    Hierdurch  wird 

f^x.Sx) 
«»  f{x.ex)_'     f{x)         \.f{x.Bx)'--\,f{x) 

Lässt  man  nun  hierin  Sx  in  die  Einheit  übergehen,  so  erhält 
man  die  unbestimmte  Form  x»  deren  wahrer  Werth  aber  durch 
einmaliges  Differenziiren  nach  Bx  gefunden  wird.    Er  ist  nämlich 

oder,   unter  einer  anderen  Form  dargestellt, 
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X. 


dx 


Dadurch  erliält  man  schliesslich  für  die  Quotialderivirte  f{x)  die 
GleichoDg : 

•    .  d\f(x)      xf'ix) 

trelche  in   folgendem  Satze  ausgesprochen  werden  kann: 

Die  Quotialderivirte  oder  der  Quotiallogarithmus 
einer  Funktion  f{x)  wird  gefunden,  wenn  man  den  Dif- 
ferentialquotienten  vom  natürlichen  Logarithmus  der- 
selben mit  dem  Argumente  x  multiplicirt. 

Die  Gleichung  (3)  zeigt,   wenn  sie  auf  die  Form 

gebracht  wird,  in  welcher  Weise  sich  die  Operationen  des  Diffe- 
rentBrens  und  Qnotiirens  tilgen. 

Sowie  man  in  der  Differentialrechnung  aus  der  Gleichung 

iwischfii  dem  Differentialquotienten  und  der  Derivirten  einer  Funk- 
tieo  tf=/(a?)  sich  erlaubt,   di^  Differentialgleichung 

dus^f(x)dx 

abnleiten,  so  ist  es  offenbar  auch  hier  verstattet,  statt  der  Gleichung 

'  X^i  =  fix) 
die  folgende: 


^^^xf^')  (4) 

<ii  gebrauchen.  Eine  solche  Gleichung  zwischen  den  Quotialien 
der  FonbtioD  und  ihres  Argumentes  mag  eine  Quotialgleichung 
geDanot  werden,  Sie  sagt  aus,  dass  das  Verhältniss  zweier  un- 
mittelbar auf  einander  folgender^  Werthe  der  Funktion  in  einem 
sosanmengesetzten  Verhältniss  steht  zu  dem  Verh&itniss  der  ent- 
•precbenden  Werthe  ihres  Arguments,  dessen  Exponent  gleich 
der  Quotialderivirten  der  Funktion  ist 

So  wie  sich  die  Differentialrechnung  zur  Abkürzung  ihrer  Be- 
truhtungen  mit  grossem  Nutzen  der  Methode  des  Unendlichkleinen 
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(der  Nail  Unendiichnahen)  bedleot,  so  kanu  fQr  den  hier  zu  ent-_ 
wickelnden  Caicul  eine  Methode  des  der  E^ns  CnendliehoaheB 
ausgebildet  and  mit  nicht  geringerem  Erfolge  angewandt  werden. 


§.  3. 

Quotialformeln    für    die   einfachen    Funktionen. 

Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Regel  findet 
man  folgende  Qnotial formein  : 

1.  Xd.ar«=a,  n    ,^      *  '^ 

2.  k^.a*  =  a:\a, 

3.  Xd.6*=ar, 

4.  k^.x'=:x(l+la:). 


10.  it^.secor      =:zxtgXf 

11.  id.cosecx  =—- arcotga:, 

1  or 


1  12.  A^. aresin 0:= 


^    ^^  ,  1  iz.  A<7>.arcsina7  = ; —  •  ^ r^ =  » 

5.  A4>.Lr=p#  arcsind?    VI— ar* 

1  X     ' 

6.  X^.sinor^arcotga;,  13.  ;i0.arcco8j:= -.-7==^-, 

arccos^  V  I— ^« 

7.  A'&.cos.r= — -^rtgo:, 

u.  s.  w.» 
oder,  wenn  man  lieber  Quotiale  statt  Quotiallogarithmen  anwenden  will, 

1.  ^.a:«=^a:«,  5.  &.\x      =d;p^', 

2.  a.a'=aa:'l<',  6.  ^.sinar='^a:'^^'«', 

3.  d.e*=^x',  u.  s.  w. 

Die  goniometrischen  Quotialformeln  habeti  eine  nicht  uninteres- 
sante geometrische  Bedeutung.  Hiervon  nur  ein  Beispiel.  Es  sei 
AMB  (Taf.  I.  Fig.  1.)  ein  mit  dem  Radius  CA:^r  beschriebener 
Viertelkreis,  M  und  M*  swei  unendlich  nahe  Punkte  desselben, 
von  welchen  auf  CA  die  Perpendikel  MP,  HfP*  geflillt  sind. 
Construirt  man  in  B  die  Tangente,  welche  von  dem  nach  M  geSen« 
den  Radius  in  Q  getroffen  wird,  und  aleht  MR  parallel  ACt  so 
hat  man  zunächst: 

Ce_    r^        BQ_iWU        AM_       AM 
T    '^  MP*      W  MM"        T     "^^    r    ' 
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Holtiplicirt  man  diese  drei  Gieichungen  mit  einander,  90  folgt: 

AM  BQ       M'R  MM' 

'T"~r  =  'MP"AW'' 

Dan  ist  aber,  weil  M'R  und  MM"  anendlich  klein  sind, 

M'R  ^'^^-1  Ef! 

MM'     „.  .  MM'.      ,  AM' 

1M=^^^+  1S>-^ÄM' 

m 

mithin,   wenn  man  diese  Werthe  einsetzt, 

AM  BQ       M^  ,AM' 
r    ■    r    -yMP'^AM' 

woraas  sich  sogleich 

JM   BQ 

.   lyp-'KAMj 

iodet.  Diese  Gleichung ,  welche  das  Verhültniss  zweier  auf  ein* 
ander  folgender  Ordinalen  des  Kreises  aus  dem  Verhältniss  der 
ZQgeburigen  Bogen  finden  lehrt>   geht  aber  in  die  Gleichung 

'^.sinar  =  4>a:'*^°'^' 

AJU 

Über,   wenn   man  =  ar  setzt.    Denn  dadurch  wird 

r 

J9P       .  BQ         ^  AM'      AM'ir      ^ 

c=:  Sin X  •      =  COte X ,         a  mm  =  "T»i —  =  ^x » 

r  *       r  ^  AJU      AMir 

M'P'  _M'P'iT  _^    . 

MP  "  ü#P:r  "-^•®*"'^* 

Auf  ShoUcbe  Weise  lassen  sich  die  übrigen  goniometrischen 
Quotia/formeln  ebenfalls  ableiten. 


Quotialform'eln   für  zusammengesef^^tc  Funktionen. 

•  •     ♦     ♦ 

Bedeuten  ti,  t?»  tc,....  Funktionen  von  x^    u,  v,  tr,....  ihre 

Quotialderivirten  und  c  eine  Coostante,  so  gelangt  man  leicht  zu 

deo  folgenden  Sätzen: 
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«      • 


1)  Für   ii  =  c   ist    M=c=0. 


•     • 


2)  Für  ti=c.o  erhält  man  ii  =  t7,  d.  h.  der  constante  Fak- 
tor fällt  beim  Quotiiren  weg.  Hieraus  folgt  sofort  als 
spezieller  Fall: 

,  3)  (— M)=(-i.i«)=tr. 

4)  Ist  u  die  Summe  zweier  FurCktioneD,   nämlich 

so  wird 

u  = • 

Aus  der  Gleichung  (3)  des  §.  2.  erhält  man  nämlich  filr  f{x)^ui 

UU=^  XU* 

oder,    weil 

u'  —  v'  +  w' 
Ist, 

uu=:xv*  +  xw*; 

nun  wird  aber  nach  derselben  Gleichung 

at)'  =  ü«  —  =  ©ü    und   ano'^=w, — :=ioto, 
V  w  ' 

mithin,   wenn  man  diese  Werthe  einsetzt, 

woraus  durch   Division  mit  ti  =  o  +  ti^  der  angegebene   Ausdruck 
(äf  u  folgt. 

Fdr  e=c,  also  für  ti=c-f  to,  ergibt  sich  hieraus  mit  Rück- 
sicht auf  1): 

*        wu> 
u^ 


c  +  w 
fiir  w=:^Wi,   also  0r  u^iv  —  Wi,    aber  mit  Rücksicht  auf  3): 


Ist  u  ein  Aggregat  von  beliebig  vielen  Funktionen,  nämKch 
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10  findet  man  auf  ähnliche  Weise: 

0  *  0  0  0 

abo 

0  0  0  0 

• t?t)  +  fcw  Jh  yy  i  22  +  .... 

^"^      v±w±y±z±....      '  • 

5)  Ist  u  ein  Produkt  zweier  Funktionen,   nämlich 


10  wird 


•      •      • 
tt  =  ü  +  tu. 


Nach  §•  2.  Gleichung  (3)  erhält  man  nämlich  zunächst- 

0 

vad  wenn  man  diese  Gleichung  mit  ti=o.io  dividirt,  die  folgende: 

•     xv'  .  am/ 
tt= 1 » 

V  w 

welche  aber  wegen  —  =  t^  und  —  =10  in  die  angegebene  Glei- 
chmig  übergebt. 
6)  Für 

11=:  — 

X  tO 

findet  man 

000 

^ta&t  nämlich  die  Gleichung  u=~  zu  quotiiren,  thne  man  dies 


mit  der  gleichbedeutenden  to.ti=ü,    wodurch  man  nach  5)  erhält 
•     •     •  000 

•p+«=r;  hieraus  aber  folgt  ii  =  r— w. 

Die  in  6)  und  6)  entwickelten  Sätze,  welche  in  Worten  lauten: 

Die  Quotialderivirte  des  Produkts  zweier  Funktio* 
oen  ist  die  Summe  der  Quotialderivirten  der  einzelnen 
Paktoren,    und: 

Die  Quotialderivirte  ihres  Quotienten  ist  die  Dif- 
ferenz der  Quotialderivirten  des  Dividenden  und  Di- 
visors, 
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zeigen,  dass  die  Quotialderivirten  in  gewissen  Fällen  der  Analy- 
818  ähnliche  Dienste  leisten  können,  wie  die  Logarithmen  der 
Arithmetik.  Gesetzt,  es  bandele  sich  darum,  das  Produkt  zweier 
Funktionen  v  und  tc  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  so  entwickele 

man  v  und  w  und   bilde   v-{-u)^=Sl,    Kann  man  nun  eine  Reibe 

finden,  deren  Quotialderivirte  Sl  ist,  so  wird  sie  eine  Entwicke- 
luug  von  V.W  bis  auf  einen  constanten ,  Faktor  genau  sein,  der 
beim  Quotliren  möglicherweise  herausgefallen  sein  kann,  der  aber 
leicht  wieder  zu  finden  Ist. 

7)  Für  die  Funktion 

« 

erhält  man: 

u=^w{t)  -\-w\v)=^  Wt-{'WW\V. 
Als  spezielle  Fälle  sind  In  dieser  Formel  enthalten: 


a)    t«=e«', 

tf=trti7.lc. 

b)    tt—tJ«, 

U=^C.Vt 

C)      11  =  ^», 

tl=:finO. 

Aus  a)  und  b)  ersieht  man,  dass  in  der  allgemeinen  Formel  die 

beiden  Bestandtheile  tor>  und  touAt)  die  partiellen  Quotialderivirten 
von  u  sind,  die  man  erhält,   wenn  man  das  eine  Mal  to,  das  an- 

dere  Mal  v  als  constant  ansieht.  Bezeichnen  also  uv,  Uw  die  nach 
o,  w  genommenen  Quotialderivirten,  so  kann  man  diese  Formel 
auch  so  schreiben: 

«      •       * 

ten^lfe-f  Uv- 

8)  Aus  7)  ergibt  sich  Ar  die  Funktion: 

*       1  •      * 

«=  — (t)  — tdr). 

Man  findet  dies  entweder,  indem  man  In  7)  —  statt  to  setzt  und 
bedenkt,   dasH  f'J  =  — to  ist  (nach  1.  und  6.),   oder  indem  man 
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erst  mit  w  beiderseits  potenzirt,   auf  u^  die  Formel  7)  anwendet, 

•cbliesslicb  aber  für  \u  seinen  Werth   —h  wieder  einföhrt. 

w 

9)  För 

11=  Iv 
erhilt  man 

IhJier  ist   allgemein 

b.(lr)=:t}. 

10)  Sei     ' 

w 
tl  =  logt). 

Da  log 9=:.—  ist,  so  erhält  man  sogleich: 


Ir      iw* 
Diese  Formel  enthält  die  spesiellen: 

a)  u=logi?,  ^"^üf* 

*  •IC 

b)  ti=logc,'  **=""U^' 

Die  Gr5sse  c  kommt  darin  nicht  vor,  sie  fällt  durch  die  Faktoren 

.      1 

Ic,  j^  weg. 

11)  Scbliesslich  mögen  hier  noch  die  beiden  Funktionen 

«=U(oO      y  "Dd  «=i^^  •  '      .  ^ 

betrachtet  werden,  von  denen  die  erste  mit  v^  ^  identisch  ist» 
wenn  p  die  Anzahl  aller  Exponenten  e  Ist,  während  die  zweite 
nicht  unmittelbar  durch  Potenzen  ausgedrückt  werden  kann.  Fflr 
die  erste  fendet  man  sogleich: 

♦  ♦ 

U=:tP(l+p\v).V. 

Der  Dlfferentlalquotient   dieser   Funktion   findet  sich   hieraus 
Bach  §.  2.  Glelcirang  (3)  als 
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daher  besteht  fär  diese  Funktion  die  Gleichung 

ti«  ^_^  ür 

Die  zweite  der  angeführten  Funktionen  möge»  wenn/i  die  Anzahl 
der  Basen  v  bedeutet,   mit 


V 


bezeichnet  werden,  so  dass  also  v^o*,  9=v       u.  s.  f.  Ist.    Aus 

T  ^ 

der  Gleichung 

V 

folgt  dann 

Itf  =  o .  Iv , 

und  hieraus  durch  Differentiation: 

aar     ^-v  «  V-s 


p-i       p-i 


mithin  nach  §.  2.   wegen  — -  =  ©  und  t?'  = 


_P-iF-t 


Eben  so  weiter 


p-i 

«      «         «  • 

tt=c  =  ».ü+ü  .  ü.l©. 

p    p.i    p_i  p..i 


p— 1  p— a     p— a  p— a 


P— ap— a     p— •  p— » 


• 

• 

• 

ü=: 

:r. 

.O  +  ü 

.ü. 

Ir, 

• 

r 

T 

0= 

:i?. 

D  +  t?« 

.t?. 

lo. 

T 

(S.  No.  7.) 


t 
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SebBtitairt  man  diese  Werthe  nach  and  nach  rackwärts,  so  erhfilt 
■ao  schliesslich: 

/^^   /^     ^-N  ^^    ^^  ^""^  ^~N  Ol  ^"^   ^"^ 

p— 1  ji— 1  p— a      j»— ij»— Äji— 3        p— i-p— 2  p— ap— 4 

....  +  t)  .  t>....ü.tjl»P""*  +  t)  .  ü....t).ü.l»P). 

Den  Differentialquotienten  von  u  erhält  man  hieraus  leicht  mit 
Hfilfe  von  §.2.  Gleichung  (3),  ivonach  allgemein 


M'  = 


0 

uu 


X 

ist,  wenn  man  mit  V  die  eingeklammerte  Reihe  bezeichnet,  als 


p 


-J'C')) 


Fflr  ii  =  jr^  ^    '^'^  z.  B.  ist 

F=:r^^  +  x^'*^ .  ar^lx  +  ar^**^ .  j:^ .  x\x^  +  o:^''^ .  a:* .  x\x^ , 
mithin 

u = j:^''^  .11+  ar»l;r  (1  +  x\x(l  +  la:))  |, . 

11'  =  ^ ~ — .tl+a"lj:(l+arU(l+lar))|. 

§.  6. 

QaotialderiTirte   der    Funktionen    von    Funktionen 

überhaupt. 

1.    Es  sei  tt  eine  Funktion  von  v  und  v  wiederum  eine  Funk- 
tion von  ar,   nimlich 

u^:zf{v)   und   t^=:<]p(a;), 

M  ist  tf  mittelbar  eine  Funktion  von  x  und  es  kann  also  verlangt 
v^rdeoy  vdie  Quotialderivirte  von  u  in  Bezug  auf  x  anzugeben. 
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Wie  dieselbe  aus  den  Quotialderivirten  der  Funktiooeo  f{ti)  und 
q>{x)  gebildet  wird,  ergibt  sich  auf  folgende  Weise.  Geht  j?  in 
x,Bx  über,  so  wird  v  in  v,Sv  und  in  Folge  dessen  u  in  u,Su 
übergehen,   so  dass  man  die  Gleichungen 

u.9u:=.f{v.Sv)    und    v.Bv^=^tp(x.Sx) 
erhält,   aus  welchen  man  die  folgenden: 

eu^(^  und  e.=^(^      • 

zieht.    Nimmt  man  nun  Logarithmen  zur  Basis  Sx,  so  ko>nmt: 

logeii=  log^j-^  und  log  et?  =  log  ^^^^—^ 
zufolge  der  Formel 


a  /3  a 

log^  =  log/l.log/3 
erhält  man  filr  a=6ar  und  ßz=zBv\ 

daher  wird  mit  Hülfe  des  Werthes  für  log 69: 

.^^^        ,^f(v.Sv)   ,^^(p(x.ex) 
log  6ti=:log  -^^Trr-  •  'og       /  V     • 

Nähert  sich  nun  Sx,  also  auch  6r  und  Su  der  Einheit,  so  geht 

.«'  9)(a?.ear)  .     ♦     ,    ,^  f(v.Bv)  .     *   ,       ,  ,®'^    .    ♦  .,1.  j 

'^S^ — Ti; —  '"  9>w»  log     ^  V      m  f(v)  und  log^ti  m  u  über,  uod 

zwar  erfolgt  der  GrenzenObergang  in  Bezug  auf  v  ebenso,  als  ob 
V  in  f{v)  independente  Variabele  wäre.    Man  hat  daher: 

•       •        • 

oder,  wenn  man  sich  der  anderen  Bezeichnungsweise  bedient  und 
die  Variabein,  nach  welchen  jedesmal  quotiirt  wird,  durch  Indices 
andeutet: 

*  V  s 

m 

Das  Quotial  von  u  erhält  man  alsdann  durch  die  Formel 

V  X 
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Etwas  kfiraer  gelangt  mao  folgendermassen   zn  dieser  Glei- 
dbong.     Ist  ti=/(t)),    80  folgt  sofort 

i 

ist  aber  nan   tugleich 
M  erhält  mao 

■od  iadetn  mau  diesen  Werth  in  den  Ausdruck  fQr  ^u  einsetzt: 

wie  vorhin. 

n.    \aX 

so  erhält    man  durch  Fortsetzung  der  votigen  Betrachtungen: 

•    '  •        «         «  _• 

u  =  f(v) .  g>(u>) .  t/;(a:). . . .  (d{t) 


ond 


^i  =  ^</(»)  ^(w)  »?(*) ....  ö(«). 


m.    Es  sei  u  eine  Funktion   zweier  Variabein  v  und  tr  und 
diese  beiden  selbst  wieder  Funktionen  von  x,  so  dass  man  bat 

r  =  (p(a:) ,  u?  =:  i<;(.r). 

Da  mit  einer  Aenderung  des  w  eine  Aenderung  des  v  und  w 
verbunden  ist,    so  erhält  man 

/"(üör,  toOto) 
oder,   wenn  man  den  der  Einheit  gleichen  Faktor 

f(v,  toßui) 

nOgt, 

ond  nun  Logarithmen  zur  Basis  Sx  nimmt: 
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log 0«  =  log '-77 sr\     +  »Og     /7 — Ia"  • 


Da  aber 


and 


'"gV(r> trete)   ='"g    Mt.et.).''"g^ 


geaetzt  werden  kann,  so  geht  diese  Gleichung  fiber  in 

'oRe«=iog^y(„^^^/.ioge,+  iog<-^^^^-.ioge«r. 

Nähert  sich  nun  Oorder  Einheit,  so  erhält  manför  die  Logarithmen 

Sx  Sx 

log  Sv   und   log  0tD 

in  Folge  der  Gleichungen  v:=q>(a:)  und  tcL=:t(;(a:)  die  Qootialderi- 
Tirten 

q>{x)    und    i(;(ar), 

und  die  Logarithmen 

'^«7^:^^   """*    '^^     Af,tr) 

gehen  in  die  nach  v  und  tr  genommenen  Quotialderivirten  von  u, 
nämlich  in 

f{v)    und    /(«?) 

über;    daher  erhält  man  schliesslich  für  die  Quotialderivirte  von 
u  nach  xi 

woRlr  man  auch  unter  Anwendung  der  anderen  Bezeichnungs weise 
schreiben  kann: 

X  V  X  W  X 

Das  Quotial  von  ti  aber  findet  sich  hieraus  als 

^  =  da:/(«')  J(')  +/(»)  •  M')   oder    t^/£  =  (e-x9(^))^(r) .  (^j:vfu))?(»)  ^ 
in  welcher  Gleichung 
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^a:fi*)    und   ^a:^(') 
die  Qootiale  ^,  ^u>  bedeuten,  so  dass  man  auch  setzen  kann: 

falls  man  die  Bedentnng  von  ^  and  ^o  im  Sinne  bebalten  will. 

IV.  Der  eben  entwickelte  Satz  kann  leicht  auf  den  Fall  aus- 
gedehnt werden,  dass  u  eine  Funktion  beliebig  vieler  Variabelo 
ist    Sind  v,  tr,  s,...t  Funktionen  von  x  und  ist 

u  =  f(v,  fr,  f, ....  0, 

to  iodet  man  sogleich : 

i=/(tj).r  +  /M.w  +  A*).*+..../'(0  J. 
•0  wie 

•  •  •  • 

worin  &v,  ^Wf  ^*, ....  ^t  die  Bedeutung  von  ^ar»,  ^af^^  ^aß, ....  ^o:* 
haben. 

§.  6. 

Qaotiale  der   Funktionen   von  mehreren  unabhängigen 

Variabein. 

Wenn  u  eine  Funktion  zweier  von  einander  unabhängiger  Va- 
riabeb  x  und  y,    nämlich 

ist,  so  erh&lt  man,  je  nachdem  man  ^  oder  x  als  constant  an- 
9ieht,  gwei  partielle  Quotialderivirten,  welche  mit  f{x),  f(y)  oder 
mit  s,  tf  oder  mit  A^,  A^  bezeichnet  werden  mögen,  sowie  zwei 

diesen  entsprechende  partielle  Quotiale  ^=^a/(')  and^=:^y(sr), 

X  y 

SOS  welchen  das  totale,  einer  gleichzeitigen  Aenderung  beider 
Variabelo  entsprechende  Quotjal  ^u  der  Funktion  u  zusammen- 
gesetzt wird. 

Geht  nämlich  x  in  xQx  und  y  in  y^y  dber,    wodurch  sich  ti 
iB  mOv  verwandelt,  so  erhält  man,  wie  in  §.  5.: 

Thwl  XXV.  8 
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wofür  mao  auch  setzen  kann: 

Nftbert  sich  nun  zunSchst  6y  der  Eioheit»  d.  h.  geht  dieser  Qao- 
fient  lo^das  Quotial  ^  über,  wodurch  sich  yBy  auf  y  redneirt» 
so  erhält  man  fär  die  beiden  Faktoren  anf  der  rechjten  Seite  die- 
ser Gleichung: 

Bx        ^^'*^^     und   Oyft»), 

und  wenn  nun  auch  0x  in  das  Quotial  übergeht»  wodurch  die  erste 
dieser  Grossen  zu 

Wo 

wird,  so  ergi|it  sich  für  das  gesuchte  totale  Quotial  von  u  der 
Ausdruck : 

Für  eine  Funktion  u  beliebig  vieler  Variabein,   nämlich 

u==f(x,y,z f), 

erhält  man  analog: 

5.  7. 
Quotiation    der   Gleichungen    mit    zwei    Variabein. 

In  einer  Gleichung,  wie 

worin  c  eine  Constante  bezeichnen  soll,  ist  y  eine  Funktion  von 
X9  daher  erhält  man  nach  §.  5.  IH.  für  v=:q)(x)^x,  u>=^(x)^sy, 

wenn  man  bedenkt,    dass  dadurch  9(0;) :=1,    ^(x)s=y  und  dass 

c  =  0  wird,   die  Gleichung 

/T^)+/(y).y=0, 

aus  welcher 
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gezogen  werden  kann.  Die  Gleichung  f{ge)  +  f(y)»y=sO  kann  eine 
Qvotialgleichang  von  u=c  genannt  irerden  und  auch  durch 
die  (bigende: 

«rseUt  werden«    welche  man  aus  ihr  erhfilt»   «obald  man  ^x  mit 

beiden  Seiten  derseUien  potenzirt  und  (är  ^a:v  das  gleichbedeu« 
tende  Ojf  setzt. 

§.  8. 
Höhere  Quotiale    und   Quotialderivirte. 

1.    Geht  in  einer  Funktion  uz=if(x)  das  Argument  x  in  xBx 
fiber,  so  erhält  man  (Ür  den  Quotienten  von  u  die  Gleichung 

geht  hierin  abermals  a:  in  xBx  über,  so  ändert  sich  Bu  in  Bu.9ßu 
mn,  80  dass  man  durch  Division  mit  Su  zu  dem  Quotienten  des 
Quotienten  von  u,  also  zum  zweiten  Quotienten  von  m»  nlltnitoh 
n  BBUf  gelangt.    Schreibt  man  dafilr  abkürzend  Bht,  so  ist  also 

Ihireh  Fortsetzung  dieser  Operation  ergibt  sich : 

IL  Bildet  man  von  der  Quotialderivirten  /{x)  einer  Funktion 
u^fix)  wieder  die  Quotialderivirte»  von  dieser  ebenfalls  u.  s.  f., 
•0  erbSit  man  eine  Reihe  von  Funktionen  i  weiche  die  sireite, 
dritte,  u.  s.  w.  Quotialderivirte  von  fXx)  genannt  und  mit 

«*         •  •  •#    •  • 

•der 

r«]      [3] 

f{x),    f{x),..,. 

2* 
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bezeichnet  werden  mOgen.     Unter  Anwendung  des  Zeichens  X^ 
kSnnen  diese  Funktionen  auch  durch 

ansgedrflckt  und  dem  Friihereu  entsprechend  zweiter,  dritter  u.s.  w. 
Quotiallogarithmus  der  Funktion  u=/(ar)  genannt  werden.  Das 
'  Zeichen  X^.l^  bedeutet  denigenifiss,  dass  in  dem  Quotialloga- 
rithmus A^  das  Argument  x  in  x&x  öbergehen,  der  geänderte 
Werth  Ton  A^,  welcher  dadurch  erhalten  wird»  durch  den  ur- 
sprünglichen dividirt  und  von  diesem  Quotienten  der  Logarithmus 
zur  Basis  ^x  genommen  werden  soll.  Geht  nun  x  in  x^x  über, 
so  wird  ^  zu  ^.dhi^    mithin 

A^i 
und  folglich 

Berücksichtigt  man,   dass  dieses  Zeichen  die  Funktion  tc,  so  wie 
dass  A^  die  Funktion  u  bedeutet,   so  erhält  man  die  Gleichung 

,   A(^^*ii)     ** 
A. i =ti. 


u 


und  hieraus  weiter: 


also  auch 


A(dti^*ti)=  ti.^ar». 


^^«ti  =  (^arS)^^'"^ 


und  hieraus  endlich,  wenn  man  für  &u  seinen  Werth  ^aü^  einsetzt, 
Rir  das  zweite  Quotial  von  u  den  Ausdruck 

JH« 

Auf  fihnliche  Weise  erhält  man 

Ad-A^.AOti=A.  ;t(^^«/i) =^- Ä =«» 

^'      AOii"  " 

und  hieraus: 
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^=4^ 


u«  s.'w. 

III.    Schon  im  §.  3.  ist  die  Beziehang  angegeben,  lo  welcher 

£t  Quotialderivirte  u  einer  Funktion  ii  za  dem  Differentialquotien- 
teo  n'  derselben  eteht,   nSmlich 

kt  Iran  «  selbst  die  nte  Quotialderivirte,   so  erhält  man  hieraas: 

ti  .  u  =  :r .  (ti)' , 

weldie  Gleichung  u  durch  Recursion  finden  lehrt  Dadurch»  dass 
Bin  diese  Gleichung,  oder,  was  Iceinen  wesentlichen  Unterschied 
nacht,  die  vorhergehende  quotiirt  oder  differentiirt,  gelangt  man 
n  Relationen,  welche  dazu  dienen  können,  die  Quotialderivirten 
to  verschiedenen  Ordnungen  durch  Differentialquotienten  oder 
tUBgekehrt  diese  durch  jene  auszudrücken.  So  findet  man  durch 
Qvotiiren  aas 


tltt  =  JTtt' 

die  Relatton 

•i  +  i«-l+(u'), 

worana 

11=1— tt+Cu') 

f<A{|^,  mit  HOlfe  welcher  Gleichung  man  die  zweite  Quotialderl- 
rjrte  aus  der  ersten  und  der  Quotialderivirten  des  Differentialquo- 
^ten  ron  der  ursprCInglichen  Funktion  erhalten  kann.  Durch 
''S^s  Quotiiren  der  vorigen  Gleichung  ergibt  sich 


• 

4>   ¥ 


ttii  +  tt    tt=x(a')(tt')», 
voraus  «   gefunden  werden  kann ,  u.  s.  f. 

um  die  Differentialquotienten  u',  u'^,....  durch  Quotialderi vir te 
**  «,....  auszudrficken,  wird  man  die  Gleichung  uuzizxu!  oder 
^— MC  mehrmals  differentiiren.    Man  findet  so  zunächst: 
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xh' — iftf  =  0, 

am*  +  k'  -  «(«)'  ^w!u=0. 


Aus  der  ersten  dieser  GlekfaiuigeB  felgt  •  asmitteibar 


«'  =  — , 

and  wenn  man  diesen  Werth  fiir  w! ,   sowie  den  Werth  för  (ii)', 
den  man  ebenfalls  hieraus   darch  Vertaoschnng  von  u  mit  u  er- 

^  KU 

hält»   nämlich  («/  =  — ,  in  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichan- 

mm 

gen  einfiihrt,    so  erhält  man  aas  ihr 

n.  s.  f. 

Es  kann  gefragt  werden,  wie  sieb  (»)'  and  («')  nnterscbeiden, 
resp.  wie  sie  von  einander  abhängen.  Um  diese  Frage  sa  beant- 
worten,  bedenke  man,   dass  snfolge  einer  der  obigen  Formeln 

sowie  dass 

(«)'=^^ 

^   '  X 


Ist.    Eliminirt  man  ans  diesen  Gleichungen  eine  der  Grossen  tf 
•der  «,  so  erhält  man  die  gesnchte  Relation,  nämlich 


oder 


ll.(ll')-'SP.(«)'  =  «^— 1, 


Diese  Gleichnngen  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  eine  aus 
der  andern  durdi  Vertauschung  von  ii  und  u  entsteht. 

IV.  Sdiliesslich  mSge  noch  der  Zusammenhang  erörtert  wer- 
den, welcher  zwischen  den  Differentialien  und  den  Quotialien  der- 
selben Grossen  besteht. 
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Der  geänderte  Wertb  einer  GrOsse  u  wird  eiDereeil»  durch 
ni-du,  aDdererseits  durch  u^  angegeben;  subtrahirt  man- daher 
Toii  dieaeo  beiden  letzten  Werthen  den  ursprQngncben  u»  so  er- 
bllt  man 

c{u  =  t<(^— l)y 
■nd  diridirt  man  beide  durch  u: 


§.  9. 
AswendoDg  der  Qnotialrechnung   anf  die  Beatimmang 

0        c£ 

der   wahren   Werthe   von    g»   ^,  oo-^oo,  u.  s.  f. 

L    Nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  findet  man  den 

fpix) 
wahren  Wertb   einer  Funktion  -ry-r  fSr  das  Argument  d?8=a«   fiSr 

0  OJ 

wekhea  sie  eine  der  unbestimmten  Formen  a  oder  ^    annimmt« 
ila 


Nvo  ist  aber  tnlblge  des  $.2.: 


ndth'm 


ood  folglich 


l  * 

y'(a?)=-.9(ar),g>(a?), 

1  * 


V.  V. 


Wie  man  sieht,  dient  der  Faktor  ^—  dazu,    die  Unbestimmtheit 
^•*  ?7^  aufiohebent 
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Beispiel.    Es  sei  q>{x):=zi%nx'^nw,  ^(j:)=:2d:*tg9rar  und 
der  Werth  zu  findeo^  den  die  FunktioD 

y(ar) t%nx — nx 

i\>{x)         Ix'^i^nx 

O 

für  x=-0  aDDimmt,    wofiir  sie   unter   der    unbestimmten  Form  ^ 

erscheint.    Man  findet 

w(x)=^\i!gnx,  -T— ö nxyAignx — nx\  =:  r— - — rr  > 


mithin 


^^  ^         "  sin27rar 


9)(a:)9(:9)  =  nx.  tg%a:, 
*  29e;j? 

^{x)^\>{x)^'ixH%7tx(^-\'-^^^ 


und  folglich 


^^•^^    t^(a:)        2  +  -T-5 — 

'  sm29E:r 

TT* 

welcher  Ausdruck  fSr  ar= 0  in   ^  übergeht«   so  dass  also  * 

2a:*tgjw:    ~"  6 

x=0 

wird. 

Sollte  sich  ^^  selbst  wieder  auf  a  oder  £  reduciren»  se 
H>{x)  " 

würde  der  wahre  Werth  hierTon  mit  HOlfe  von 

*     •  »♦ 

gefunden y   und  mithin  erhielte  man  in   diesem  Falle: 
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Durch  Fortsetzung  dieser  Scbliisse  gelangt  man  zu  dem  Re- 

Aitat,   dass  wenn  die  Funktionen 

« 

q>{x),    q>(x),    9(ar),  ....  (p{a:)\ 
t/;(ar),    ipix),     ij;(ar),  ....  'V'W 
«cb  tämmtlich  fiir  x=a  annulliren,  der  wahre  Werth  von  ^^-r  gleich 

«  ♦♦'  [«—1]  [nj 

yW  y(^)  y(^)     ^     yW    y W  < . 

^^^^  ^x)  ^(x)        ^(x)  ^(xy^  ♦ 

ist. 

II.  Om  den  Werth  der  Funktion  g>(x)  —  ^(x)  für  ein  Argu- 
aent  ar:=a  su  finden,  fiir  welches  <pix)  und  ^(x)  unendlich  wer- 
den, setze  man: 

tp(x)=^\.e9(^\ 

^(x)  =  l.e^('), 
wodurch 

g>ix)^ilf(x)=z\.-^^ 

wird.    Die  unter  dem  Logarithrouszeichen  stehende  Funktion  er- 
tcbeiDt  alsdann  unter  der  unbestimmten  Form  ^,  und  ihr  wahrer 

Werth  ist  nach  I.  unter  Anwendung  von  §.  4.  No.  7,  c. : 


Bithtii 


V.  V. 


i  cy(^) .  g>(x) .  g>(x)  ) 

"     KM*).ii,(x).^(xy''* 

^6V'(*).^(ar).i/;(ar/* 


flf.  Wird  ip{a)=zO  und  if;(a)=0D,  nimmt  also  g>(x).ilf(x) 
ßr  x^a  die  unbestimmte  Form  O.qd  an,  so  findet  man  den  wah- 
TtSL  Wsrth  hiervon,  indem  man  i/;(j?)  =  l:(l:i/;(a?))  setzt,  wodurch 
BAD  ÜT  das  Produkt  <p(x),ilf(x)  den  Quotienten 

tp(x) 


l:if(x) 

trh&lt,  der  nun  für  xssa  unter  der  Form  jv  erscheint  und  also 
Btch  I.  bestimmt  werden  kann.    Man  findet  so: 
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V.  v.|9(a:).i(;(a:)|  =  — t9(ar).'^a:).?-^U. 

Wird  (p(a)=^(a)—0,  so  erscheint  die  Funktion  9(j;)4'(«)  filr  x=a 
in  der  Form  0^;  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  dient  jedoch 

V.  V.  ip(js)M') = V.  V.  e'^(*)iy(*) = V.  V.  «-<>•»  =  I  e^^*)  •  W*)*  •  p^t   • 

Auf  ähnliche  Weise  finden  sich  die  wahren  Werthe  der  Funk- 
tion 9(:r)^('),  wenn  sie  fßr  a:=a  die  unbestimmte  Form  (x9  oder 
y^   annimmt. 

IV.  Noch  mugen  die  drei  folgenden  unbestimmten  Symbole  be- 
trachtet werden: 

O  CD  1 

logO,    logoo,    logl, 

unter  denen  die  Funktion  log  9(0:)  auftreten  kann.    Nun  ist 

Ms)  \fp(a:) 

und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  reducirt  sich  in  den  drei 
Fftileo  auf  ^  oder  ^    Daher  wird  schliesslich 

M*)  i  q>(x)  l 

V.  v.log9(ar)=  J -5 — f    • 

Beispiel: 

V.  V.  logsina?=(a:cotgar)o=^^^^=  1. 


§.  10. 

Besiehungen     awischen     einer     Fonktien     und     Ihreo 

Quotialderivirten. 

I.  Ist  y=/](a?),  ßo  stellt  X^ssf{x)  die  Grenze  vor,  welcher 
sich  der  Logarithmus  des  Verhältnbses  zweier  auf  einander  folgen- 
der Werthe  der  Funktion,  dessen  Basis  das  Verhftitniss  der  dRe- 
sen    entsprechende»  Werthe   des   Argometttes    Lst»  oImc   Ende 
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■diert.  Bleibt  nao  die  Funktion  innerhalb  eine«  gegebenen  Inter- 
fall0  stetig,  und  wird  sie  weder  Null  noch  unendlich«  so  ist  io- 
oerbalb  desselben : 

^>1,   also  X^^  oder  /(j:)>0,    wenn  y  wächst» 

^<1,     „     l^     „    /(ar)<0,  .    „     y  abninmt, 

imd  umgekehrt.  Daher  ist  die  Quotialderiviite  f{a:)  sehr  geeig« 
•et,    den  Verlauf  der  Funktion  f(a:)  näher  zu  prüfen. 

U.    Nun   seien   A  und   ß   das   Maximum  und  Minimum  der 

Qootialderivirten  /\a)  innerhalb  des  Intervalls  von  ^=:  a  bis  x^^a.h 

vad  f[a!)  selbst y  sowie  fix),  innerhalb  dieses  Intervalls  continuir- 
Bck;   dann  ist 

/(a?)-^<0   und   i[x)—B>0. 
Setzt  man    hierin  x=^aUf    wofür  1^«^^  wird,    so   ist  ebenso 

/(au)--J<0  und  /(ai«)— Ä>0. 
Diese  beiden  Ausdrücke  sind  aber  die  Quotialderivirten  von 

^"^      und    ^^"> 


Nach  I.  ist  die  erste  dieser  Grossen  abnehmend»  die  zweite 
wachsend  innerhalb  des  Intervalls  von  ii=l  bis  ti  =  A;  fär  ti^sl 
haben  beide  den  gemeinschaftlichen  Werth  1,  mithin  ist  Aber- 
naapt  mit  Ausschluss  der  unteren  Grenze  des  Intervalls: 

ond  abo  auch  för  u  =  ä: 


i 


Da  nun  A  und  JB  Maximum  und  Minimum  von  f{x)  z=if{au)  sind, 
<o  ist  der  erster«  dieser  beiden  Ausdrücke  das  Minimum»  der 
letztere  das  Maximum  von 
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und  da  die^e  Grösse  den  obigen  Bedingungen  sufolge  continoir* 
lieh  ist«   80  gibt  es  einen  Werth  j:=a.A^,  für  welchen 

fjah)      _^ 

wird,  worin  k  eine  nicht  nähßr  zu  bestimmende  GrOsse  ist,  welche 
zwischen  0  und  1  liegt    Hieraus  folgt: 

oder«  wenn  man  x  &ir  a  schreibt» 

y(arA)=/*(ar).ÄW),    O^A^l, 

welche  Gleichung  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass  die  Funk- 
tion f(a),  sowie  ihre  Quotialderivirte.^tf),  innerhalb  des  Intervalls 
von  tf=a;  bis  6=xh  continuirlich  und  endlich  bleiben,  und  ausser- 
dem f(ö)  nicht  verschwindet. 

Z.  B.  f{0)^e^,    wofür  /Xa):=za  wird.    Es  gilt  dann  fär  jedes 
a:  und  h: 

Setzt  man  in  obiger  Gleichung  a  =  l,  h^=x,  so  gilt  unter  densel 
ben  Bedingungen  für  das  Intervall  von  tf  =  l  bis  czzlxx 

für  f{a)  :=  e^  also  z.  B.  wird 

Als  weiteres  Beispiel  mOge  dienen: 

/][a)  =  (l  +  <y)*,    wofür  /r<y)=j^   wird; 


man  erhält  dann: 


kxh^ 


(1  +  Ar)*  =:  (1  +  X)* .  Ai+x.  ** , 


in.    Es   seien   A  und  B  das  Haidmum*und   Minimum  des 
Q^otienten  zweier  Quotialderivirten ,   nämlich  von 
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•0  ist 


und  wenn  9^^)  ^^  ^'1®  ^«  welche  in  Anspruch  genommen  wer- 
den» stets  positiv  bleibt,  also  q>(a:)  eine  wachsende  Funktion  ist, 
awh 

/(j:)-J9(ar)<ü,    /ta:)-Ä^(jr)>0. 

Nim  sind  aber  diese  Grossen  die  Quotialderivirten  von 

foo  diesen  letzten  Ausdrücken  ist  d:iher  der  erste  abnehmend, 
der  zweite  wachsend,  wenn  x  wächst.  Setzt  man  also  in  ihnen 
x.A  an  die  Stelle  von  x  nnd  dividirt  die  dadurch  erscheinenden 
aeaeo  Ausdrucke  durch  die  ursprünglichen,  so  wird 

f{a:)   -UC^)  j      ^^'     l{x)   '\    q>{x)   >     >  *' 

tpixh) 
ad  wenn  man  Logarithmen   zur  Basis  — v— y  nimmt: 

Die  Ausdrücke    auf  der  linken   Seite  der  Zeichen  ^  sind  aber 
Spenaiwraogeo  von 


loR  sr^ « —  » 


'"«  ax)     * 


dorcb  dieselbe  Betrachtung,  wie  in  IL,  gelangt  man  daher  zu  dem 
Satze: 

w/r^.A)    f{xh^)    rt<.<, 

log     ^    V      SS  "i »      U_A_1» 

dir  toter  denselben  Bedingungen  wie  I.  gilf ,  nur  dass  aasserdem 
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fp(c)  eine  wachsende  Funktion  sein  muss.  Statt  dieser  Gleichung 
kann  man  auch  eine  der  beiden  folgenden,  mit  dieser  gleichbe- 
deutenden anwenden: 

fp(x) 

Reduciren  sich  f{x)  und  ^(.t)  filr  ar  =  oto  gleichzeitig  auf  die 
Einheit,    so  erhält  man  insbesondere: 

und  insbesondere  für  0^0=  1,   A  =  ar: 

/(^     )  ♦ 

^^>  =  ^<^>'         oder     I^i)=V^j- 

Die  vorstehenden  Sätze  entsprechen  denjenigen  ^Sätzen  der 
Differentialrechnung,  auf  welche  man  das  Taylor'sche  und  Mac- 
lau rin'schen  Theorem  zu  gründen  pflegt.  Das  Analogon  zu  die- 
sen  Theoremen  selbst  zu  finden^  ist  mir  bis  jetzt  nicht  gelungen. 
Man  kann  vermuthen,  dass  das  Analogon  zum  Mac  lau  rin'schen 
Satze  folgende  Form  haben  werde: 


worin   fi| .  ft2,  fia,....   gewisse  von  der  Natur  der  Funktion  /(j:) 
unabhängige  Coefficienten  sein  werden. 


§.  11. 

Maxima    und   Minima    der    Funktionen. 

1.  Sei  f{x)  eine  Funktion «  welche  fär  a;=|  ein  Maximum 
oder  Minimum  erreicht.  Da  sie  an  dieser  Stelle  vom  Abnehmen 
zum  Wachsen  oder  von  letzterem  zu  ersterem  übergeht,    und  sie 

wiehet,  so  lange  A^)*posiriv  ist,  und mbsimmt,  sobaU  A«)  wgs* 
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Mgttiv  irird,  so  moss  filr  ar  =  |  die  Quotialderlvirte  f(x)  das 
ZdcheD  wechseln,  and  mitbin,  falls  diese  Funktion  continuirlich  ist, 

werden«  Den  Werthen  von  i,  welche  diese  Gleichung  befriedi- 
gen, können  demnach  Maxima  oder  Minima  fXi)  zugehoren.  Ob 
Don  f{Q  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  hängt  davon  ab,  ob 
Ar  Wertbe  von  A,  welche  der  Einheit  auch  noch  so  nahe  liegen, 
TOD  den    AosdrQcken 


AS.A)    und    ;(|) 


der  erste , negativ  und  der  zweite  positiv  wird^  oder  umgekehrt. 

Beispiel.    Die  Zahl  a  soll  in  zwei  solche  Faktoren  zerlegt 
werden,  x  and  - »    dass  die  Funktion  F(x,  —)  ein  Maximum  oder 

X  X 

lÜDiBam  werde.  « 

Mv&hatliier,  wenn  man  Hir  einen  Augenblick  -  mit  v  bezeichnet: 

X 


X  x  w 


aod  fie  Wertbe  von  {,    flir  welche  ein  Maximnm  oder  Minimum 
ebtritt,  sind  Wurzeln  dieser  Gleichung;   z.  B.  fOr 

IXx,^=iT*   ist   K=J.     J^  =  +  J.br. 

i 
fl^tbtll 

ironiif  i=ze  folgt. 

Fffr  diesen  Werth  von  x  findet  ein  Maximum  statt,  denn  der 
ABsdmek 


(»2)=i<.- 


\x) 


^  negativ  fiQr  x^s^e.h  und   positiv  fClr  ^  =  r* 

IL    SoH  eine  Fonktion  zweier  Variabein  ai=/{;r,  y)  ein  Maxi« 
oder  llinimam  werden,  so  kann  man,  ohne  die  UnnbbSngig- 
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keit  von  x  und  y  za  stSren»  y  als  eine  willkfihrliche  Funktion 
von  X  ansehen.  Dadurch  wird  u  zu  einer  Funktion  von  x  allein 
und  mitbin  muss  nach  I.  ftir  den  Fall  des  Maximums  oder  Mini- 
mums der  Quotiallogarithmus  von  Up  nämlich 

sein.  Wegen  der  Willkubrlichkeit  von  y  und  in  Folge  dessen  von 
y  spaltet  sich  diese  Gleichung  aber  in  die  beiden  folgenden: 

/i:^)  =  0,    /Ty)=0, 

aus  welchen  die  Systeme  von  Werthen  .r  =  |,  .V^^  hervorgehen, 
welche  u  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen.  Das  Krite- 
rium, ob  ein  solches  System  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
liefiert,  ergibt  sich  leicht  aus  dem  bei  I.  Angewandten. 

% 

§.  11. 

Geometrische  Betrachtungen  Aber  die  Quotialderivirten. 

I.  Ist  y=zf{x)  die  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeutet  das 
Quotial  ^  das  VerhSltniss  zweier  unmittelbar  aufeinander  folgen- 
den Ordinaten  und  ^x  das  VerbSitniss  der  diesen  entsprechenden 
Abscissen.    Nun  ist  aber  in  Folge  des  §.2.: 

^  =  d'xy; 

man  erkennt  daher,  dass  die  Quotlalderivirte  der  Ordinate  der 
Exponent  ist,  mit  welchem  man  das  Verhältniss  zweier  u'hendlich 
wenig  verschiedener  Abscissen  potenziren  muss»  um  das  Verhält- 
niss der  ihnen  entsprechenden  Ordinaten  zu  finden.  Dieser  Expo- 
nent lässt  sich  aber  noch  beKÜmmter  deuten.  Bedeutet  nämlich 
y'  den  Differentialquotienten  der  Ordinate,  so  ist  die  Subtangente 

St  =  y:y'. 
Verbindet  man  hiermit  die  Gleichung 

so  folgt 

-,       * 
x:St  =  y, 

woraus  sich  die  Bedeutung  der  Quotialderivirten  y  ergibt  Sie 
stellt  nämlich  das  Verhältniss  der  Abscisse  zur  Subtan- 
gente iw. 
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Für  die  gemeine  Parabel  y^zupx  z.  R.  ist  2^=1  oder  ^=i» 
■ithin 

IL  Die  Fläche  F  der  Curve  y=f(x),  welche  von  dem  Bogen 
derselben,  der  Abscissenaxe  und  zwei  Ordinalen  begrenzt  wird, 
deren  Abscissen  u  nnd  x  sind,  wird  gefanden  durch  das  Integral 


==  /      ydx. 


F 

a 

Bedeutet  f^  den  Differentialquotienten  dieser  Fläche,  so  dass  also 
P=jf  ist,    so  hat  man  nach  §.2.: 

*      xF*      xy 
^  -   F  "  F'  ^ 

Es  stellt  also  die  Qnotialderivirte  der  Fläche  einer  ebenen  Curve 
das  Verhältniss  des  Rechtecks  aus  Abscisse  und  Ordinate  des 
Eadponktes  des  die  Fläche  begrenzenden  Bogens  zur  Fläche  selbst 
dar.  Für  die  Parabel  ist  F=lxy,  wenn  die  Abscissen  vom  Schei- 
tel an  gerechnet  werden,  mithin  F=  |.  Hieraus  folgt  flir  das 
Fttchenquotial: 

&F=  ^x\ 

IIL  Bedeutet  Qx  den  Querschnitt  eines  Kcirperraumes,  wel- 
cher senkrecht  zur  Abscissenaxe  gefOhrt  ist,  so  ist  das  Volumen 
desselbeD 

F==y*'  Qxdx, 

a 

und  der  Differentialquotient  des  Volumens,  wenn  blos  x  sich  ändert, 

ifoD  l8i  aber  nach  $.  2.  di^  Quotialderivirte  desselben 

f      xV 

mitliin 

fr        ^Q' 

Es  stellt  also  die  Quotialderprirte  V  des  Volumens  V  das 
Veihlltniss  eines  Cylinders  von  der  Basis  Q  und  der  Hohe  x  zum 
Vohuaen  selbst  dar. 

Tkeil  XXV.  3 
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Weiteres  fiber  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  in  den  §§.  19. 
und  20. 


§.  12. 

Begriff  des    Instaurals. 

Ist  f{x)  die  Quotialderivirte  von  F{x)  und  q  eine  gegen   die 
Einheit  convergirende  Grösse,  so  hat  man  nach  §.  2.: 


mithin 


wo  Q  eine  positive  oder  negative  Ergänzung  ist,  welche  verschwin- 
det, wenn  o»  in  die  Einheit  Hbergeht.    Hieraus  folgt: 

F(x.(o)         ,,.     ^ 
F{x) 

Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 
und  zugleich 

(i)=CD|,      0)29      (»8,      004,  .f  CD«, 

und  bezeichnet  die  diesen  Werthen  zugehörigen  Ergänzungen  ^  mit 

so  erhält  man  folgendes  System  von  Gleichungen  .- 
F(a.  a>|)  ,,  , 


F(a,(»i^m^,,,,mn)  ^, 

F(a.  coiwacoa....««-!)         '*^  n-i/.a)»p«. 
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unter  der  Voraussetzung  nun.  dass  die  Funktion  F{x)  con- 
ÜBairlich  sei  und  nicht  innerhalb  des  hier  in  Anspruch  genomme- 
Ben  Intervalls  verschwindet,  heben  sich  bei  der  Multiplication 
dieser  Gleichungen  auf  der  linken  Seite  die  Nenner  gegen  die 
tbneo  gleichen  Zähler  bis  auf  den  letzten  Zähler  und  ersten  Nen- 
ner weg,  and  es  bleibt  blos: 

F{a.<oi  fl>a<OB  » .  ■ .  cow) 
Setzen   wir  nun 

a  .  0)]  (02<<>3  •  • . .  OOfi  =  ^ 

Qod  lassen  alle  cd  gegen   die  Einheit  convergiren,   aber  gleichzei- 
üg  n  so   wachsen,    dass  b  einen   festen  endlichen  Werth   behält, 

so  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in  die  folgende: 

> 

-pr-  =  Hm. ( wi/^«). a)a^(""'i).a)3/(<««i«»). ...«»/(««>.<»»••••  "»„„i)!,  (l) 

r  *7 

^eil,   wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann. 

Um  (g)|  ^1  .  0>2^<  .  0)3^>  ....  fi)i/''>)  =  1 

ist    Die  Grossen  co  sind   nur  in  soweit  von    einander  nicht  unab- 
kiagig,   als  ihr  Produkt  sich  der  Grenze  —  nähern  muss«  während 

jede  gegen  die  1  convergirt  und  ihre  Anzahl  in's  Unendliche  wächst. 

Da  diese  Bedingung  diese  Grossen  nicht  selbst  bestimmt,  so  kann 

•ie  anf  uDzählige  Arten  erfüllt  werden,   insbesondere  auch  dann, 

wenn  man  alle  einander  gleich  setzt.     Ist  in  diesem  Falle  m   ihr 

Kramscbaftllcber  Werth,   so  erhält  man  statt  der  Gleichung  (1) 

die  etwas  eiofachere:  • 

y^  ^  lin, ,  {e>f  (•)+>(«a>)i/(«««H-/(*«')+ ....  +/(««""*) ) .        (9) 

FOr  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (l)  oder  (2)  mSge  nun  eine 
kürzere  Bezeichnung  gewählt  werden.  Sie  erscheint  nämlich  als 
die  Grenze  eines  Produkts  von  Faktoren,  deren  jeder  sich  der 
Einheit  nähert,  während  ihre  Anzahl  ohne  Ende  wächst.  Ein 
solcher  Faktor  hat  die  Form 

3* 
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Setzt  man  hierin  das  Argument 

80  würde  das  im  folgenden  Faktor  vorkommende  geänderte  Argument 

sein,  und  also  ooi  den  Quotienten  von  a  bedeuten,  der  nach  §.2.  mit 
Ba  zu  bezeichnen  ist.    Daher  wird 

die  allgemeine  Form  aller  Elementarfaktoren  jenes  Produkts  und 
dieses  selbst  also  durch 

UBam 

a 

bezeichnet  werden  können,  so  dass  man  also  erhSit: 

S^  =  lim .  nscm. 

Das  Zeichen  lim.  bezieht  sich  hierin  auf  die  unendliche  Annähe- 
rung des  Quotienten  S(S  an  die  1;  es  ist  also  diese  Grosse  im 
Monfent  der  Vollendung  des  Grenzenuberganges  das  Quotial  ^<t. 
Die  GrOsse  b:(On  geht  in  diesem  Momente  in  b  über.  Mit  Weg- 
lassung des  Zeichens  lim.  mOge  diese  Gleichung  in  der  folgenden 
Weise  geschrieben  werden: 

5g=:^a/«^).  (3) 

SO  dass   das  Symbol  P  die  Forderung   des    Grenzenüberganges 
ausdrückt. 

Der  durch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  bezeichnete  Grenz- 
werth  m5ge  nun  das  bestimmte  Instaural  der  Funktion 
f(x)  innerhalb  der  Grenzen  a:  =  a  und  a:=b  genannt  wer* 
den.    Diese  GrOsse  wird  also  definirt  durch  die  Gleichung 

p^iSfio)  =s  lim .  { ft),/(«) .  a)/(««») .  a)/(««t<»») ....  a),/(««.«t....  ü>^_i)  ) 
oder  auch  durch  die  folgende  speziellere: 
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oder  endlich,    wenn  F(x)  diejenige  Funktion  ist,   deren  Quotiai- 
deririrte  f(po)  ist,    durch 

Betrachtet  man  die  obere  Grenze  b  des  bestinunten  Instaurals 
als  Yariabel  und  bezeichnet  sie  mit  x^  so  wird  das  Instaural  selbst 
eine  Funktion  Fon  x]  nämlich 

Qnotiirt  man  nun  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  x^  so  wird 

x^.Paan<f)=]i^(x)f 

a 

oder,   weil  nach  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen  getroffenen 
Bestfaumung 

Pix)  =  f(x) 
ist. 

a 

Sucht  man  also  eine  Funktion  y  von  x,   welche  der  Gleichung 
genügt : 

so  kann  man  fSr  y  nehmen : 

iroHn  C  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  welche  zugeftigt  wer- 
den darf,  weil  sie  durch  Quotiation  wieder  wegfällt.     Die  untere 

Grfioze  a  des  Instaurals  ist  hierbei  gleichfalls  beliebig;  denn  wenn 
«  pfx) 

F(x)^/lx)  ist,^so  genügt  der  Gleichung  der  Ai^sdruck   C^pT^* 

was  auch  Immer  F(a)  fOr  einen  Werth   haben  mag.     Eine  Funk- 
tion, welche  Oberhaupt  der  obigen  Gleichung  genügt,  mOge  mit 

paxn») 
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bezeichnet  und    das   unbestimmte    Instaural    der  Fuuktion 
'    fX^)  genannt  werden.     Dasselbe  ist  also  mit  C.F{x)  gleichbedeu- 
tend,  wenn  F(x)=/{^)  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1): 

^(fl)  =  yo.    F{a{)=y^ ,   F(a<t)=y2 F(an-i)=yn-i; 

m 

SO  ist: 

lim.(ö,/(«^      =^/Vi)       =lim.^, 

lim.  «/(«•)     =^A«i)      =nm.^^, 
lim.(Ö3/(«^)     —^fXa^)      =lim.^. 


Um  a)„/(%-i)  =  ^/(r/„_i)=  ^—  ; 


mithin  unter  Rücksicht  auf  (1): 

^(o)         \yo  Vi  y2      yn^ij      ^*^   y^    ^f^       ^f     ' 

Diese    Gleichung    stellt    die    eigenthumliche    Bildungsweise    des 

Verhältnisses   jy—v  zweier  Spezialwerthe  der  Funktion  F(pc)  durch 

das  bestimmte  Instaural  dar,  nach  welcher  dasselbe  als  die  Grenze 
des  Produkts  der  continuirlich  auf  einander  folgenden,  zwischen- 
liegenden Verhältnisse  erscheint,  welche  sich  sämmtlich  der  Ein- 
heit nähern,  während  ihre  Anzahl  ohne  Ende  wächst. 


§.  13. 

Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  angewandten  Betrach- 
tungen kann  man  leicht  die  beiden  in  §.  10.  II.  und  III.  entwickelten 
Sätze  beweisen.^  Sind  nämlich  f{u)  und  /(^  iler  grusste  und  kleinste 
Werth,  den  f(pc)  innerhalb  des  Intervalls  von'orzra  bis  a:  =  6  er- 
reicht, so  erhält  man,  indem  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (2) 
des  vorigen  Paragraphen  an  die  Stelle  der  Funktionalwerthe  /(a), 
/(aw),  /(aco*),....  /l[a(io"-*)  einsetzt: 
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lim .  »»W  <  H^  <  lim . ««/(«) 


oder ,   weil 


lim .  CO*«  =  - 


ist, 


Va,/      ^  F(a)  "^  \a) 


Hieraus  echiiesst  man,    dass  es  eineu  Werth  |  zwischeo  a  und  6 
gibt,  fär  welchen 

F(b)  _  /byiO 
F(«)  -  \aj 

wird,   oder,    weil|=o.(  — 1    gesetzt  werden  kann ,  wo  i  zwischen 
0  Bod  I  liegt,   dass 

F(6)       /6  \J^<D*) 


«)  ~  \a/ 


Fi 

ist    Setzt  man  hierin  schliesslich  —  =:A,  also  b^ah»  und  multi- 

a 

pTictrt  beiderseits  mit  F(ä),    so  erhält  man,    weil  f(a;)  =  F(a)  ist, 

dasselbe  Resultat,    welches  iu  §.  ]0.  U.  gefunden   wurde,    wobei 
nur  a  an  der  Stelle  von  an  steht. 

Wendet  man  die  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  aur 
Entwickelung  von    . 

,  ^    „nd    ^-^^ 

ao  ood   hiMet  die  Grosse 

•0  erhält  man   (fir  sie  den  Ausdruck: 

C      *  *  *        B— 1  ^ 

lim.J  logarithm.cD'^«)+^«"')+^«^*)+-+A«"'"     )J 

oder  unter  Umwandlung  der  Basis  dieses  Logarithmus  den  folgenden : 
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,.      /(g)  -f  /(goi)  -f  /(ao)«)  +  ....  +  /(ao)«^*) 
lim.. _ — —  . 

q>{a)  +  q>{aai)  +  9(0»*)  +....  +  9(00»-*) 

Nach    einem   bekannten  Satze  über   die  MittelgrOssen  kann  man 
aber  bierfür 

9(a.g) 

schreiben^  wo  ^zwischen  a  und  b  liegt.  Setzt  man  |=a.f  O  =a. A^ 
und  links  (lir  6  das  gleichlautende  aky  so  erhält  man  schliesslich: 

wie  iir  §.  10. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  folgendermassen  ableiten: 

Aus  §.  12.  (2)  erhält  man  nilnlich ,  wenn  man  für  cd  seinen  Werth 

1 

/ftV      - 

f  -  1  =:A"  einftihrt    und    die   Bedeutung  des  Funktionszeicheos  f 

berücksichtigt: 

fS/  V  =  lim .  Ä"  > 

Nimmt  man  nun  von  beiden  Seiten  der  zweiten  Gleichung  Loga- 
rithmen zur  Basis  h,  so  erhält  man. weiter: 

*     (p((ih)      ,,     1    ♦  ♦  ♦  ^ 

log .  —^  =  •'"*  n '  ^^^^  +  ^^^^^  ■*■  •"•  +  9>(o«*~^ }» 

und  wenn   man   mit  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  beiden 
Seiten  der  ersten  von  den  beiden  vorstehenden  radicirt: 

j*    f(a*)  ^  ^ 

^W«,    -,  A«)4-ftg«>)-|-»»-|-Aa^''    ') 

Die  Grenze  rechter  Hand  Ist  aber  in  Folge  obiger  Betrachtong 

A^^^\     0<I<1, 


L     ^ 
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nttin  sehtiesslich: 


V 


*'(«*)  _  r-*r^* 


F(a) 
oder,   was  dasselbe  ist. 


=  *»(•*  )  , 


y(«)  fXoÄ)  _^  fXaA^) 
'«S  F(«)  -  ^(^A)  • 

wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  Logarithmen  zar  Basis  h  nimmt, 

diese  aber  nachher  in  solche  Dir  die  Basis  — 7-r  umsetzt. 

9(11) 


§.  14. 
Einige  Beispiele  zu  §,  12. 

I.  Sei  /][ar)=:fi,  so  wird 

*  b 

P^6f^^)  =  lim  .m^f,      w»  =  - ; 

mithin 

POö/*=^^Y,    POö/*=(|Y,    P^cf*  =  Cef*. 

II.  /i[x)  =  b:. 

P^al^'ss  Um. (dI<»+1' ««-1-1. •»'+•••• +!••«      =lim.a)lC«".«       ) 


III.     f{x)=:X. 


\V^ 


P^ifi  =  Um .  »«f  0«+«.»+....+««""*  f=  lim  w*^ = Um .  (^ 


=©•• 


f-=(f)'- 
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§.  15. 

Zusammenbaog    zwischen    der    Instauration    und   Inte- 
gration. 

Sei  F{:c)  das  unbestimmte  Instaural  von  fix),  also  f{x)  die 
Quotialderivirte  von  F{x),  so  dass  man  hat  x.  '  ^ —  =  f{x). 
Hieraus  erhält  man  durch  Integration 

wo  C  eine  willkOhrliche  Constante  bedeutet,  und  mithin 

F(b)    '  * 
Andererseits  ist   aber    -^rk  =  P&(f/(<') »   durch  Gleichsetzune  bei- 

^W         a 

der   Resultate    erhält    man    daher   die    Relation 

Paöm=e'' 

Nimmt  man  beiderseits  natürliche  Logarithmen  und  setzt 
f(0)=zo.fp(a),  so  kommt  noch: 


<p(a)dö = log.  nat  P'&a^  •  9^^). 


a 

So  ist  z.  B. 


r  '  g=r,(a:)-li(a)=I.POtfl''  =  K  lim .  «i** 


1  ^.^ .  ,^J^^-....+ 


lo+lo)    la+«lcü  |«44^j« 


_     X^''^  n  (  S+la+lo, "  la+«la)+"-+j,^.ij:ri  ^^  ) 


=  1. 

a 


="•  ©"""n  (ii  +  la+l«  +  la+2l(D+    +|a+lS:iTla>/ 


a 


la-fi 
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/X    ein  tf  •    S^  , 

-^rf<r  =zS\(x)  -  Si(«) = r.  P*<T*»><' , 

^  rfff  =  Ci(.rJ  -  Ci(fl)  =  I .  P^« '"' " . 

a 

U.   8.   f. 

Es  ist  leicht  zu  sebeo,  wie  man  die  Instaurale  zur  näherungs- 
weisen  Berechnung  bestimmter  Integrale  benutzen  kann;  zu  die- 
s«ni  Zwecice  dient  am  leichtesten  die  Gleichung 

I      <p{ö)da  =  \(  -J«--|g>(a)+a)<p(aa))+ta*<p(a(o^)+..+«)*~"*g>{aoo"-^)|, 
« 

n 

weoD  man  darin  für  n  eine  grosse  Zahl  und  o)=:V  —  setzt. 


§.  16. 

Ist  Ä  das  arithmetische  Mittel  aus  der  continuirltchen  Reihe 
TOD  Funktionalwerthen 


deren  Anzahl  n  so  wächst,    dass  9td  =  6  —  a  bleibt,    so  ^at  man 


(b'-a)A=r    f(a)d6. 


Bedeutet  in  Shnlieher  Weise  Cr  das  geometrische  Mittel  aus  den 
Werthen 

f(a),    /law),    /■(««>«),.... Aö€o«-») 
fiir  fracbsende  it,  aber  so,  dass  a)"  =  —  bleibt,   nämlich  ist 

n    

so  hat  man 
oder  wegen 
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§.  17. 
Reduktionssätze    für    Instauralien. 

I.  Es  ist 

Pd^a^  ./(tf )  =  lim .  a>4r(«)  +  4r(aa>)  +  J/iaa,^)  + ....  +  Af(mar    *) 

a 


=  (lini.  a>/(«) -•-/<«») +--+/(««*~*))^, 


mithin 


d.  fa.  der  constante  Factor  tritt  als  Exponent  über  das 
lostauralseichen. 

IL  P^tf9(<')+»^(<')==Iim.a>f»'(«)+^(<')]-H9'(«»)+^(««>))+."+[y(««*~^ 

=:lim(a)y(«)-l-f(««)+«"+^(«<»»"~'*) .  a)<l'(«)+<l'(«»H-...+v;(a«"~*) 


=rnn  wyta)+f(««)+".+f  («»»''■■*) .  lim  a)V'(«)+V'(«»>)+--H'f  («•""*), 


mithin 


a  a  a 

d.  h.  das  lustaural  von  der  Summe  zweier  Funktionen 
Ist  das  Produkt  der  Instauralien  von  den  einseinen 
Summanden. 

III.  Ebenso 

b 

P^afi9)-^io)z=i  ^ , 

•  P^a^«') 

d.  h.  das  Instaural  von  der  Differenz  zweier  Funktionen 
ifft  das  Instaural  des  Minuenden  dividirt  durch  das 
Instaural  des  Subtrahenden. 


ft 
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IT.    In  Folge  $.  4.  7)  ist,  wenn  v  und  w  Fanktionen  von  asind. 


mithin 


c»  =  P^a^.  P^0»»i». 


Setzt  man  hierin  v  an  die  Stelle  von  v,   also  auch  P^tf*  an  die 
Steile  von  v,   so  kommt: 

und  hieraus  folgt: 


p^(fwwl{P^a  ) 

In  den  Anwendungen  entspricht  diese  Formel  der  Formel  für  die 

partielle  Integration.     Weil  ^0*=^(d  ist»  kann  man  sie  auch  so 
•chreihen : 

(P^(r>f 


P&^'^=: 


p^i.d»^)* 


T.    Mit  Hülfe  der  Substitution  kann  ein  complicirtes  Instau- 
nl  vereinfacht  werden.     Es  sei  z.  B.  zu  bestimmen  das  Instaural 

so  setze  man  ip(6)  =  u,  und  kehre  diese  Funktion  um,  so  dass 
man  erhSit: 

Qnotiirt  man  nun  diese  Gleichung,   so  kommt 

ood  dadorcb  geht  das  gegebene  Instaural  in  folgendes  Aber: 

welches  in  vielen  Fällen  mit  HOlfe  von  IV.  leicht  gefunden  wird. 
Nach  Ausführung  der  Rechnung  hat  man  fär  u  seinen  Werth  fp(ö) 
n  restitniren. 

5.  18.     • 
Mit  Hülfe  der  in  $.  15.  und  $.  17.   entwickelten  Relationen, 
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tnm  Theil  ancli   durch  unmittelbare  Umkehrung  der   Formeln    in 
§.3.,  gelangt  man  zu  folgenden  unbestimmten  Instauralien: 

1)  P^x^  =  C.x'. 

2)  P^x^=  C.6". 

3)  P'&a.^'  =C.e"»     . 

Die  letztere  Formel  wird  für  m=0  unbrauchbar ,  indem  die  rechte 
Seite  die  unbestimmte  Form  C.e**       annimmt.-   Sondert  man  aber 

a 

von  der  Constanten  C  den  Faktor  e    "'ab,    ao- ergibt  sich: 

und  wenn  man  jetzt  den  wahren  Werth  des  Exponenten   * 

fSr  m  =  0  nach  §,  9.  bestimmt,  so  erhält  man  aus 

-.    nu:'"Ax 

«(^-'-Op„-ZT 

=aar^.la: 

in 

Rlr  m=0  den   Werth 

€ilar  =  l.a'«, 

mithin  schliesslich : 

wie  in   der  ersten  der  obigen  FornSeln. 

4)  P^ar«+*^+«*'-»-.  •+P'*=C.;r«.^«+4"  4  •   -l-^K 

5)  PO;x*l'  =  ^. 

1  X 

.    7)  Pda:l'=C.e"^^ 
8)  P*it»""=C.  «*"•*. 
0)  F»B:«»"=;,C.a^''". 


--.•« 
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12)  P^a:'^%'=i-^. 

'  C08X 

13)  P^a:*  «*>««*=  C.  sin :r. 

s  h    

14)  i^arH^*'=C.Va  +  6x. 

15)  P^ar'C+*')"=C.  «Ä<»+*^^",      w  ^  0. 

16)  P^ar«'+^*^=C.e^""^«'. 

1 

17)  /*^^-^.-=C.  (^f . 

u.  s.  w. 


§.  19. 
Einige    geometrische   Aufgaben. 

1.  F€r  welche  ebenen  Corven  ist  das  VethXltnlss 
der  Abscisse  zur  Subtangente  constant? 

Sei  m  der  constante  Werth  d^ses  Verhältnisses,  so  dass 
<n  setzen  ist.    Nach  §.  11.  ist  aber  dasselbe  ^=y,  mithia  ist 

woraus  dnrch  anbestimmtes  Instaurlren   folgt: 

Die  Famitie  der  Parabeln   genOgt  also  der   Aufgabe,    wenn  der 
Aofangspankt  der  Abscissen  auf  der  Curve  selbst  liegt. 

Man  sieht,  in  welcher  ^Veise  die  Instauration  den  Weg  der 
Rechiraiig  vermittelst  des  Integrirens  in  soweit  abkfirzt,  als  dieser 
<hirch  logaritbroiscbe  Funktionen  fiihrt. 
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Der  Sinn  der  Crleichung  yz=m  oder  der  daraus  abgeleiteten 
0yz=^x^  ist  der,  dass  die  auf  einander  folgenden  Ordinaten  einer 
Corve,  welche  der  Aufgabe  genfigt,  in  einem  zasamniengesetzten 
VerbSitnisse  za  ibren  Abscissen  stehen  mfissen,  dessen  Elxpo- 
nent  constant  und  ^m  ist. 

II.    Ffirwelche  Curve  ist  die  Subtangente  constant 


Man  bat  hier 


^      a 


also  sofort 

y=C.ei 

als  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

III.    Soll   die   Subtangente  eine  gegebene  Funktion 
f{x)  der  Abscisse  sein,    so  hat  man 

und  folglich 

« 

X 

z.  B.  filr  f(x)^aA{-j   wird 

X        1 


y—C.P^x»'x(fy 


X 

Setzt  man  — =x,  wodurch  ^x=i^  wird,   so  geht  das  Instaaral 
rechter  Hand  Ober  in 


P^^'=e"^»>,   mithin   wird  y=C.i?*'(|). 

rV.     Soll    die    Subtangente    eine    Funktion  f(y)    der 
Ordinate  sein,    so  hat  man  zu  setzen: 

y^j(y)  ®^®'  /Ty)-y=^» 

mithin,  wenn  man  ^x  mit  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  poteo« 
sirt  und  ^aif:=i^  setzt: 


L_ 
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ud  hieraos    folgt 

C.  P^iif)  =  €« 

lU  Gleichang  der  gesuchten  Curve. 

V.    Die   Curve   zu  finden,    fflf  welche  der  Bogen  t 
eine  gegeben^  Funktion  9>(t)  des  Tangentenwinkels  r  ist. 

Betrachtet  man  die  Coordinaten  x,  y  eines  Punktes  der  Curve 
aJs  Funktionen  von  t,  so  hat  man: 

dx      d$ 

^  =  ^.COST, 

dy      d»     .      ^ 
oder,  wenn  man  ^  T"»  ^>  j~  die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 


wtst 


T  T  T  T 


XX  =  M.  cosr  =  9(T)g)(T) .  cost, 


yy  =  <f  .sin  T  =  q>{x)  q>(t) .  sin  t  ; 
niid  hieraus  folgt  durch  Instauriren  nach  r : 

SOS  weichen  Gleichungen  man  noch  r  zu  eliminiren  hat»  wenn  man 
so'eioer  Gleichung  filr  die  gesuchte  Curve  zwischen  x  und  y  ge- 

hogco  will.    Z.  B.  för  #=0  T^  +tJ   wird  *=^-^  t  al«o  «fsot, 
nithin 

e!r=2C.«-«coif. 

Nimmt  man  Logarithmen  und  schreibt  weiter  c,  c'  statt  IC»  IC, 
M  kommt: 
Tlitll  XXV.  ♦ 
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y— c'  =  — acosr;  • 
und   H-enn   man  quadrirt  und  addirt: 

VI.     Den  Bogen  s  einer  ebenen  Curve  als  Punktion 
des    Tangenten  winkeis    r.  darzustellen. 

Seien 

ar  =  <p(T),    y  =  ip(x) 

die  Gleichungen  der  Curve,  so  das«  9  und  t^  zvrei  gegebene  Funk- 
tionen bedeuten,   so  ist  nach  dem  Vorigen 

cosT      smr 

mithin,    wenn  man  instaurirt: 

4-  4- 


CO8T  ^>yiA    MUT 


Wird   i  =  <o    ^^^  T  =  ro,    so   erhält  man    hieraus: 

4-  » 

'*  yy 

woraus  denn  weiter  s  gefunden  wird. 

VII.  Die  Curve  zu  finden,  für  welche  der  KrOm 
mungshalbmesser  q  eine  gegebene  Funktion  des  Tan 
gentenwinkels  t  ist. 

Man  hat  mit  RQcksicht  auf  die  £nt Wickelungen  in  VI.: 

*          *             * 
ds      S9        xot  yy y.x 

^  ~~dT~"  T      TcosT~tainT      jSr.r.sinr' 


mithin : 


*  4- 

a;;r  =  ^.rcosr,    yy  =  ^.rsinr. 


welches  die  Gleichungen  der  gesuchten  Curve  sind. 

Vni.    Nach  §.  11.  stellt  die  Qnotialderivirte  der  Fliob«  ^im 
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Carri»,  welche  zvrischen  awel  Ordinalen,  der  Abscissenaze  und 
dem  kraramen  Bogen  enthalten  ist,  das  Verhältnias  eines  Recht- 
ecks ans  der  Endabscisse  and  Endordinate  zur  FIfiche  selbst  dar, 
d.  b.  es  Ist 

/=  ^  oder  fPt=:  xy. 

Biemit  kann  die  Aufgabe  gelost  irerden: 

Die  Curve  zu  finden,  deren  Fläche  zum  Rechteck  xy 

ein  constaotes    Verhiltniss    hat.     Ist  nflmlioh    — —j   der 
Wertb  dieses  Verhältnisses,    so  hat  man: 


tit< 


mid  daher 


und  also   ist 


/=//!  + 1, 


f'=C.a^f» 


ary=:(m  +  l)C.Ä«+>, 


y=:C.x^ 
die  Gleicbang  der   gesuchten  Curve. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  Bezug  auf  ihre  Asymptoten  ist 

mithin  ist  Air  diese  Curve 

Fp=:ky 

^•ttaimtmao  beide  Seiten  dieser  Clekhung,  so  kommt 

Ml  die  Fläche  für  xz=zk  verschwinden,    so  erhält  man 

ttsd  folglich  durch  Division  def  vorigen  Gleichung  durch  diese: 

=(f)*" 

Nimmt  man  jetzt  natärliche  Logarithmen,  so  gelangt  man  zu  dem 
bekiDDten  Satze,  wonach  für  die  Hyperbel 

4* 


,F 
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■=*-'(f) 


ist. 

IX.  lo  Folge  der  BetrachtuDgeo  des  §.11.  erhfiU  man  Wr 
das  VolomeD  eines  Hotationskorpers  um  die  ar-Axe,  weno  y  die 
Ordinate  der  rotirenden  Corve  ist, 

so  dass  also  die  Quotialderivirte  des  Volumens  das  VerhSltniss 
des  amschriebenen  Cylinders  zuna  Volumen  des  Körpers  darstellt 

Soll  also  z.  B. 

sein,  wo  m  eine  Constante  bezeichnet,  so  wird 

und  folglich 

oder 

die  Gleichung  der  rotirenden  Curve. 

§.  20. 

Die  Fundamentalprobleme  der  Bewegung  eines  Punktes. 

Betrachtet  man  die  vier  Grossen :  die  Zeit  f,  den  Raum  i,  die 
Geschwindigkeit  v  und  die  beschleunigende  Kraft  9  sSmmtlich 
als  Funktionen  einer  fönfllen  Grösse  a  und  bezeichnet  die  Diffe- 
rentiationen  nach  a  durch  angefugte  Accente,  so  ist 

r  =  p,     9>  =  ir=        p       --7- 

Setzt  man  hierin  ^t  Ü ,  9\  v'  ihre  Werthe  durch  die  Quotialde- 
rivirlen  i,  $,  r  ausgedrückt,   nSmIich 

•  •  • 

.      «       ,      st       ,      w. 

<'t=-,     1'=-,     r'=r  — » 
a  a  a 

so  erhält  man: 
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^  t  ^  t       '  « 

Eis  *ei  nuD 

1)  is=/\|)  gegeben,  so  wird,  wenn  man  o  =  l  seilt,  wodurch 
1=1  wird: 


s*     F(t).F(() 

=i'= — i — ' 


^li:^m^,^P^,^+p,,,,. 


2)  v:^F(t),   so  wFrd  unter  derselben  Annahme  aszi: 

si—v.t-^t.Fif), 
ilso,    wenn  man  instanrirt: 

wobei  C  durch  den  anfänglichen  Ort  des  Punktes  bestimmt  wird. 
Die  beschleunigende  Kraft  ist 

'  F(t).F(t) 
9= i 

3)  ^szF(t).    Man  bat  dann,  t  als  Independeote  nehmend, 

mitbin 

wo  C  durch  die   Anfangsgeschwindigkeit  bestimmt  wird.    Welter 
Ut  dann 

folglkh 

wobei  die  neue  Constante  C  sich  durch  die  Anfangslage  des  be- 
wogten Punktes  bestimmen  lässt. 

•  » 

4)  o  =:  F(f).    Man  wähle  <  xur  Independenten ,  wodurch  i  k  1 

wird,   und  erhftit  dann 
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also 


die  Kraft  ist 


9 


also 


5)  (p=:F($).    FOr  «  =  1  hat  mao 

« 


und    weiter 

- 

• 

V 

6)^  = 

FXv). 

8eUe 

p^l,   80  wird 

also 

und   dann 

"  =  «' 
9 

also. 

9 

e^-CP^9. 

Fflr  die  gleichförmige  Bewegung  ist,  wenn  die  Zeit  vom 
Anfange  der  Bewegung  gerechnet  wird,  «=-»  daher  ist  der  Fak* 

tor   -^     die  Grösse,  welche  die  spezielle  ungleichförmige  Be- 

t 
wegung  charakterisirt    Für  die  gleichförmig  bescliltiinigt« 

Bewegung  bat  man,  wenn  ausserdem  nock  die  Anfangsgescbwin- 
digkeit  Null  ist,   9^=--:=: — ,    daher    unterscheidet   der   Fidctor 


L 


der  Mktrin  JInatpM.  06 


9  O 

;  od«r  2|   die  b«sofiderii  Arten    afigleiehförinlg   bdstbUtt- 

I  $ 


Digter    Bewegungen. 


Dae  Ziel  vorliegenden  Aufsätze»  war,  ein  Analogen  cur  Dif- 
fereotial-  und  Integralrechnung  aufzustellen  und  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  zu  entwickeln.  Es  wäre  leicht  gewesen,  die  hier 
g^ebene  Methode  von  jenen  Rechnungsarten  vollständig  nnab- 
liäogig  darzustellen,  allein  der  Zusammenhang  zwischen  der  Quo- 
tialderivirten  und  d^m  Differentialquotienten  einerseits  nod  dem 
Instaurale  und  dem  Integrale  andererseits  lag  so  nahe,  dass  6r 
Bomittelbar  zur  Entwickelung  des  neuen  Caiculs  dienen  konnte. 
Trotz  dieses  Zusammenhangs  wird  man  übrigens  den  Inhalt  vor- 
liegender Abband lun;;  nicht  für  ganz  OberflCissig  halten,  und,  wie 
nan  noch  Immer  darüber  denken  mag,  doch  das  wenigstens  zu* 
geben  müssen,  dass  die  eigenthGmIiche  Art  der  GrDssenbildung, 
zn  welcher  die  Begriffe  von  Quotial  und  Instaural  Veranlassung 
geben,  näher  untersucht  zu  werden  verdient.  Der  Mechanismus 
des  Quotiirens  und  lastaurirens  ist  allerdings  identisch  mit  einer 
gewissen  Art  des  logarith mischen  Differentiirens  und  Integrirens, 
allein  wenn,  wie  Jacobi  zu  sagen  pflegte,  die  Stärke  der 
Analysis  haaptsächllch  in  der  Symbolik  besteht,  näm- 
Heb  4erin,  dass  eine  Reihe  häuOg  wiederkehrender  Begriffe  durch 
ein  Zeichen  Bxirt  wird,  mit  Halle  dessen  sie  als  ein  neuer  zu« 
•ammengesetzter  Begriff  in  die  Untersuchungen  eingeführt  wird, 
•o  wird  auch  im  vorliegenden  Falle  di^  Entwickelung  der  Quo- 
tial- und  Instauralrecbnung  zu  rechtfertigen  sein. 

Aus  dem  hier  Mitgetheilten  wird  der'  Leser  erkennen,    was 
weitere  l3otersuchungen  Ober  diesen  Gegenstand  liefern   mflssen. 
Zunächst  mangeln  noch  die  beiden  Sätze,  welche  den  Theoremen 
von  t*aylor  und  Maclaurin  entsprechen,  und  welche  wahrschein- 
lich ein  Mittel  sein   würden,    die   Funktionen  in   unendliche  Pro- 
dukte zu  verwandeln.     Von   besonderer  Wichtigkeit  niogte  dann 
noch  sein  die  independente  Darstellung  der  höheren  Quotialderl- 
virten,    welche,   wie  man   auf  den  ersten  Blick  sieht,   mit  weit 
grosseren  Schwierigkeiten  verknüpft  ist,  wie  die  der  höheren  Dif- 
ferenttalquotienteo  und  auch  nicht  unmittelbar  auf  diese  reducirt 
werden  kann.    Endlich  .wäre  eine  weitere  Ausbildung  der  Quotial- 
gleicbungen,    die  Instauration   derselben  und   die  Integration  von 
Differentialgleichungen  durch  Instaurale  nicht  ohne  Interesse. 


56  Schell:  GrundMüffe  einer  neuen  Metkode  der  höheren  AnaiyUe. 

Was  die  Verwandtschaft  der  Funktionen  unter  einander  be- 
trifft, welche  durch  die  Quotiation  und  Instauration,  ebenso  wie 
durch  die  Differentiation  und  Integration,  begründet  wird,  so  mdgeo 
hierfiber  noch  folgende  geringe  Andeutungen  Platz  finden. 

Die  Funktion,  welche  mit  ihrem  Quotiallogarithmus  identisch 
ist,   also  der  Gleichung  genOgt: 

ist 

Sie-  entspricht  also  der  Funktion  e*  in  der  Differentialrechnung.  — 
In  der  Integralrechnung  wird  die  Gleichung 


/ 


x^dx  =  — ri  +  C 
wi+l  ' 


filr  m^— 1  illusorisch,   das   Integral  ist  in  diesem  Falle  Lr-fC; 
der  analoge  Fall   tritt  in  der  Instauralrechnuog  bei  der  <Sleichung 

flQr  mssO  ein,   das  Instaural  ist  in  diesem  Falle  C.x. 

Die  Funktion  i  deren  Quotialderivirte  dem  Differentialquolien- 
ten  derselben  Funktion  gleich  ist,  ist /(o:)  =  j? ;  diejenige,  deren 
Instaural  gleich  ihrem  Integrale,  ist  aber  /i[dr)  =  l,  wenn  vo^den 
Constanten  abgesehen  wird,  welche  durch  die  Operationen  des 
Instaurirens  und  Integrirens  eingeftihrt  werden. 
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Dar  Zufall  in  den  Naturwissenschaften.  Vortrag  ge- 
Jkahen  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Afai  1854 

▼bn 
Seiner  Excellens  dem  Herrn  Präsidenten  der  Al[adeniie, 

Dr.  Andreas  Ritter  v.  Baumgariner  *). 


Hochaosehnliche   VersaiDmlung! 

Gleichwie  der  Herbst  jedes  Jahr  wiederkehrt  und  von  der 
Prodnctimiskraft  des  Frühlings  aod  Sommers  Rechenschaft  gibt« 
ebenso  bat  auch  die  kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften  nach 
ihren  Statuten  alljährlich  den  Ausweis  zu  liefern,  was  sie  geleistet 
md  wie  sie  den  Schutz  und  die  Unterstützung  des  Staates  lu 
gesucht  habe. 

Den  Rechenschaftsbericht  werden  Sie,  bochansehnliche  Herren, 


*)  Die  folgende  Rede,  deren  Zweck  and  hochverehrter  Verfneter  aae 
Ifcrer  C/cbertchrift  ersichtlich  sind,  halte  ich  fär  in  allen  Beziehnoi^n 
b  eo  bobeoi  Grade  interessant  und  lehrreich  und  der  weitesten  Verbrei- 
toag  so  öberans  werth,  dass  ich  glaube,  einigen  Dank  aller  Leser 
des  Archivs  au  ferdienen,  wenn  ich  ihnen  dieselbe  im  Folgenden 
■Ittbeile.  Ich  entlehne  sie  ans  dem  Almanach  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  (zn  Wien).  Fünfter  Jahrgang. 
1865,  Wien,  8.  53  — S.  76.  Ihr  von  mir  and  allen  Mathematikern  and 
Fbjcikera  hochTerehrter  "Verfiisser,  Herr  Minister  t.  Banmgartner 
ticolicB«,  hat  sich  durch  dieselbe  jedenfalls  ein  sehr  grosses  Terdienst 
•owohl  io  allgemein  wiseenschaftlicher,  als  auch  namentlich  in  histo- 
risdier  Besiehnig  erworben.  Der  Heransgeber. 
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aus  dem  Munde  des  General -SecretSrs  ▼ernebroen,  mir  aber  trol- 
len Sie  eine  kurze  Aufmerksamkeit  schenken,  wenn  Ich  den  Stoff 
meiner  Rede  nicht  aus  der  jüngsten  Zelt»  sondern  zum  Theila 
aus  der  ferneren  Vorzelt  herhole. 

„Wem  die  heiligen  Todten  gleichgültig  sind " ,  sagt  J.  P.  Rich- 
ter, ,,dem  werden  es  auch  die  Lebendigen".  Von  dieser  Wahr- 
heit durchdrungen,  hat  es  mir  nie  gefallen  wollen,  dass  die  Ge- 
schichtschreiberi  der  Naturwissenschaften  dem  Lebenslaufe  der 
Münner,  welche  für  Erweiterung  der  Wissenschaften  mit  beson- 
derem Erfolge  gewirkt  haben,  so  wenig  Aufmerksamkeit  schen- 
ken, und  fast  immer  unterlassen,  zu  erwähnen,  welche  Umstünde 
denselben  die  segensreiche  Richtung  gegeben  und  sie  auf  die  Spuf 
ihrer  Entdeckungen  und  Erfindungen  geführt  haben«  Namentlleh 
bleibt  ein  Gehölfe  fast  immer  unerwähnt,  der  doch  nicht  Gelten 
einem  hervorragenden  Talente  den  Weg  gewiesen,  den  es  so  er- 
folgreich betreten  hat,   ich  meine  —  den  Zufall. 

Erlauben  Sie  daher,  hochansehnliche  Herren,  dass  ich  diese 
Unbilligkeit  in  Etwas  gut  mache  und  heraushebe,  wie  einige  der 
hervorragendsten  Männer  der^  Naturwissenschaften  diesem  treuen 
Alliirten  der  menschlichen  Bestrebungen  ihre  geistige  Richtung 
verdanken,  und  wie  durch  ihn  die  grüssten  Entdeckungen  ange- 
bahnt worden  sind. 

Das  erste  Zuföllige  im  Leben  eines  Menschen  Ist  die  Zeit 
seiner  Geburt.  Was  aus  einem  neugeborenen  Kinde  einst  werden 
wird,  hängt  nicht  allein  von  der  Beschaffenheit  seines  Orgamsrntl« 
«od  der  Sorgfalt  seiner  Erzieher,  sondern  vielmehr  von  den  lien> 
•ehenden  Zeitverhaltnissen  ab.  Die  Bestrebungen  des  Menschen 
tragen  in  der  Regel  das  Gepräge  der  Zeit  an  sich,  in  der  er  lebt 
und  wirkt;  nur  besonders  Aoserwählten  Ist  es  gegeben,  dieses 
Gepräge  zu  verwischen  und  der  Zeit  selbst  den  Stempel  ihres 
Geistes  aufzudrücken,  aber  auch  dieses  nur  dann,  wenn  die  Zeit 
dazn  gehörig  vorbereitet  oder  selbst  charakterlos  ist.  Gilt  dieses 
schon  im  Allgemeinen,  so  ist  es  noch  viel  mehr  bei  wissenscbafl- 
llcben  Bestrebungen  der  Fall.  Die  Stimme  eines  Gelehrten  muss 
immer  und  fiberall  durch  den  Wiederhall  der  Zeit  verstärkt  wer- 
den, und  wo  die  Verbältnisse  einem  solchen  geistigen  Echo  nicht 
günstig  sind,  bleibt  sie  eine  Stimme  in  der  Wüste.  Die  mysti- 
schen, unklaren  und  in  den  Fesseln  der  Vorzeit  liegenden  wissen- 
schaftlichen Bestrebungen  des  15.  Jahrhunderts  Hessen  das  Wort 
Leonardo's  da  Vinci,  der  schon  zu  seiner  Zeit  einen  bedach» 
tigen,  an  der  Hand  der  Erfahrung  fortschreitenden  Gang  bei  na» 
torwissenscbadUeheH  Forschungen  gef^redigt  hatte,  ungebürt  ver- 
hallen.   Vergebens  rief  dieser  gelehrte  Mann  scmee  Zeilgenoeeen 
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so:  da#  Experimeat  ist  der  Erklärer  der  Kunstgriffe  der  ffstnr; 
wir  mfissen,  am  die  PhäDomeee  der  Natur  lu  erklären»  vom  Ex- 
perimente anfaDgen,  durch  dassefbe  uns  i^estreben,  allgemeine 
Prurapien  zu  entdecken,  wenn  auch  die  Natur  selbst  den  entge» 
gengesetzten  Gang  nimmt,  mit  den  Schlössen  anfangt  und  mit  dem 
Experimente  endigt.  Als  aber  Baco  von  Verulam  ein  Jahr- 
hundert später  dasselbe  lehrte,  ward  es  begierig  aufgenommen 
und  zum  Leitstern  bei  allen  natarwissenschafUichen  Arbeiten  gewählt 

Die  menschlichen  Ideen  befruchten  sich  gegenseitig,  und  eine 
wird  auTcrsehens  Mutter  und  Tochter  einer  andern;  darum  ist  es 
keineswegs  gleithgültig,  ob  ein  mit  grossen  Geistesgaben  ansge* 
rfisteter  Mann  zu  einer  Zeit  lebt,  wo  er  meilenweit  keinen  Fach» 
genossen  antrifft  und  In  der  kleinsten  wissenschaftlichen  Angele- 
genheit dem  gesprochenen  Worte  das  geschriebene  substituiren 
rauss,  ob  zu  seiner  Zeit  Postverbindungeu  selten  waren,  oder  ob 
gute  Strassen  oder  gar  Eisenbahnen  die  Entfernungen  abkürzen 
nod  dem  geschriebenen  Worte  Flügel  verleihen. 

La  place  konnte  sich  mit  seinen  Collegen  in  derselben  Stadt 
besprechen,  Leibnitz  konnte  mit  Huyghens  nur  schriftlich  ver« 
kehren,  und  obgleich  die  Distanz  seines- W^ohnortes  Hannover,  von 
dem  Aufenthaltsorte  Huyghens,  Haag,  nicht  gross  genannt  wer- 
den kann,  durfte  er  doch  auf  eine  schriftliche  Antwort  erst  nach 
Monatsfrist  rechnen. 

Naturwissenschaftliche  Forschungen,  die  nicht  In  blossen  Spe- 
cnlationen  besteben,  bediTrfen  mehrfacher  materieller  Behelfe,  und 
wo  solche  noch  selten  und  theuer  sind,  muss  auf  deren  Mithilfe 
oft  Verzicht  geleistet  werden. 

Was  wurden  Kopernicus,  Tycho  de  ßrahe,  Regio- 
nen tan  us  und  Kepler  geleistet  haben,  wenn  ihnen,  wie  den 
Astronomen  unserer  Zeitperiode,  Uhren,  Fernrohre  und  genaue 
Mess-Instrumente  zu  Gebote  gestanden  wären.*  Es  ist  daher  kein 
Wunder,  dass  Kopernicus  30  Jahre  brauchte,  um  sein  Werk 
über  den  Umlauf  der  Planeten  zu  Stande  zu  bringen,  dass  Tycho 
de  Brahe  an  den  Rudolphischen  Tafeln  38  Jahre  arbeitete,  dass 
Kepler  in  einem  Briefe  an  die  Stände  Ober-Oesterreichs,  in 
welchem  er  sich  entschuldigte,  dass  er  mit  seiner  Karte  des  Lan* 
des  nicht  schneller  zu  Stande  gekommen,  sagte:  ^^!}i)  i)ah  m\ä^ 
§«imi§a4^  an  9r^eii  <btt^  ^a  es  elfte  Hird^,  meener  utfl  4f0ett  ^att, 
ciHor  Ca§  yx  fänmeit  ^e^AH^  i)i%  !>d}  bit%ird)  Nfe^^  tinen  erfa^u 
ntm  ünmot^ntr  Mommcn,  ^nn  ttmlft  Me  ^^en^aitf  ^er  umbiiicuhcn 
•frier  ftitj^fsmltd^  oü^^tftagt.  I^ßintt  ^ott  mir  ntd^  oer^efiiens 
fetl^aii^  fen^em  f?  Unj^  onta^crt  ^ebcn^  a(»  er  }tt  trimfi^efi  ge^sM^ 
sdff  fenflen  Hit  imoitti^  ehr  M^liiM  wov^tn  iit.  <* 
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Hieraus  wird  es  einleachtend,  dass  in  den  ^eitverbältnlsaen 
die  BediDguDgen  gelegen  sind,  unter  denen  die  Mftnner  der  Wis* 
senschaft  heranwachsen  und  sich  vermehren.    Im  ]1.,,12.  und  13. 
Jahrhundisrte  giftnzte  nur  hie  und  da  Einer  am  wissenschaftlichen 
Horizont;   im  14.   und  16.  Säculura  wurden  dann  schon  mehrere 
sichtbar;    im  16.  und  17.  Jahrhundert  erblickte  schon  wenigstens 
jedes  Jahrzehent  ein  wissenschaftliches  Genie  das  Licht  der  Welt, 
darunter  aber  wahre  Riesengestalten,   die  noch  jetzt  Gegenstand 
der  Bewunderung  der  Welt  sind,  wie:    Tycho  de  Brahe,  Baco 
von  Verulam,    Galilei,    Kepler,    Cartesius,    Huyghens, 
Leibnitz,    Newton.     Im  18.  Jahrhunderte  reieht   fOr   die  Ge* 
burt  eines  hervorragenden  Talentes  ein  weit  weniger  umfassender 
Massstab   nicht  mehr   aus,   ja  es  genügt  kaum   ein  solcher  von 
einem   Jahre:    Leonhard    Euler   und   Linnä,.    Pristley   und 
W.  Herschel,   Wat4  und  Lichtenberg,    Lagrange,   Gal- 
vani  und  Guyton  Morveau,  Klaproth  und  UaQy,  Laplace 
und  Deiambre,    Cuvier  und  Th.  Young,    Thenard,    Gay- 
Lussac  und  Gauss   kamen  in  demselben  Jahre  zur  Welt,   und 
die  In  diesem  Säculum  gleichzeitig  lebenden  MSnner,    welche  die 
Welt  mit  ihren  Lehren  erfüllen,  gleichen  der  Milchstrasse  am  Fir- 
mamente,   wo  manches  selbstleuchtende  Gestirn  nur  darum  zum 
matten  Schimmer  herabsinkt,   weil  es  von  noch  stärker  strahlen- 
den umgeben  ist. 

Diese  geistige  Entwickelung  des  Menschengeschlechtes  f%IU 
mit  anderen  merkwürdigen  Erscheinungen  zusammen.  So  lange 
nämlich  die  Bewegung  der  Erde  durch  die  aristotelische  Philoso* 
phie  und  durch  MissverstSndnisse  anderer  Art  gehindert  war,  und 
der  Himmel  in  seiner  Bewegung  Alles  mit  sich  fortriss,  stand  die 
Wissenschaft  überhaupt  still,  und  erst  als  Kopernicus  der  Erde 
Ihre  Bewegung  gab  und  dem  Himmel  Stillstand  gebot,  begann  die 
menschliche  Wissenschaft  fortzuschreiten.  Will  man  alles  Dieses 
auch  als  ein  zuftilliges  Zusammentreffen  ansehen,  so  ist  es  doch 
nicht  der  Zufall  allein,  der  hier  eine  Rolle  spielt,  es  hat  aher 
dieser  unheimliche  Gehölfe  in  vielen  linderen  Beziehungen  einen 
mächtigen  Antheil  am  Leben  überhaupt,  an  der  Richtung  und 
den  Leistungen  der  Männer  insbesondere,  die  hier  als  Werkzeuge 
der  Vorsehung  zu  wirken  bestimmt  waren. 

Nur  In  flritenen  Fällen  kamen  diese  Männer  unter  Umständen 
Bur  Welt,  die  Ihrer  Entwickelung  günstig  waren.  Der  grosse 
Newton  war  eine  frühzeitige  Geburt  und  so  klein,  dass  man 
ihn,  wie  seine  Mutter  sagte,  in  einem  Viertelskrug  hätte  verber- 
gen können;  der  Mathematiker  d*Alembert  ward  nach  seiner 
Geburt  ausgesetzt  und  es  musste  sich  seiner  eine  arme  Glasers« 
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frao  aonehiDen,  damit  er  nicht  Hongers  stflrbe;  Watt,  der  Er- 
finder der  Dampfmaschine  >  war  in  seiner  Jagend  von  so  schwäch- 
ficher  Constitution»  dass  er  oft  lange  Zeit  das  Zimmer  hüten  musste 
ond  nicht  einmal  eine  Schule  besuchen  konnte;  Fresn^l  konnte 
m  seinem  achten  Jahre  noch  kaum  lesen;  Wilhelm  Herschel 
erlernte  in  seiner  Jugend  blos  Musik,  und  nur  die  Begierde,  die 
mathematische  Begründung  dieser  Kunst  kennen  zu  lernen,  führte 
ihn  zum  Studium  der  Mathematik  und  dadurch  zu  jenem  der 
Astronomie.  Galilei  sollte  Wollhändler  werden;  Lambert  war 
zum  Schneider  bestimmt,  Humphry  Davy  zum  Apotheker,  Fa- 
rad ay  zum  Buchbinder,  dann  zum  Buchhändler;  Kepler,  Boyle, 
Bergmann,  Pristley  sollten  Geistliche  werden,  Cartesius, 
Arago,  Biot,  Fourier  Soldaten.  Der  Genosse  unserer  Zeit, 
Jos.  Fraunhofer,  ward  Glasschleiferlehrling;  nur  der  Umstand, 
dass  das  Haus,  In  welchem  er  lebte,  zusammenstörzte,  den  Kna- 
ben mit  seinem  Schutt  bedeckte,  und  dass  er  in  Gegenwart  des 
K5oigs  Max  I.  lebend  daraus  hervorgezogen  und  beschenkt  wurde, 
gab  Veranlassung  zu  der  Wendung  seines  Schicksals,  das  ihn  zum 
weltberühmten  Manne  und  zur  grossen  Stdtze  der  Wissenschaft 
machte. 

Auf  ähnliche  zufällige  Ereignisse  deutet  die  Lebensgeschichte 
vieler  anderer  Männer  bin.  Erlauben  Sie,  dass  ich  aus  den  histo- 
rischen Schätzen  der  im  Reiche  der  exacten  Wissenschaften  be- 
sonders ausgezeichneten  Namen,  welche  den  Franzosen,  Italie- 
nern, Deutschen.  Engländ^n  und  Nordamerikanern  angehuren, 
wenigstens  je  einen  Mann   heraushebe. 

Cartesius  verdankte  seine  frühe  Berfihmtheit,  die  auf  sein 
weiteres  Leben  von  grossem  Einflüsse  war,  einem  sonderbaren 
Umstände.  Er  sah,  als- er  Soldat  und  20  Jahre  alt  war,  an  einer 
Mauer  einen  in  flamändischer  Sprache  geschriebenen  Anschlag- 
zettel, dessen  Inhalt  er  zu  erfahren  wünschte;  da  er  aber  dieser 
Sprache  nicht  kundig  war,  so  ersuchte  er  einen  der  Vorbeige- 
henden, ihm  den  Inhalt  des  Zettels  zu  erklären.  Derselbe  enthielt 
ein  mathematisches  Problem  und  die  Aulforderung  an  die  ganze 
Welt,  es  zu  I5sen.  Der  um  die  Uebersetzuug  gebotene  Vorüber- 
gehende war  aber  Professor  ^ckmann,  und  dieser  forderte, 
nachdem  er  dem  jungen  Krieger  den  Sinn  der  Ankündigung  erklärt 
hatte,  denselben  scherzhaft  auf,  das  Problem  zu  iCsen.  Der  junge 
Mann  Yicbb  sich  dieses  nicht  umsonst  gesagt  sein  und  fiberbrachte 
dem  Professor  in  kurzer  Zeit  die  Lüsung  des  Problems.  Dadurch 
ward  Cartesius  Beckmann*s  Freund  und  trat  mit  demselben 
lo  einen  lebhaften  wissenschaftlichen  Briefwechsel,  aus  dem  nach- 
her wichtige  Fortschritte  der  Wissenschaft  hervorgingen. 
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Galllei»  der  Sohn  eines  TermfigensloseD  italieniechen  Adeti^ 
gen  und  an  dem  Tage  geboren »  an  f^elcbeni  Michael  Angelo 
Baonarotti  starb,  wurde  dnrch  einen  besonderen  Zufall  zum 
Stadimp  der  Matbenatik  bingeföhrt.  Er  wollte  nimlicb  erst  den 
Abt  Ostilio  Ricci  gerade  zur  Zeit,  als  er  den  Pagen  des  Her* 
sogs  Ton  Florenz  in  Pisa  Unterricht  gab,  besachen.  Kein  Frem« 
der  durfte  in  den  Saal  während  der  Daner  des  Unterrichtes  ein«* 
treten.  Der  Knabe  Galilei  wollte  aber  erfahren,  was  daselbst 
geschehe  ond  horchte  darum  an  der  ThOr.  Das,  was  er  Ternahm, 
gefiel  ihm  so  gut,  dass  er  oft  dahin  wiederkehrte  und  diese  eigen« 
thfimliche  Art  des  Zuhurens  zwei  Monate  lang  fortsetzte.  Er 
wollte  sich  aber  auch  ausser  den  Lehrstunden  mit  der  Mathema- 
tik beschäftigen .  und  kaufte  sich  zu  diesem  Behufe  einen  EucUd* 
Unter  dem  Verwände,  sich  von  Ricci  die  Lösung  einer  schwie* 
rigen  Stelle  zu  erbitten,  begab  er  sich  zn  ihm  und  erzählte,  aaf 
welche  Weise  er  den  ersten  Unterricht  genossen  habe.  Dieser 
Eifer  gefiel  Ricci  und  vermochte  ihn,  Galilei  einzuladen,  sein 
offener  Schiller  zu  werden,  und  ihm  einen  Archimedes  zu  schen- 
ken. Dieser  Mathematiker  gefiel  dem  jungen  SchGler  so  gut, 
dass  er  ihn  zum  Führer  seines  Lebens  erkor,  und  später  öfters 
zu  sagen  pflegte:  „Wer  diesem  folgt,  kann  kubniich  auf  der 
Erde  und  im  Himmel  dahin  schreiten.'^ 

Galilei  hat  seine  schönsten  Tage  als  Lehrer  der  Mathema- 
tik in  Padua  verlebt.  Da  war  es,  wo  er  mehrere  seiner  berühm- 
testen Schriften  verfasste,  wo  er  den  Proportionalzirkel,  das  Ther- 
mometer, das  seinen  Namen  führende  Fernrohr  erfand,  wo  er 
seine  Entdeckungen  am  Monde  machte,  die  Satelliten  des  Jupi- 
ters, die  wechselnden  Lichtgestalten  der  Venus  entdeckte  und  die 
Milchstrasse  als  ein  Aggregat  kleiner  Sterne  erkannte;  hier  drSng- 
ten  sich  Prinzen  und  Grosse  der  Erde,-  um  seine  Vorträge  in 
hören  y  hier  lerlangte  er  auch  zuerst  ein  zur  selbsständigen  Existens 
hinreichendes  Einkommen.  Es  war  aber  nur  ein  Zufall,  der  ihn 
nach  Padua  brachte.  Galilei  war  nämlich  zwar  schon  in  einem 
Alter  von  25  Jahren  Professor  der  Mathematik  za  Pisa,  genoss 
aber  nur  einen  Gehalt  von  00  Tbalern.  Da  ward  ihm  die  Aufgabe, 
eise  Maschine  zu  beurtheilen,  die  Johann  von  Medicis,  ein 
naturliolier  Sohn  Cosmiis*  I.,  zufta  Reinigen  des  Hafens  von  LI- 
vorno  erfunden  hatte.  Galilei  fand  an  diesem  Apparate  mehrere 
Mängel  und  scheute  sich  nichts  dieselben  offen  darzulegen.  Die- 
ses verdross  aber  den  Erfinder,  der  sich  ffir  einen  grossen  Archi* 
tekten  und  Mathematiker  hielt,  er  beklagte  sich  darüber  beim 
Grosshersoge,  und  da  überdies  auch  alle  Peripatetiker  Galiler« 
Feiode  waren,  so  stand  er  auf  dem  Punkte,  fortgeschickt  va  wer* 
den.    Um  diesem  zu  entgehen,   b^ab  er  sich  naob  Floren*  ond 
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mcbto  ein  anderes  UnterkemmeR,  welches  er  nun  mit  Untersifitsang 
des  Marquis  del  Monte  als  Professor  in  Padua  erhielt  Er  be^ 
gab  sich  im  Sommer  1593  nach  Venedig,  um  die  nene  Lehrkan- 
sei  anzutreten.  Alle  seine  Habseligkeiteo  fasste  ein  kaum  100  Pfund 
schwerer  KoflTer.  Sein  Gehalt  ward  mit  300  fl.  festgesetst,  absr 
aeioe  Anstelluog  war  eine  hios  seitweillge.  Als  er  aber  sein  Fem- 
ffohr  ctfunden  und  dem  erstaunten  Senate  Tom  Markusthurme  in 
Vanedig  aus  die  Wirkungen  desselben  geseigt  hatte»  ward  seine 
Anstellung  zur  permanenten  erklärt  und  sein  Gehalt  auf  lUOO  fl. 
C.«M.  erhobt 

Eine  nicht  minder  einflussreiche,  wenn  auch  ganz  verschiedene 
Rolle  spielte  der  Zufall  im  Leben  eines  Zeitgenossen  Galilei^s, 
der  nicht  aufboren  wird,  Gegenstand  der  Bewunderung  zu  sein, 
nimlich  unseres  Landsmannes  Kepler.  Dieser  war  der  Sohn 
eines  Gastwirtbes  in  einem  wfirtembergischen  Dorfe  und  in  seiner 
ersten  Erziehung  sehr  vernachlässigt.  Nach  seines  Vaters  Tode 
schickte  man  Ihn  in  die  Klosterschule  zu  Maulbrann,  wo  er  einen 
Lehrer  Namens  MCstlin  hatte,  der  dem  Kopernlcaniscben  System 
anhing.  Dieser  machte  in  dem  Jünglinge  die  Begierde  rege,  jenes 
System  kennen  zu  lernen,  und  zu  diesem  Ende  Mathematik  zu 
Studiren.  Der  sorglose  Jüngling  ahnte  damals  nicht,  dass  er  einst 
von  dieser  Wissensehall  seinen  Lebensunterhalt  werde  ziehen  mOs» 
sen.  Aus  der  Klosterschule  wurde  er  nach  Tübingen  gesendet, 
um  dort  Theologie  zu  studiren.  Allein  aus  einer  etwas  freisinni- 
gen Arbeit  wollte  man  erkennen,  dass  er  zum  geistlichen  Stande 
nicht  tauge,  und  sprach  in  einem  Zeugnisse,  das  er  bei  seinem 
Abgange  von  Tübingen  erhielt,  diese  Untauglichkeit  förmlich  aus. 
Da  man  aber  seinem  rednerischen  Talente  die  Anerkennung  nicht 
versagte,  so  wurde  er  den  steiermärkischen  Ständen  als  Lehrer 
der  Mathematik  und  Moral  empfohlen,  und  so  kam  dieser  Mann, 
der  einst  so  berühmt  werden  sollte,  in  die  5sterreichischen  Staa* 
ten.  Von  Steiermark  vertrieben,  ward  er  vom  Kaiser  Rudolf  II. 
zum  Hülfsarbeiter,  Behufs  der  Verbesserung  der  Rudolpbiscben 
Ta/eln,  berufen,  und  endlich  nach  Tycho  de  Brahe's  Tode 
zum  kaiserlichen  Mathematiker  ernannt,  wo  sein  Hauptgeschäft 
in  der  Verbesserung  der  astronomischen  Tafeln  bestand.  Hier 
entdeckte  er  die  seinen  unsterblichen  Namen  führenden  Gesetae 
der  Planeteubewegungen,  jedoch  auf  einem  ganz  eigeathümlichena 
vom  Zufalle  wesentlich  unterstützten  Wege.  Kepler  litt  an  der 
Krankheit  seiner  Zeit,  die  mehr  das  Mystische  und  Blendende,  als 
das  Einlache  mid  Klare,  mehr  das  Wunderbare  als  das  Wahre 
— ch^e,  einer  Zeit,  wo  man  Poesie  der  Wissenschaften  f&r  Philo* 

ie  hielt  Er  beschäftigte  sich  demnach  viel  mit  der  Gehetm- 
der  Zahlen  und  In  diesem  Bestreben  weIHe  er  auch  einen 
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Zasamnienbang  zwischen  den  regulären  Körpern  der  Geometrie  und 
den  Planetenbahnen  nachweisen.  Der  Zufall  unterstützte  ihn  hierin ; 
denn  es  waren  damals  gerade  so  viel  Planeten  bekannt,  als  es 
regelmSssige  geometrische  Körper  gibt,  und  es  galt  nun,  eine 
Relation  zwischen  den  Halbmessern  der  Planetenbahnen  und  jenen 
der  um  die  regelmässigen  Körper  beschriebenen  Kugelflächen  nach« 
zuweisen.  Der  mystische  Geist  Kepler 's  fand  Mittel,  dieses  za 
leisten:  Beschreibt  man,  sagt  er,  in  die  Erdkugel  ein  Ikosaeder 
and  in  dieses  eine  zweite  Kugel,  dann  in  diese  ein  Octaeder  und 
darein  wieder  eine  Kugel,  so  stellen  die  Halbmesser  der  beiden 
eingeschriebenen  Kugeln  zugleich  die  Radien  der  Bahnen  der  un- 
tern Planeten,  nämlich  der  Venus  und  des  Merkur  vor.  Wird  um 
die  Erdkugel  ein  Dodekaeder  beschrieben,  um  dieses  eine  zweite 
Kugel,  so  hat  diese  denselben  Durchmesser  wie  die  Bahn  des 
Mars.  Beschreibt  man  um  diese  Kugel  ein  Tetraeder,  um  das 
Tetraeder  eine  andere  Kugel,  so  stellt  diese  die  Bahn  des  Jupi- 
ter vor.  Wird  endlich  um  die  letztgenannte  Kugel  ein  Würfel 
beschrieben  und  um  diesen  abermals  eine  Kugel,  so  hat  man  an 
dieser  das  Bild  der  Saturnbahn.  Die  Planetenbahnen,  wie  selbe 
nach  den  damaU  möglrthen  ungenauen  Beobachtungen  bekannt 
waren,  entsprachen  der  besagten  Regel  so  ziemlich,  die  Abwei- 
chungen sollten  sich  eben,  da  Kepler  die  harmonische  Zusam- 
menstimmung aller  Gestalten  ffir  eine  ausgemachte  Sache  hielt, 
dadurch  erklären  lassen,  dass  die  Planetenbahnen^  nicht  gans 
kreisförmig  seien.  Es  musste  daher  Kepler  diese  Abweichung 
von  der  Kreisform  bestimmen,  und  dieses  (uhrte  ihn  zunächst  zur 
Entdeckung  seines  ersten  Gesetzes,  und  im  weiteren  Verlaufe  zu 
den  zwei  anderen.  Wir  verdanken  daher  dem  Zufalle,  dass  zu 
Kepler's  Zeiten  nur  fünf  Planeten  bekannt  und  dass  ihre  Bah- 
nen nicht  scharf  beobachtet  waren,  den  grössten  Fortschritt,  wel- 
chen unsere  Kenntniss  vom  Planetensysteme  je  gemacht  hat 

Kepler  starb  10  Jahre  vor  Galilei.  Dieser  war  dämm  in 
seinem  letzten  Lebensjahre  sehr  besorgt,  dass  nach  seinem  Hin- 
tritte das~  geliebte  Kind  seines  Geistes  verwaiset  sein  werde.  Allein 
die  Vorsehung  sorgt  f&r  die  Wissenschaft  nicht  minder,  als  für 
den  Menschen  selbst f  denn  nicht  ein  volles  Jahr  vor  Galllei*s 
Hintritt  erblickte  der  Mann  das  Licht  der  Welt,  der  die  neuge- 
schaffene Wissenschaft  in  seine  Pflege  nahm  und  sie  zur  Voll- 
jährigkeit heranzog. 

Dieser  Mann  war  Newton,  der  grosse  Sterbliche,  an  dessen 
Grabstätte  man  heute  noch  lesen  kann:  Gratulentur  sibi  mortale«, 
tale  tantumque  exstitisse  generis  humani  decus.  Er  war  in  sei- 
nem Knabenalter  nicht  sonderlich  thätig  und  gab  wenig  Hoffnung, 
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d«88  er  es  ZU  etvrae  Rechtem  briogen  werde«  In  der  Schule  o^hm 
er  eur  eineo  der  uotersten  Plätze  ein.  Aber  eben  dieser  Umstand 
führte  es  herbei,  dass  er  zur  grosseren  Thätigbeit  angespornt 
wurde.  Ein  Schulgenosse«  der  ihm  im  Range  vorging  und  daher 
hinter  ihm  sass,  war  auch  körperlich  sehr  rOhrig  und  stiess  den 
jungen  Newton  oft  mit  den  FOssen.  Einst  versetzte  er  ihm  aber 
einen  Stoss,  der  ihm  grosse  Schmerzen  verursachte.  Da  erwachte 
in  Newton  der  Vor/satz,  durch  Fleiss  und  Anstrengung  seinem 
unruhigen  Nachbar  vorzugeben,  und  dieser  Vorsatz  ward  in  kurzem 
so  sehr  zur  That,  dass  Newton  bald  der  Erste  in  der  Schule 
und  endlich  die  Zierde  des  Menschengeschlechtes  —  decus  generis 
bumani  —  wurde. 

Kepler,  Galilei'und  Newton  haben  die  mechanische  Na- 
turwissenschaft geschaffen«  gleichsam  den  Himmel  erobert:  ein 
anderer  grosser  Mann  hat  aber  dem  Himmel  das  Feuer  entrissen 
—  coelo  eripuit  fulmen  —  dieser  war  Benjamin  Frankliu. 
Aach  auf  das  Leben  dieses  Mannes  hatte  der  Zufall  grossen  Einfluss. 

Franklin  war  das  fünfte  Kind  eines  mit  17  Sprosslingen 
gesegneten  Seidenförbers  und  spSter  Kerzeuziehers  in  Boston. 
Sein  Vater  konnte  ihn  der  Kosten  wegen  nicht  ein  volles  Jahr  in 
die  Schule  schicken.  Ein  Ereigniss,  das  sich  in  seinem  zehnten 
Jahre  zutrug,  hatte,  wie  er  selbst  erzählt,  aufsein  ganzes  Leben 
den  grössten  Einfluss.  Er  besass  nfimlich  einmal  an  einem  Fest- 
tage einiges  Geld  und  wollte  dafür  Spielzeug  kaufen.  Auf  dem 
Wege  traf  er  einen  Knaben,  der  eine  Pfeife  hatte,  deren  Ton  dem 
jungen  Franken  sehr  gefiel.  Er  bot  dafür  alles  Geld,  das  er 
besass.  Das  Anbot  ward  angenommen.  Ejanklin  ward  Eigen- 
thSmer  der  Pfeife,  brachte  dieselbe  nach  Hause  und  in  der  Freude 
seines  Herzens  belästigte  er  mit  ihrem  schrillen  Tone  Alles  um 
sich  her.  Man  fragte,  was  er  fOr  dieses  lästige  Instrument  gege- 
ben habe,  und  als  er  erzählt  hatte,  um  welchen  Preis  er  dazu 
gekommen,  machte  man  ihm  begreitlicb,  dass  er  zehnmal  mehr 
dafflr  gegeben  habe,  als  es  werth  sei>  und  zählte  ihm  auf,  was 
er  alles  ftir  das  ausgegebene  Geld  hätte  erhalten  kOnnen.  Dadurch 
ward  der  Knabe  nachdenkend,  er  fassteden  Vorsatz,  wenn  in  der 
Folge  wieder  der  Wunsch  nach  irgend  einem  Besitze  in  ihm  er- 
wadien  sollte,  sich  fleissig  an  die  Pfeife  erinnern  zu  wollen.  In 
der  That  pflegte  Franklin;  als  er  zum  Manne  herangereift  war 
mid  als  Gelehrter  und  Staatsmann  zu  wirken  hatte,  bei  jeder  Un- 
ternehmung sich  zu  sagen :  „  Kauf  die  Pfeife  nicht  zu  theuer.  *' 
Die  Nähe  des  Meeres  machte  in  dem  jungen  Franklin  den  Wunsch 
rege»  Harinär  zu  werden;  aber  sein  Vater  war  demselben  entgegen 
und  (hhrte  das  SOhnchen»  um  es  von  seinem  Vorhaben  absubrin- 
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g»q»  iD  die  Werkstitte  Ton  Tiecklem»  Giasem,  Drechslerti  elr. 
in  der  Hoffnang,  der  Knabe  werde  f)lr  einen  der  Erwerb8zweige 
Vorliebe  gewinnen.  Dieser  war  aber  überall  aufmerksamer  Reob* 
achter »  und  am  ja  nickt  wieder  fiilr  eine  Pfeife  zu  viel  bu  geben, 
lernte  er  die  Werkzeoge  aller  dieser  Professionen  kennen  rnid 
handhaben.  $o  kam  es»  dass  er  in  den  Stand  gesetzt  wurde» 
sich  später  als  Physiker  seine  Apparate  selbst  za  machen »  and 
dass  er  oft  za  ^agen  pflegte:  „Ein  rechter  Physiker  müsse  mit 
der  Sige  bohren»  and  mit  dem  Bohrer  sSgen  können. '< 

Der  Zufall  hat  aber  nicht  allein  manchen  berühmten  Männern 
der  Wissenschaft  die  Richtung  gegeben«  sondern  nicht  selten  auch 
den  Forschern  ungesuchte  Schätze  in  4ie  Hand  gespielt.  Die 
Geschichte  der  ezacten  Wissenschaften  ist  überreich  an  Belegen 
Ate*  diese  Behauptung,  ich  will  ihre  Geduld»  hochansebniiehe  Her- 
ren, nicht  mit  der  Aufzählung  unznsaromenhängender  zufülliger 
Entdeckungen  und  Erfindungen  ermüden ,  kann  mir  aber  nicht  ver- 
sagen, mir  noch  auf  wenige  Augenblicke  Ihre  Aufmerksamkeit 
zum  Begleiter  zu  erbitten,  um  ein  zusammenhängendes  Gebiet  der 
Wissenschaft  zu  durchwandern,  das  der  Zufall  recht  eigentlich  zu 
seinem  Reiche  auserkoren  zu  haben  scheint.  Es  ist  dieses  das 
(jlebiet  der  Elektricität. 

Ohne  Zweifel  war  es  der  Zntkll,  der  die  Eigenschaft  de« 
Bernsteins,  von  dem  diese  Lehre  den  Namen  führt,  im  geriebe- 
nen Zustande  leichte  Korper  anzuziehen,  kennen  gelehrt  and  da- 
durch den  Grundstein  xa  einem  der  interessantesten  Zweige  des 
menschlicheB  Wissens  gelegt  hatte.  Beim  weiteren  Fortbaue  anf 
diesem  Grande  hat  wohl  die  Macht  des  Zufalls  nicht  weniger  ge- 
waltet» und  es  ist  das  elektrische  Licht,  das  Knistern  beim  Ueber- 
gange  desselben  von  einem  Korper  zum  andern,  das  Dasein  von 
guten  und  schlechten  Leitern,  von  zwei  verschiedenen  elektrischen 
Zuständen  etc.  auf  diesem  Wege  zu  unserer  Kenntnis«  gekommen, 
^üier  die  erste,  besonders  wichtige,  durch  Zufall  gemachte  Erflo- 
dung  war  jene  der  Leidnerflasche  im  Jahre  1747.  Man  hatte  nSn- 
fidi  die  Erfahrung  gemacht,  dass  ein  elektrischer  KOrper  in  der 
Luft  seine  Elektricität  bald  verliere,  weil  die  Loft  gute  LeÜer 
enthalte,  und  glaubte  daher,  dass  ein  Körper,  wenn  er  von  scUeeii- 
ten  Leitern  umgeben  wird,  mehr  Elektricität  anfnehme  and  «Me- 
selbe  länger  behalte.  Dieses  müsse  daher  bd  Wasser  der  FaN 
sein,  das  eich  In  einem  gläsernen  Geßtose  iMfindet  Man  leiM« 
demnach  solchem  Wasser  mittelst  eines  Metalldratbes  Tom  Oon* 
doctor  einer  Elebtrisirmaschine  Elektrieitit  ku  und  untersuchte  die 
von  erslerem  aafgenonunene  Menge  derselben.  AHein  man  konnte 
niebts  Auffallendes  bemerken,   nnd  war  nahe  daran,   die  Sa«h« 
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JMS  an&iigebeii,  als  lafXllig  einer  der  beim  Versache  Gegen wfir- 
iigen  die  Flasche  in  die  Hand  nahm  nnd  mit  der  anderen  die  Ver* 
hindong  swisoben  dem  Wasser  und  der  Elektrisirmaschine  anfhe- 
ken  trolke,  and  einen  tfichflgen  Stoss  bekam.  Das  machte  nan 
Aufsehen  nnd  man  war  von  allen  Seiten  begierig,  den  Ver- 
selbst  anzustellen«  um  dann  su  berichten,  was  man  a.nsge-^ 
Standes  habe.  KOnnte  man  diesen  Versuch  nicht  jeden  Augen- 
blick von  Neuem  anstellen ,  so  mfisste  man  in  der  That  nach  den 
Beschreibungen  nnd  Nachrichten  der  damaligen  Zeit  glauben »  eine 
Letdoerflasche  sei  eine  wahre  Höllenmaschine  uod  Jeder,  der 
eine  solche  entlade,  ein  Wagehals. 

MiischenbrOck  erzählt,  er  habe  einen  so  heftigen  Stoss  er- 
halten, dass  er  den  Athem  verlor  und  zwei  Tage  gebraucht  habe, 
im  sicli  Tom  Schrecken  zu  erholen ,  er  wolle  nicht  um  ganz  Frank- 
reich diesen  Versuch  zum  zweiten  Male  an  sich  machen.  Der 
gleicbzeitig  lebende  Physiker  Wlukler  will  aus  derselben  Ursache 
starke  Convulsionen  am  ganzen  Kßrper  empfunden  haben,  sein 
Hat  sei  in  Wallung  gekommen,  bo  dass  er  ein  hitziges  Fieber 
beftirchtete  und  kühlende  Arzenei  nehmen  musste;  sein  Kopf  sei 
ihm  schwer  geworden,  als  hätte  er  einen  Stein  darin,  und  er  habe 
NasewMuten  bekommen,  woran  er  sonst  nie  gelitten.  Ungeachtet 
seleber  SehiMerung  konnte  doch  die  Frau  dieses  Physikers  ihre 
Nesgierde  nicht  bezähmen,  machte  den  Versuch  an  sich  und  fand 
^ch  Meranf  so  schwach,  dass  sie  kaum  gehen  konnte;  aber  nach 
adit  Tagen  wiederholte  sie  das  Experiment  doch  wieder,  zog  sich 
dadnreli  aber  nur  Nasenbluten  zu.  Hieraus  m&gen  Historiker  ler- 
nen, wie  Schilderungen  ungewöhnlicher  Erscheinungen  aufzuneh- 

flow     ^^BvW>* 

Man  hatte  zwar  schon  im  Jahre  1733  das  Gesetz  zweier  £lek- 

triciiäten  entdeckt  und  dieselben  Glas-  und  Harz -Elektricität»  epS- 

ter  aber  positive  und  unpositive  Elektricitäteo  genannt;   man  er- 

U&ite  sie  jedoch   blos  aus  einem   verschiedenen  Verbalten  der 

dektnschen  Korper  in  Bezug  auf  Anziehung  und  Abstossung. 

Der  Zoftdl  wollte  aber,  dass  man  diese  Zustände  sichtbar 
danastellen  in  den  Stasd  gesetzt  wurde.  Als  nämlich  Volta  den 
res  Wilke  erfundenen  Eiektrophor  unter  die  elektrischen  Appa^ 
rate  singeföhrt  hatte,  beschäftigten  sich  viele  Physiker  mit  diesem 
merbrtlrdjges  Werkzeuge.  Unter  diese  gehMe  auch  Lichten* 
ber^  Er  eesstruirte  einen  Elektrofiher  von  6  Fuss  Durchmesser« 
D«  Araslaub*  der  sich  beim  Glätten  und  Poliren  des  Kuchens 
in  sainesi  Aibsttssimmer  verbreitet  hatte,  legte  sich  an  M^bel  tfnd 
Bicber  as,  war  duroh  den  Luftsug  fortgerissen  und  ^izit  sieh 
dann  mimA»t  langsam  tu  Boden.    Einst  war  Über  Nacht  der  Deckel 
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vom  Kuchen  abgehoben  und  beide  erschienen ,  als  Lichtenberg 
des  Morgens  in*8  Zironer  trat»  mit  feinem  Stanb  Sbersogen.  Allein 
dieser  Ueberzng  sah  am  Deckel  ganz  anders  ans,  als  am  Kuchen. 
Während  ersterer  ganz  gleichförmig  bestäubt  erschien,  bildete  der 
Staub  auf  letzterem  regelmässige  Figuren,  ähnlich  jenen  der  Ober- 
frorenen  Fenstertafeln,  und  es  »traten  Sterne  wie  Milchstrassen, 
Sonnen  und  andere  strahlige  Gebilde  berror.  Wenn  man  den  Staub 
wegfegte  und  den  Kuchen  von  Neuem  bestäubte,  erschienen  die 
Figuren  nur  noch  deutlicher  und  schuner.  Der  scharfsinnige  Mann 
erkannte  bald,  dass  die  Stellen,  wo  diese  Figuren  erschienen, 
elektrisch  waren,  und  wurde  somit  der  Entdecker^er  seinen  Namen 
fahrenden  Figuren ,  durch  welche  die  zwei  entgegengesetzten  elek- 
trischen Zustände  sichtbar  dargestellt  werden  kunnen. 

In  der  ersten  Zeit  beschränkte  sich  die  Elektricitätslehre  auf 
die  Studirstube  der  Gelehrten  und  auf  die  Säle  der  Neugierigen; 
höchstens  in  der  Heilkunst  machte  man  von  der  Elektricität  einige 
zum  Theil  ganz  sinnlose  Anwendungen.  Bald  aber  sollte  dieses 
Agens  als  eine  mächtige  Kraft  im  Haushalte  der  Natur  erkannt 
werden  und  eine  der  nQtzlichsten  Anwendungen  finden.  Auch 
hier  war  der  Zufall  t bätig.  Man  hatte  nämlich  schon  bei  den 
ersten  elektrischen  Versuchen  eine  Aehnlichkeit  zwischen  unserer 
Elektricität  und  dem  in  den  Gewitterwolken  thätigen  Agens  ver* 
mutbet.  Als  aber  die  Leidnerflasche  entdeckt  war  und  man  mit- 
telst des  Entladnngsstromes  brennbare  Körper  anzünden,  Metalle 
schmelzen  und  verflüchtigen  und  Thiere  tudten  konnte,  blieb  über 
diese  Relation  kein  Zweifel  mehr  übrig.  Franklin  hat  sie  zu- 
erst thatsächlich  erwiesen.  Er  wollte  auf  einem  Thurme  in  Boston 
eine  spitzige  eiserne  Stange  errichten  und  durch  dieselbe  den 
Blitz  unmerklich  in  die  Erde  ableiten,  aber  sein  praktischer  Sinn 
verfiel  bald  auf  ein  viel  einfacheres  Mittel,  auf  den  Drachen,  mit 
welchem  Knaben  schon  damals  zu  spielen  pflegten.  Er  versah 
einen  solchen  Drachen  mit  einem  metallenen  Stifte  und  benutzte 
die  erste*  Gelegenheit,  als  eine  Gewitterwolke  heranzog,  ihn  stei- 
gen zu  lassen.  Der  Drache  stieg,  die  Gewitterwolke  zog  heran, 
aber  die  Schnur,  welche  Franklin  in  der  Hand  hielt,  zeigte 
keine  Spur  von  Elektricität  Franklin  besorgte  schon,  seinen 
Versuch  vergebens  angestellt  zu  haben,  als  ein  feiner  Regen  fiel, 
die  Schnur  befeuchtete  und  sie  dadurch  leitender  machte.  In  diesem 
Augenblicke  divergirten  die  Fasern  der  Hanfschnur  und  als  Frauke 
«lln  den  Knöchel  des  Fingers  in  deren  Nähe  brachte,  schlugen 
sogar  Funken  in  denselben  Aber,  Franklin  war  vor  Freude 
ausser  sich.  Wäre  der  Regen  ausgeblieben,  so  wäre  wohl  diese 
Freude  zu  Wasser  geworden;  wäre  es  ein  starker  geworden,  so 
hätte   Franklin  leicht  seine  Lernbegierde   mit  dem  Leben   be- 
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iftUaR  kDooeo»  wie  dieses  einige  Jahre  spllter  mit  Richmano 
m  Petersburg  <ler  Fall  war. 

Der  eben  erMübnte  Versuch  hatte  Franklin  aofdie  Erfindung 
der  Blitsableiter  geföbrt,  einen  Apparat,  der  es  dem  Menschen 
eben  bo  leicht  macht »  ein  Gebftade  vor  Blitzschlägen  zu  sichern» 
als  man  sich  vor  Regen  schfitzt,  indem  eigentlich  mehr  Kunst  da- 
so  gehört»  einen  guten  Regenschirm  zu  machen»  als  einen  guten 
Blitatablelter  zu  Stande  zu  bringen.  Diese  Entdeckung  ward  von 
Vielen  begierig  aufgenommen  und  in  Anwendung  gebracht»  von 
Andern  aber. als  ein  Eingriff  in  die  Plane  der  Vorsehung  ange* 
sehen  und  als  ketzerisch  verschrieen.  Besonders  in  Italien»  wo 
sie  doch  wegen  der  vielen  und  geßihrlichen  Gewitter  von  vorzflg* 
liebem  Nutzen  sein  sollte,  hatte  man  ein  grosses  Vorurtheil  gegen 
dieselbe»  und  nannte  die  metallenen  Stangen»  welche  einen  wesent- 
lichen Theil  derselben  ausmachen,  Ketzerstangen.  Dieses  Vorur- 
th^l  half  ein  Zufall  zerstreuen»  wie  aus  einem  Schreiben  des 
Professors  Pistoni  an  den  Abt  Rozier  vom  Jahre  1779  zu  ent- 
nehmen ist.  Die  Kirche  des  hochgelegenen  Siena  wurde  nämlich 
oft  vom  Blitze  getroffen  und  dadurch  beständiger  Reparaturen 
bedürftig.  Dieses  bestimmte  den  Vorsteher  der  dortigen  I^the* 
drale  den  Glockenthurm  der  Kirche  mit  Blitzableitern  zu  versehen» 
worüber  einige  Bewohner  dieser  Stadt  gewaltig  die  Köpfe  schüt- 
telten. Am  18.  April  1777»  um  6  Ohr  Abends»  ruckte  nun  ein  Ge- 
witter heran»  wobei  es  heftig  regnete  und  stürmte.  Die  Bewoh- 
ner der  an  dem  Platze»  wo  die  Kirche  stand»  befindlichen  Häuser 
kamen  aus  denselben  hervor,  um  zu  sehen»  wie  sich  die  Ketzer- 
stangen bewähren  würden.  Und  siehe!  da  erfolgt  ein  heftiger  Don- 
nerschlag und  der  Blitz  ftlhrt  In  Gestalt  einer  purpurnen  Kugel 
auf  die  Stange  des  Abieiters»  läuft  ISngs  der  Leitung  herab  und 
verliert  sich  in  einem  kleinen  nahen  Wasser»  wohin  die  Ableitung 
geführt  worden.  Als  das  Gewitter  vorüber  war»  wurde  der  Tburm 
untersucht  und  ganz  unverletzt  gefunden»  nicht  einmal  die  Spin- 
nengewebe» welche  hie  und  da  zwischen  der  Ableitung  und  der 
Mauer  gespannt  waren»  zeigten  eine  Verletzung.  Man  kann  sich 
denken»  mit  welcher  Anerkennung  man  nun  des  Erfinders  der 
Blitzableiter  gedachte  und  wie  dieses  beitrug»  dieselben  in  Italien 
zu  verbreiten* 

Lange  Zeit  kannte  man  die*  Reibung  als  Erregungsmittel  der 
Elektficität;  nach  und  nach  entdeckte  man  aber  noch  andere  zu 
demselben  Ziele  führende  mechanische  Vorgänge»  wie  z.  B.  Druck» 
Spaltung»  Erwärmung  etc.»  wobei  auch  der  Zufall  nicht  ohneEin- 
floss  war.  Die  wichtigste  Rolle  spielte  er  aber  bei  der  grössten 
Entdedinng  unserer  Zeit»  nämlich  der  Berührungs-Elektricität» 
gemelnigridi  auch  Galvanismus  genannt. 
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Galiranl»  Professor  der  Anatomie  in  Bologna,  hatte  niodlch 
eine  bmstkranke  Frau,  der  als  Heilmittel  Froscbsoppe  ▼erordnet 
war,  au  deren  Erzeugung  Fröschen  die  Schenkel  abgtscbnitteD 
und  enthSutet  wurden.  Einst  lagen  mehrere  solche  hlesö  vorbe* 
reitete  Schenkel  auf  einem  Tische  des  Zimmers,  in  welchem  sich 
zugleich  eine  Elektrisirmaschine  befand.  Einer  der  Anwesjnkdeo 
setzte  die  Maschine  in  Bewegung  und  entzog  dem  Conductor  der* 
selben  Funken,  während  ein  anderer  den  Nerr  des  Frosches  mit 
einem  Messer  berührte;  und  siehe,  all  die  todten  Froschschenkel 
geriethea  in  starke  Zuckungen.  Man  rief  Galvaoi  herbei,  wie- 
derholte in  seiner  Gegenwart  den  Versuch,  jedoch  nur  dann  mit 
Erfolg,  wenn  gleichzeitig,  als  der  Froschnerv  mit  dem  Messer 
berührt  wurde,  man  der  Elektrisirmaschine  einen  Funken  entlockte* 
Ein  gut  unterrichteter  Physiker  würde  daran  nichts  Besonderes 
gesehen  haben,  da  sich  die  besagten  Froscbschenkel  in  der  eiek* 
trischen  Atmosphäre  des  Conductors  befanden  und  durch  Verthei* 
lung  elektrisch  werden  roussten.  Glücklicher  Weise  war  Galvani 
nicht  so  gut  unterrichtet,  und  diesmal  hat  die  Wissenschaft  voo 
der  Unkenntniss  ihrer  Gesetze  Nutzen  gezogen.  Aber  bei  ibni 
war  es  mit  diesem  ersten  Spiele  des  Zufalls  nicht  genug,  son- 
dern dieser  musste  seinen  Einfluss  zum  zweiten  Male  geltend 
machen,  um  den  Anatomen  auf  eine,  wenn  auch  wieder  nicht  die 
rechte  Spur  zu  verhelfen.  Gitlvani  sah  nämlich  in  der  nenen 
Erscheinung  nur  eine  Verwirklichung  seiner  Lieblings  -  Idee  von 
einer  den  Nerven  eigenen  Elektricität.  Er  suchte  demnach  diese 
Hypothese  weiter  zu  prüfen  und  wollte  unter  Anderm  auch  deft 
Einfluss  der  Luftelektricität  auf  die  Erzeugung  von  Zuckungen  in 
prfiparirten  Froscbschenkeln  weiter  erforschen.  Er  Wesa  zu  diesen 
Ende  Frösche  enthäuten,  deren  Wirbelsäule  durchschneiden,  die 
Schenkelnerven  biossiegen  und  isoliren,  und  durch  den  übrigen 
Theil  der  Nervenstücke  einen  gekrümmten  Kupferdrath  stecken. 
Mit  diesem  Haken  hing  er  einst  mehrere  solcher  Präparate  an 
einem  eisernen  Gitter  auf  und  erwartete  den  Eintritt  von  Zuckun- 
gen. Allein  umsonst  Des  vergebenen  Wartens  müde,  bog  er 
den  Kupferdrath  zurück,  um  dadurch  vielleicht  der  atmosphärischen 
Elektricität  den  Zutritt  zu  erleichteriv,  allein  er  drückte  dadurch 
auch  das  Frosch präparat  an  das  Gitter  an,  und  nun  traten  also- 
gleich die  erwarteten  Zuckungen  ein.  Bei  wiederholten  Versuchen 
in  einem  gesclilossenen  Zimmer,  wobei  er  das  Präparat  auf  emt 
eiserne  Scheibe  legte  und  den  Kupferhaken  mit  dem  Eisen  in  B^ 
rMrung  brachte,  blieben  die  Zuckungen  nie  aus«  Er  glaubte  sich 
daher  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  durch  Herstellung  einer 
LeitoDg  zwischen  Nerv  und  Muskel  eine  Entladung  der  im  Froseiie 
enthaltenen  Elektricität  bewirkt  werde,  und  dass  diese  Entladmg 
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•kh  durch  Zakoknugtu  kuod  gebe.  Ee  ist  bekannt»  daea  Volta 
aa  dieaea  Veraoeben  gani  andere  Andeutungen  erkannt  nnd  da- 
durch auf  die  Erfindung  der  Säule,  die  aelneu  Namen  führt,  ge« 
leilet  wurde.  Nebat  dem  Scbarfainne  dieaea  gelehrten  Manaea 
Tecdankeu  wb  daher  die  Entdeckung  der  Volta' sehen  Sttuie  der 
Krankheit  einer  Frau  und  der  Unkenntnisa  eines  Gelehrten« 

Die  Volta'scbe  Säule  erregte  die  Neugierde  von  Laien  und 
Gelehrten,  und  fiberall  stellte  man  solche  Apparate  zusammen,  um 
die  elektrischen  Erschfltterungen  zu  versuchen,  deren  man  sich 
aussetzte,  wenn  man  die  beiden  Pole  derselben  mit  Tbeilen  des 
Körpers  in  Verbindung  brachte,  oder  um  zu  erfahren,  ob  diese 
Pole  noch  Elektricität  erkennen  lassen,  wenn  deren  Verbindung 
durch  verschiedene  Körper  bewerkstelligt  worden.  Solche  Ver- 
suche wurden  a^cb  von  den  englischen  Naturforschern  Nicholson 
und  Carlisle  angestellt.  Ein  Zufall  führte  sie  in  ein  ganz  neues 
Gebiet.  Als  nämlich  Carlisle  die  Pole  mit  einem  Metalldrathe 
verbunden  hatte,  wollte  er  die  innigere  Berührung  awisohen  der 
obersten  Platte  der  Säule  und  einem  Dratb-Ende  dadurch  mehr 
■idbem,  dasa  er  einen  Tropfen  Wasser  an  die  Stelle  brachte,  wo 
der  Drath  die  Platte  berühren  sollte.  Es  entwickelten  sieh  aber 
in  dem  Tropfen  kleine  Wasserbläseben  und  es  verbreitete  sich 
ein  Gerach  von  Wasserstoffgas.  So  ward  die  erste  chemische 
Wirkung  der  Vol tauschen  Säule  entdeckt,  eine  Entdeckung,  die 
bald  eine  bedeutende  Erweiterung  erfuhr,  und  vielleicht  mehr  als 
Irgend  eine  andere  zur  Reform  der  Chemie  beigetragen  hat, 
und  doch  war  auch  diese  durch  einen  Zufall  hervorgerufen. 

Die  Volta'scbe  Säule  zeigte  zuviel  Analogie  mit  einem  Mag- 
nete, als  dass  es  an  phantasiereichen  Kdpfen  gefehlt  haben  sollte» 
weiche  die  Analogie  zu  einer,  wenn  auch  nicht  completen  Identi- 
tät auszuspinnen  versuchen  wollten.  Aufdiese  Aehulicbkeitauclite 
Professor  Oersted  seine  Schüler  aufmerksam  zu  machen«  Es 
stellte  zu  diesem  Ende  eine  Volta'scbe  Säule,  deren  Pole  aufU- 
lig  Idtend  verbunden  waren,  neben  einer  Magnetnadel  auf,  be» 
merkte  aber  e|i;e  Unruhe  an  der  letzteren ,  die  ihm  ungewt^bnlioh 
vorkam.  Er  nahm  hieven  Veranlassung,  »diese  Sache  näher  au 
ootersuchen,  und  ward  dadurch  der  Entdecker  des  Elektromag- 
netianiua,  eines  Zweiges  der  Physik,  der  in  unseren  Tagen  an 
den  riektriacben  Telegraphen  die  schönste  und  fruchtbarste  An- 
wendpng  gefunden  hat. 

Ob  mit  der  Entdeckung  des  Elektromagnetismus  der  Zufaii 
aehe  Laune  im  Reiche  der  elektrischen  Erforschungen  gänzlich 
befriedigt  gefiinden,   oder  ob  er  uns  noch  ferner  neue  Wege  art« 
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deuten  werde,  muss  der  Zukunft  vorbehalten  bleiben;  merkwürdig 
ist  es  aber»  dass  seit  der  Oersted'schen  Entdeckung,  die  In 
das  Jahr  1820  Gel»  hOchst  wichtige  neue  Entdeckungen  im  Gebiete 
der  Elektricitfttslebre  gemacht  worden  sind ,  wie  z.  B.  die  der  Mag- 
netelektricität»  ohne  dass  eine  Einmischung  des  Zufalls  bemerkbar 
geworden  wftre.  Es  ist  übrigens  einleuchtend,  dass  das  R«ch 
des  Zufalls  desto  mehr  Terrain  verlieren  müsse,  je  weiter  man 
in  der  Kenntniss  der  Naturerscheinungen,  ihrem  Zusammenhange 
und  ihren  Gesetzen  fortgeschritten  und  im  Stande  sein  wird,  bei 
gelehrten  Forschungen  nach  einem  rationellen  Operationsplane  vor- 
zugehen und  das  Gebiet  des  Tatonnirens  zu  verlassen.  Wir  sind 
aber  leider  noch  weit  von  dem  Ziele  entfernt  und  befinden  uns  nur 
zu  oft  in  der  Lage  jenes  Physikers,  der,  als  er  in  seinem  Zimmer 
einen  Magnet  strich  und  von  einem  unversehens  eintretenden  Freunde 
gefragt  wurde,  was  er  mache,  antworten  niusste:  „Wollte  Gott, 
ich  wüsste,    was  ich  thue." 

Aber  ungeachtet  der  starken  Eingriffe  des  Zufalls  in  das  System 
der  bisherigen  und  vielleicht  auch  der  zukünftigen  naturwissen- 
schaftlichen Forschungen  hat  doch  derselbe  nur  den  Handlanger 
abgegeben;  der  Genius  jener  Männer  aber,  der  ihn  zu  erfassen 
verstand  und  ihn  zwang,  seinen  Zwecken  dienstbar  zu  werden» 
hat  die  Wissenschaft  weiter  gebracht.  Wie  viele  Menschen  haben 
nicht  vor  Galilei  schwankende  USnglampen  in  den  Kirchen  ge- 
sehen, ohne  dadurch  veranlasst  worden  zu  sein,  darin  einen  Zeit- 
messer zu  erkennen.  Tausende  haben  Aepfel  von  Bäumen  fallen 
gesehen,  sind  aber  nicht  wie  Newton  zu  dem  Schlüsse  gekom- 
men ,  dass  dieser  Fall  auch  stattfinden  würde ,  wenn  der  Baum  bis 
zum  Monde  hinaufreichte,  dass  daher  der  Mond  selbst  zur  Erde 
herabfallen  müsste,  wenn  er  nicht  durch  eine  Kraft,  wie  der 
Apfel  durch  seinen  Stiel,  im  Fallen  gehindert  würde.  Nicht  blos 
Kindern,  auch  Gelehrten  entfielen  gewiss  oft  Krysfalle  und  zer- 
schlugen sich  dabei  in  Stücke,  ohne  dass  diese,  wie  Hauy, 
daran  die  Spaltbarkeit  der  krystallisirten  Stoffe  erkannt  hätten. 
Glühender  Eifer,  Begeisterung  fiSr  die  Wissenschaft,  Benützung 
jeder  sich  darbietenden  Gelegenheit,  reflectirende  Beobachtung  und 
sorgfältige  Comhinatiob  sind  es  demnach,  die  uns  das  Buch  der 
Natur  Offnen  und  dessen  Inhalt  entziffern.  Auf  diesem  Wege  ist 
es  auch  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  gelungen, 
manch  schätzbaren  Beitrag  zu  liefern,  und  die  zahlreichen  Druck- 
werke zu  fiillen,  welche  von  ihrem  Streben  und  von  ihrem  Dank- 
gefable  ftir  den  erhabenen  Herrn  und  Kaiser,  der  dieser  Anstalt 
die  Mittel  zu  ihrer  Thätigkeit  so  reichlich  gewährt,  Zeugniss 
geben  dürften. 


i 


Müiier:    Ein  kieiner  Nachtrag  zur  Lehre  ton  den  huh.  Gteich.   73 


III. 

in  kleiner  Nachtrag   zur  Lehre  von  den  kubischen 

Gleichnnsen. 

Von 

Herrn  Oberscholrath  Dr.  J.  H.  1\  Müller 

zo   Wietbaden. 


Bei  der  Auflusong  der  reducirten  kubischen  Gleichung 

iberraacht  in  der  Regel  den  ScbOler  das  ihm  etwas  künstlich 
Torkoroioende  Verfahren  der  Aofifindung  der  beiden  übrigen  Wur- 
zeln, nachdem  die  erste  dargestellt  worden«  während  dem  Lehrer 
die  Aoriosung  der  beiden  identischen  Hilfsgleichungen 

«•  +  ^«•-^1)  =0, 

Bicbt  befnedigt,  indem  man  sich  hier  mit  einem  Wurzelpaare  he- 

gnfigf  und  die  beiden  übrigen  Paare  unbeachtet  iJIsst. 

• 

Die  Ausmilung  dieser  Lücke  aber  beseitiget»  wie  man  sich 
bei  näherem  Eingehen  leicht  überzeugt,  zugleich  jenen  oben  er- 
wähnten Anstoss.  Da,  so  viel  ich  weiss,  beides  bisher  unbeach- 
tet geblieben  ist,  so  dürfte  eine  kurze  Mittheilung  hierüber  flir 
den  Doterricht  nicht  ganz  nutzlos  sein. 

1.    Aus  den  Elementen  ist  bekannt,   dass 

ar»— l=r(a:— l)(a:*+«  +  l) 
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ist.    Es  wird  also  (ar>— ^)  za  Noil,    weoD  (jr--l),   sowie  wenn 
(ar*  4-^  +  1)  zu  Null  wird.    Demnach  ist 

x'rzr  +  l;     j:^= 5 =  J';     a:*'  = 5 =J^, 


wodurch  die  drei  Werthe  der  Knbikwurael  aus  -|- 1  gefunden  sind. 

Es   Ist  daher  auch,   wenn  a  den  absoluten  Werth  von  Va 
beaeichnet, 

0 

2.    Aus  den  obigen  Uilfsgleichungen  erhält  man  bekanntlich 

zuoSchst 

4 


.•=-f±v<(|)-+(f)-). 


Da  aber  die  Werthe  von  v*  und  e'  zunSchst  der  ersten  der  bei- 
den Grundgleichungen 

3tfr-fp=0 

genügen  mflssen,   und  da  beide  Gleichungen  symmetrische  Funk- 
tionen von  u  und  e  sind,    so  wird  fär 

nur  noch 

Sei  der^absolute  Werth  von 

Vl-|  +  V((|)*  +  (f)')l=B«. 

vi-f-v((|)'+(iy,i=«.., 

wo  V((  j  )  +  (3  J  )  als  reell  vorausgesetzt  jst 
Dann  ist  nach  1): 


r» 
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Um  jetzt  zu  ermitteln  >  h  eiche  Werthepaare  von  u  und  o  zu- 
liuig  sind»  ziehe  man  die  zweite  Grandgleichung 

hinzo»  nachdem  zuvor  die  Producte  J'J'»  J^J" ^  J'J"  entwickelt 
worden.  Man  erhält  nämlich  die  auch  an  sich  beroerkenswerthen 
Gleichungen : 

« 

j*j':=s:r\  rr=j'',  j'r=zi. 

Aue  diesen  nun  ergiebt  sich,    daes,    R  als  reell  vorausgesetzt, 
die  Combinationen  wV,    uf^v*"  mit  jener  Grundgleichung  un- 

tertrSgUcfa  sind,   wfihreod  sieb 

fiSr  die  Combinationen  u'v",  u'^',  u'v^ ,  ^v'  die  UnzulMssig- 

keit  von  selbst  herausstellt. 

Demnach  bleiben  nur  noch  die  Verbindungen 

u'v',    u'^v^,    t^v" 
ihrig»  deren  jede^  wenn  man  wirklich  entwickelt,   den  Ausdruck 

X 

Suv  +  p 
tarn  Verschwinden  bringt. 

Damit  sind  aJso  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

gleichzeitig  und  auf  völlig  übereinstimmende  Weise  gefunden ,  nämlich 

y'=«'+l>';     ^^  =  11^  +  1^;     y^^ttf^+v" , 
Ote 

y=Äf,+Ä-i;  y'=J'.Ä+i+JMf-i;  ^=r.R^i+j'.R^u 

was  hl  doppelter  Beziehung  befriedigt,  indem  das  Eine  vollstän- 
dig erledigt  and  in  das  Andere  Gleichförmigkeit  gebracht  wird. 
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IT. 

Verschiedene  mathematische  Bemerkungen 

▼on 

Herrn  Doctor  Hermann  Kaiser ^ 

Krelsant  in  Sdligenttadt  im  GroMhdnogUioni  Heften. 


I. 

Neue   und  leichte  Auflösung  einer  Gattung  Ton  Aufga- 
ben aus   der   unbestimmten    Analytik. 

Aufgabe;  Es  wird  eine  Zahl  Z  gesucht,  welche  mit 
ly  dividirt  den  Rest  W ,  mit  D"  dividirt  den  Rest  Rf, 
mit  D^  dividirt  den  Rest  R'" ,  mit  D^^  dividirt  den  Rest 
W^y  U.S.  f.  lässt,  vorausgesetzt,  dass  sich  die  Diviso- 
ren Z>,  jy ,  ly  j  ly"»  D^^y ,,,,  gegen  einander  prim  ver- 
halten, d.h.  dass  keiner  derselben  mit  einem  derantiern 
einen  gemeinschaftlichen   Theiler  hat. 

Die  Auflösung  geschieht  sehr  leicht  nach  folgender  Formel: 

Hierbei  bedeutet  m'  diejenige  ganze  positive  Zahl  aus  der  natCr- 
liehen  Zahlenreihe  1,2,3»....,  womit  das  Product  lyD^D^^ 
noch  multiplicirt  werden  muss,  damit  es  durch  I^  dividirt  I  als 
Rest  gibt;  ebenso  bedeutet  m"  diejenige  ganze  positive  Zahl  der 
naturlichen  Zahlenreihe,  womit  das  Product  D'If'D^^  noch  mul- 
tiplicirt werden  muss,  damit  es  durch  ly  dividirt  wieder  1  als 
Rest  gibt;  ferner  m'"  diejenige  Zahl,  womit  hl^D^^  multiplicirt 
werden   muss,   damit   die  Division   mit  D^  1  als   Rest  gibt  etc. 
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Endlich  bedeutet  p  sXromtKehe  -successiTen  Zahlen  der  iiatärlichen 
Zihleoreibey  die  Null  mit  eingeschlossen,  nämlich  succ.  0, 1,2,3,...  ot, 
jedoch  nur  fiir  das  positive  Zeichen  des  letzten  Gliedes  der 
Formel»  fiir  das  negative  gelten  nur  diejenigen  Zahlen  der  na- 
Uriichen  Zahlenreihe,  ivoför  Z  nicht  negativ  wird. 

E«  seien  i.  B.  die  Divisoren  /)',  Z>^,  Z>^,  D^^  beziehnngs- 
weiae  =2,  3,  5,  7,  so  hat  man  die  Producte:- 

/)^/r/>/'^=  105.    iyir'D^^=:70,    D'iyir'  =  20  unA 

D'iy'D^D'^=z  210. 

Da  105  durch  2  dividirt  den  Rest  1  lässt,  so  ist  m'  =  I ; 

^«    42     „     5       „        „       „    2  und  erst  3x42=126  den  Rest  1 

ISsst,  so  ist  m'^^^S; 

„    30     „     7      ,,        „       „    2  und  erst  4x30=  120  den  Rest  1 

Iftsst,  so  ist  in'^=4. 

Zafolge  unserer  Formel  haben  wir  mithin: 

Z=  10512'  +70Ä^  + 126/2'^  +  120Ä^^T2M!p- 

Sind  nun  die  zugehörigen  Reste  R' ^  R" ,  Rf" ,  R'^  beziehungs- 
»eise  =1»  2,  3,  4,    so  ist 

Z=105  +  140+378+480T210/>  =  1103T2lQp. 

Setzt  nianf>  =  5,  4,  3,  2,  1,  0.  1,  2,  3,....,  so  erhält  man  die 
gesuchten  Zahlen :  53,  263,  473,  683,  893, 1103,  1313, 1523, 1733,.... 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  der  Formel  ergibt  sich  alsbald 
dircb  die  blosse  Betrachtung  derselben.  Die  Division  mit  ly 
Hsst  nSmlich  im  ersten  Gliede  den  Rest  R',  in  allen  übrigen  die- 
dem  den  Rest  Null,  ebenso  gibt  die  Division  mit  ly  im  zweiten 
GBede  d^i  Rest  Rf,  in  allen  Qbrigen  Gliedern  dagegen  keinen 
Rest  etc. 

Aonerkung.  Soll  die  gesuchte  Zahl  Z  das  Product  aus 
fiaiDtlichen  Divisoren  nicht  fibersteigen,  so  ist  die  Aufgabe  eine 
voUkommeii  bestimmte. 


II. 

AafldauDg  d*r  homogenen  Gleichungen    mit   zwei  Un 

bekannten. 

Hat  man  zwei  Gleichudgen  von  der   Form: 


78  K&iner:    Versekiedene  uuuäematiscke  Bemerkun§en. 

iir«  +  ÄK^-iy  +  Cr^y  +....+  ÜjrV^* 

^'ar^+  fi' j:"-»y  +  C';r»-y  +  . . .  +  l7'a;V"* 

welche  mithin  bis  auf  das  letzte  Glied  homogen  sind,  so  kann 
man  beide  Gleichungen  mit  solchen  Factoren  niultipliciren »  dass 
,der  Coefficient  des  letzten  Gliedes  in  beiden  gleich  wird;  sieht 
man  sodann  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  ergibt  sich 
eine  homogene  Gleichung  von  der  Form: 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  y^=vx,  so  erhält  man,  iremi  man 
mit  or"  dividirt,  die  Gleichung: 

in  welcher  somit  nur  noch  eine  Unbekannte  enthalten  ist 

Man  habe  2.  B.  die  beiden  Gleichungen: 

24^ -f.  95^2ar- 11^^-210=0,  (1) 

3y»  +  28^a^-7ya:«  +  3a;»— 106=0;  (2) 

so  darf  man  nur  die  letzte  Gleichung  mit  2  multipliciren,  um  das 
letzte  Glied  in  beiden  Gleichungen  gleich  zu  machen.  Zieht  man 
sodann  die  letzte  Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  erhält  man 
nach  vorgftngiger  Division  mit  2: 

Setzt  man  mio  y^s^-vx  und  dividbt  mit  j;',  so  ergibt  skb  4ie 
Gleichung  t 

6r»+13ü«  +  r—2  =  0, 

deren  Wurzeln  sind: 

ri  =  — 2,    Oji^i,    ©j=:— J, 
Folglich  Ist 

Setzt  man  diese  Werthe  nach  einander  in  die  Gleichung  (2),  so 
erbUlt  man: 

1)  -.24a:,»  +  liar|»+l4af,»+Ari»— 106  =  0, 

und  daraus  I06^|*— 106=sO,  mithin  «|srl. 
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2)  lar,»  +  V«i»— i  V  +  3^«'— 105=0, 

folglich  «i=V27=a 

3)  -2V  +  7V  +  1^3* +  3ara»- 105^0, 

■ithio  x,  =  1/8=2. 

Demnach  hat  man  :ri  =  l,  dr^=:3,  ^8^2,  mul  hiermit  (aus 
3f=px):  yi=-2,  yt  =  l,  ya=— 1. 

bt  eine  der  beiden  gegebenen  Gleiefaongen  bereits  homogen» 
•0  iat  das  Verfahren  noch  einfacher,  denn  man  kann  aus  dieser 
itn  Werth  von  ^  in  «r  und  alsdann  mittelst  der  anderen  Gleichung 
lieo  Werth  Ton  x,  also  auch  von  y  bestimmen. 


III. 

Eio    interessantes  Beispiel    von   Transformation. 

Aufgabe',    Es  soll  die  Gleichung 

^=sin.RCos.tfcos./?— cos.itcos.tfsin./?sin.(il— Ar)  /  ^^ 

-|- sin.  u  sin./?  cos.  (A — k)  ) 

nit  Hilfe  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks 
ABC  (Taf.  I.  Fig.  3.),  in  vreUhem  der  Winkel  an  ß=n,  die 
Seite  BC:=fp*  AC=%f  und  AB^k-^J^  ist,   auf  die  Form: 

^  =  sin.ncos.(A — Ä:)  cos.  (i^  —  /?)  cos.  (9) — u)        I 
-{•6in,(fp — u)sin.(i(;— j5)  ) 

gebracht  werden. 

Aoflusang:    DifTerentiirt  man    die   rechte  Seite   der  Glei- 
cbong  (1)  nach  n,  so  erhält  man: 

cos.itcos.tfCOs./?-|-sin.ficos.usin./?sin.(>t — k), 

und  daraus  durch  partielle  Integration  [wenn  man  berficksichtigt, 
dass 

^•^"^■^cösTn    '    tg.t=sin.(A-A)tg.ii, 

cos.9=cos.t|;cos.(l-'A),    sin'^/Ersin.^sin.n 
ist]: 
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sin.ncos.u         ,        ^^      Pdn,s\n.ne\ii,ßsmAX—k)cosM 
COS. '4;  ^'    J  cos.*« 

oder  auch: 

sin. neos. ff         ^        ^^     cos. u sin./? sin. (A — k)  .  ^       ^^v 

; — cos.(tf;-ß) ^ ^^ ^+  C       (3) 

cos.^  ^^     ^'  cos.n  ' 

Da  nun  die  beiden  AusdrQcke  (1)  und  (3)  identisch  «ein  müssen» 
^  80  erhält  man,    wenn  man  it  =  0  setzt, 

C=6in.iisin./?cos.(>t — Ar). 

Der  Ausdruck  (3)  wird  mithin,  wenn  man  cos.n  zufolge  der  ersten 
In  Parenthese  stehenden  Gleichung  eliminirt,  nach  einer  leichten 
Reduction  (vermittelst  der  andern  eingeklammerten  Hilfsgleichungen): 

* 

sin. n  COS.  (t/; — P)cos.  (A,  —  U)  cos .  u        sin,  ff  sin,  (y — «) 

__^— _— — -^ . {ä\ 

cos. 9  cos.t/;  ^  ' 

oder  auch  (weil  ^:=l-f-tg.*  ist)i 

sin. n COS. (t/;  — ff) COS. (1 — ^)cos.tfcos.9>(l-f  tg.^)  ] 

}   (4') 
—  6in.ffsin.(9 — t«)  cos.  ^(l  +  tg.  *!(;)•  ' 

Es  ist  aber: 

!sin.ncos.(t^— ff)cos.(il — A)cos.ticos.9>tg.^9 
=tg.*itcos.(il— A)tg.*(il— A)cos.ttSfn.9PCos.9)(cot.t/;cos.ff-fsln.ff); 
tg^cos.(il — ^)tg.^(l-^)cos.tisin.9)cos.9cot.^cos.ff 
=:tg.nsio.(il — ^)  cos.  te  cos.  ff  sin.  9  cos.  t/; 
=cos.usin.9)sin.'^cos.ff; 
tg.*iicos.(A  — A)tg.*(A — ^)  cos  .~tc  sin.  9  cos.  9  sin.  ff 
=  tg .  ^  cos .  11  sin .  9  sin .  ffcos .  tf; ; 
—  sin.ffsin.(9>  —  ti)cos.^tg.^ 

^  —  tg.*i(;sin.ff  co8.t/;(8in.g)cos.tt  — co8.g>sin.ii); 
a')  — tg.*^sin.ffcos.tf;sio.9)cos.tf 

gleich  und  entgegengesetzt  dem  Ausdruck  b); 

)  sin.  ff  COS. -^tg.^  cos.  9  sin.  ti 

=  sin .  ff  sin  .tisin  .ttsin .  '^sin .  ycos.  (X — U). 


h) 


2) 
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Die  Aosdrficke  a),  h),  af),  b')    geben  mithin  zosammenge* 
iKMDineQs 

coe.nsiD.^eio.^coe./S-f  sin. /}siD. ff  sin. 11810.^610.9)008  .(X  — Ar); 

dB 
sobetitoirt  man  dieein  (4')y  8o  ergibt  sich  für  ^  folgender  Aosdmck: 

sin. neos,  (il — A:)cos.(i^ — ^cos.tfcos.9 
—  sin./}  sin.  (9  — ti)  COS.  ^-|- COS.  ff  sin.  9  sin.  t^  COS. /}  }   (5) 
-f  sin.  neos.  (X — Ar)  sin.  tf  sin./}  sin  ^. 

Endlich  ist 


i  8in.ncos.(X-— A)gc 

3)  < 

C   =  sio.iicos.(X^A;)  sin.tisin.4 


8in.ncos.(X-— A)gos.(i^ — ^sin.tfsin^ 

.9(gos.^cos./}— sin^sin/}).(a) ; 


r   sin. neos. (X  —  A)sin.usin.9)cos.^cos./} 
C  =sin.tiGOS.9sin.^cos.^; 

m 

b^  sin.ncos.(A  — A)sin.tisiD.9sin.tf;sin/} 

^eicfa  dem  letzten  Gliede  von  (5). 

Addift  man  demnach  das  Glied  linker  Uand  der  Gleich,  a) 
SU  dem  Aasdmcke  (5)  and  subtrahirt  dagegen  die  beiden  Glie- 
der a"^»  b'^),  wodurch  in  (5)  nichts  geändert  wird»  so  erhftlt  man: 

^=:  sin. neos. (X — A;)cos.(i^ — /})(cos. neos. ^-f  sin. tisin.^) 
-f  (cos.tisin.9) — sin.  tf  COS.  9)  sin. ^  COS./} 
—  sin.(9 — u)cos.^sin./} 
=s-    sin. neos. (X — *)coi8i.(^— ftcos.Cy— m) 
-f  sin(9>  — n)sin.(^ — ß). 


TkOlXXT. 
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V. 

Elementare  Darstellung  der  Lehre  von  der  Qaadratar 
der  Hyperbel    und   der   Theorie    der  hyperbolischen 

oder  natürlichen  Logarithmen. 

Von 

dem   Herausgeber. 


So  oft  ich  zu  dem  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten ohne  Voraussetzung  der  höheren  Analysis  zurückgekehrt  bin, 
Ist  es  mir  immer  ein  drückendes  Gefiihl  gewesen,  wenn  ich  bei 
der  Quadratur  der  Hyperbel  meine  Zuhörer  röcksichtlich  dieser 
Lebt«  auf  die  Zeit  verfreisea  musste,  wo  sio  in  dUe  Geheinniisse 
der  Integimlrecbnang  eingeweiht  irerden  würden,  und  dieses  Ge» 
fühl  war  natörlich  um  se  drAckesder,  weil  skli  liekanatiic%  die 
Quadratur  der  Parabel  und  der  Ellipse  in  so  leichter  und  stren- 
ger Weise  Tullig  elementar  bewerkstelligen  iSsst.  Es  hat  daher 
auch  keineswegs  an  vielfachen  Versuchen  von  meiner  Seite  ge- 
fehlt, diesen  wichtigea  Punkt  in  der  Lehre  i^oo  den  Kegelschoit* 
ten  au(  eine  für  den  Unterricht  erspriessliche  Weise  zur  Erledigung 
zu  bringen;  und  wenn  meine  Beroilhungen  in  dieser  Beziehung 
auch  nicht  ganz  ahne  Erfolg  geblieben  sind,  so  hat  doch  keine 
der  von  mir  früher  gefundenen  Methoden  mich  vollkommen  be* 
friedigt,  weshalb  ich  dieselben  auch  nfe  bekannt  gemacht,  desseo- 
nngeachtet  nothgedrungen  |yn  und  wieder  bei'm  Unterrichte  benutzt 
habe.  Ganz  neuerlich  habe  ich  aber,  da  ich  gegenwärtig  wieder 
die  Kegelschnitte  vortrage,  eine  Methode  zur  elementaren  Qua- 
dratur der  Hjrperbel  gefunden,  die  mich  vollkommen  befriedigt 
hat  und  mir  zur  Ausfüllung  ein^[  wesentlichen  Lücke  in  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten,  wenigstens  in  methodischer  Rücksicht, 
sehr  geeignet  zu  sein  scheint,   was  mich  veranlasst,    dieselbe  im 
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f^lgend^m  der  gtneigten  Beortli«ilaiig  -der  Leser  de«  Ajpcbifi 
fonol^gen.  leb  stehe  nicht  mn»  dieser  Methode  nafBeotlich  auch 
deshalb  eioen  besonderen  Werth  fUr  die  Zwecke  des  Unterrichts 
beizal^eoy  weil  sie  auf  eine,  wie  es  mir  scheint,  sehr  bener- 
kenswerthe  GrSnzenbetrachtung  fuhrt,  die  auch  noch  deshalb  voo 
wissenschaftlichem  Interesse  ist,  weil  man  durch  dieselbe  zugleich 
tm  einem,  wenn  auch  zur  numerischen  Berechnung  nicht  gerade 
sehr  brauchbaren,  aber  doch  sonst  bemerkenswerthen  analytischen 
Ausdrucke  fui'  eine  gewisse  transcendente  Grosse  gelangt,  wovon 
sachher  weiter  die  Rede  sein  wird.  Wie  wichtig  es  ist,  dass 
der  angebende  Hatbemafiker  so  zeitig  wie  möglich  mit  dem  Wesen 
solcher  Gränzenbetrachtungen  l^ekannt  und  vertraut  gemacht  werde, 
da  ja  bei  seiner  künftigen  Beschäftigung  mit  der  sogenannten 
höheren  Mathematik  der  Begriff  der  Gränze  sein  fortwährender 
Begleiter  Uelbl,  ohne  welchen  er  nicht  das  Geringste  anfangen 
kann,  habe  ich  oun  schon  oft  genug  bemerkt,  freue  mich  aber 
sehr,  dass  diese  Ansicht  immer  mehr  Boden  und  immer  grossere 
Verbreitung  unter  den  Matheroatikern  und  den  wahrhaft  tüchtigen 
Dod  einsichtsvollen  Lehrern  der  Mathematik  gewinnt*),  welche 
letzteren  hauptsäcblicb  auch  dahin  streben  und  zu  streben  haben, 
ihre  Schüler  für  künftige  höhere  thepretiscbe  oder  praktische 
Stadien  zweckmässig  und  alUeitig  vorzubereiten,  und  nicht,  wie 
dies  erfabrungsmässig  hin  und  wieder  geschieht,  mit  einer  Menge 
reo  Dingen  zu  quälen  und  geistig  zu  ermüden,  die  eben  deshalb 
nicbl  selten  als  höchst  unnütz  bezeichnet  werden  müssen,  weil 
sie  sur  wahrhaft  soliden  Vorbereitung  auf  künftige  Studien,  die 
doeb  gewiss  bei  jedem  vernünftigen  Elementar  •Unterrichte  immer 
ziHifichst  der  Uauptgesichtspnnkt  bleiben  muss,  weder  erforder- 
lich, noch  besonders  geeignet  sind« 

Dw»  Folgende  wird  aber,  wie  Ich  hoffe,  dadurch  noch  ein 
besonderes  Interesse  gewinnen,  jlass  sich,  wie  ich  zeigen  werde, 
an  die  von  mir  gefundene  elementare  Quadratur  der  Hyperhet 
audi  eine  vQllig  strenge  und  ganz  element&re  Theorie  der  hyper- 
bolischen oder  natürlichen  Logarithmen,  hauptsächlich,  wie  sich 
von  selbst  versteht,  eine  solche  Entwickelung  der  bekannten  loga- 
ritbmischen  Reihen  und  die  auf  dieselben  gegründete  Berechnung 
der  logarithmischen  Tafeln  anschliessen  lässt,  wobei  mir  wieder 
der  aus  meinen,  im  Archiv.  Thl.XXIIl.Nr.l.§.2.(S.6.)  und  Nr.  VIII. 


^)  M«  ••  s.  B.  die  in  Mm  Beziehangen  höchst  ansgezeichnete  Ab- 
headtang  de«  Herrn  Doctor  Heilermann  in  Trier  aber  amhällende 
Oanree  loi  Arehiv^Thl.  \X1V.  5r.  XIL'XI.,  naroentllch  auch  die  von  alle« 
Lehrern  sehr  an  behersigendea  Worte  am  Schlnaee  (8.  469.)  dertelbea. 

6* 
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IL  (SL  210.)  ml^etheilten  Abbandlongeii  bekannte  *)  wichtige  arilh- 
-  metiscbe  Satz :    dass  die  Grdsse 

l"«  +  2"  +  *"  +  . ...  +  «"•       .        l«"+2»+ *"  +  ....  + (fi-I)«» 

;?s?i «^«'  SSP 

sieb   der  Gränze  — rr   nähert,  wenn  n  in's  Unendliche 

m-f- 1 

wächst,   die  vortrefflichsten  Dienste  geleistet  hat,  was  mir  eio 
neuer  Beweis  von  der  grossen  Wichtigkeit  dieses  Satzes  (tir  die 
strenge  elementare  Behandlung  der  Mathematik  gewesen  ist»    so 
dass  ich  fortwährend  der  Meinung  bin ,  dass  dieser  Satz  von  jetzt 
an  in  keinem  mathematischen  Elementar -Lehrbuche  fehlen  sollte» 
da  sich  derselbe  Oberdies  auch  so  leicht  und  einfach  streng  be- 
weisen lässt.    Solche  so  tief  in   das  eigentliche  Wesen  der  Ma- 
thematik einschneidende  und  so  ungemein  vieler  fruchtbaren  An- 
wendungen fähige  Sätze,  die  eben  deshalb  als  wahre  mathematische 
Elementarsätze  bezeichnet  werden  müssen,   sind  för  den  Elemen- 
tar-Unterricht  weit  wichtiger,   als  Vieles,  was  sich  jetzt  in  den 
Lehrbflchern  6ndet,  so  wie  4ch  denn  überhaupt  immer  mehr  und 
mehr  in  der  Meinung  bestärkt  werde,  dass  der  ganze  mathema- 
tische Elementar-Unterricht  und  die  demselben  zu  Grunde  liegen- 
den Lehrbücher  einer    Umgestaltung   nach    mehreren   Seiten   hin 
dringend  bedOrfen,    wenn  dieselben  mit  der  grossartigen  Umge- 
staltung, welche  gegen%värtig  die  höhere  Mathematik  immer  mehr 
und  mehr  erßlhrt,  einigermassen  gleichen  Schritt  halten  und  auf 
dieselbe  zweckmässig  vorzubereiten   geeignet  sein   sollen.     Dass 
ich    damit    hauptsächlich    eine    Umgestaltung   des   arithmetischen 
Theils  der  Elemente  im  Sinne  der  Strenge  der  griechischen  Ma- 
thematiker und  namentlich  der  an   diese  lebhaft  erinnernden,    ihr 
ganz  ebenbürtigen  und  mit  ihr  ganz  auf  gleiche  Linie  zu  stellen- 
den Strenge  der  sogenannten  neuen  analytischen  Schule  meine» 
ist  wohl  kaum  nothig,   noch  besonders  zu  bemerken.    Dass  aber 
eine  Umgestaltung  der  Elemente  in  diesem  Sinne  über  kurz  oder 
lang  sich  als  unabweisbar  noth wendig  herausstellen,  und  dass  da- 
mit zugleich  Manches,   was  sich  jetzt  in   den  Elementen  ^nAe,i, 
als  unnütz  und  schädlich  Über  die  Seite  geworfen**),    manches 


*)  DaM  die  Erfindaag  dieses  Salies  mir  gebähre,  soll  biemit  na- 
lorlich  keineswegs  gesagt  seb;  die  Hinweisaag  auf  die  genaonCen  Ab- 
handloDgen  war  fär  mich  hier  nnr  die  bequemste. 

**)  Sowie  I.  B.  die  neuere  Aoal^rsis  die  sogenannte  Methode  der 
iiabestimmten  GoefflrJenlen ,  und  Alles,  was  damit  snsammenhingt,  be- 
reits vollstindig  beseitigt  hat 
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Neoe^  in  dieselben  aufgenommeo  werden  wird  und  muss,  wenn 
die  Elemente  mit  der  neuen  Gestaltung  der  höheren  Analysis 
ebigermai^sen  gleichen  Schritt  halten  sollen:  davon  bin  ich  voll* 
kommen  flbeneugt  Einen  bescheidenen  Beitrag  zu  einer  solchen 
gewiss  Dicht  ausbleibenden  Umgestaltung  der  mathematischen 
Elemente  zu  liefern  ist,  wie  bei  mehreren  meiner  früher  im  Archiv 
iiitgetbeilten ,  dessen  Zwecke,  wie  ich  glaube,  entsprechenden 
AnlsStze,  auch  der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhandlung» 
ud  ich  würde  mich  jedenfalls  sehr  freuen,  wenn  dieselbe  bei,  der 
Strenge  der  neueren  Analysis  huldigenden  und  mit  deren  Anfor- 
derungen gehurig  vertrauten  Mathematikern,  und  bei  Lehrern, 
welche  den  mathematischen  Elenientar-Unterricbt  in  einer  auf  diese 
Anforderungen  zweckmässig  vorbereitenden  Weise  ertheilen,  eini- 
gen Beifall  finden  sollte. 

I. 

Elementare  Quadratur  der  Hyperbel. 

In  der  ohne  weitere  Erläuterung  gewiss  ganz  durch  sich  selbst 
verstfudlichen  Fig.  4.  auf  Taf.  I.  sei  CQ=x,  PQ=y;  CQi=a:i, 
PiQi=jfi;  und  wenn  man  nun  die  Sehne  PPi  der  Hyperbel 
lieht,  so  werde  de»  Flächeninhalt  des  geradlinigen  Trapeziums 
PQPiQi  durch  T  bezeichnet.  Sind  nun  wie  gewöhnlich  a,  6  die 
beiden  Halbaxen  der  Hyperbel,  so  ist  nach  der  bekannten  Glei- 
chung derselben  zwischen  ihren  Asymptoten 


also 


äfy  =  — j —  «nd  ^1^1  =  — j — » 
a*-|-6«    1        j  a^+b^     1 


Ist  aber  femer  a  der  Asymptotenwinkel,   so  ist  oflTenbar 

r=  i(ari  — <a:)  (yi +y)sina, 
also,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  ^  und  yi  einflihrt: 

oder: 


^^*~^K^+i)**P"' 


*)  Webei  streoge  Gränienbetraohtungen  Jedenlalla  eine  HaoptroUe 
■fielen  werien  «od  mneeeB. 


S6  Grunert:    Siemem.  1HW$UU.  der  Lekre  von  der  Quadraivr  der 


»fter 


O  JPWi 


8  jr^Ti 


Nuo  Ist  aber 


8lntt  =  ,  .  ^        r^»    und  bekanntlich   tangia=-; 
I-f-tangia'-  °  « 

also,    wie  man  leicht  findet: 

2ab 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Ffir  zwei  andere  Abscissen  x  und  t\  sei  ff  der  FiScheninhalt 
des  entsprechenden  Trapeziams,  so  ist  wie  vorher: 


• 

Ist  nun 


so  ist 


.=i..'-tü=,^(ü_0 


ar:;ri=jr:jr| ,  also  jri  =  -^r; 


x^  *  XXx 


r 

a? 


V 

folglich,   wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 

Wenn  also  die  Abscissen  j?,  x^  und  r,  JTi  einander 
proportional  sind,  so  sind  die  FlächenrSume  T  und  ff 
der  entsprechenden  Trapezia   einander  gleich. 

Man  fasse  jetzt  ein  den  Abscissen  x  und  X^  wo  X  grösser 
als  X  sein  soll,  entsprechendes  hyperbolisches  Trapeztum^  dessen 
Flächeninhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen»  in'a  Auge,  und 
nehme,  indem  oo  einen  gewissen  Exponenten  beieichDctydSe  Abselsaen 


Buß0rM  u.  der  Tke^rit  der  kpp^rM.  eder  fuUürL  Ui^rttämen,  9f 
fo,  daas 

jTfi  <  ^  <  OTfi^i    oder    o)"ar<jr<iö»+ia: 
iflt,  was  offenbar  immer  mOglich  ist    Weil  hiemach 

U.   8.   W. 

^ft— a :  ^iH^i  =:  ^n—i :  Xn » 

;r«.i :  Xn     =Xn     :  ^tf^i-i 

ist,  so  aind  nach  dem  oben  Bewiesenen  die  den  Abscissen 

X,  Xif    Xi,  x^i    x^f  dTs;....;  •vw.u»  jt«;    ^»  Jf»|-i 

eatspreebenden  geradlinigen  Trapezia  alle  einander  gleich  ^  und 
Bugen  daher  sämmtlich  durch  tt  bezeichnet  werden»  indem  wir 
nigleich 

T=nit,     r  =  (n  +  l)ff 

•etsen  wöHen.  Bekanntlich  ist  aber  nach  dem  Obigen  in  der 
jctsigen  Bsseichnang: 


XXi 


abo,  weil  Xi=3tox  ist: 


Folglich  ist 

i  ac  fCO  > ' »     M  sgtflO»     '  * 

Nn  ist  aber  nach  dem  Obigen : 

also 
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X  X 

folglich,  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt: 

nloga>=log-^*     (n  +  l)Iogo)  =  log-^; 

X  X 


woraus 


n=i log—*   n  +  l  =  i log >       # 

log  ta    ^  X  log »     ®    a:  ^ 

al«o  nach  dem  Obigen 

r=la*— i log  — f    T^\ab—. log— -^ 

*      cologoo     ^  X  *      oologoo     ®    JP 

folgt 

Läast  man  nun  co  sich  der  Einheit  nähern,  so  nähern 

X  f     **'\,  9     «vji ,     X^ ,  •  •  •  •  Xh  f     Xn-^\ 

sich  offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  einer  stetigen  Reihe  von  Grossen,   und  weil 

OTfi  <  ^  <  ^n+l 

ist>  so  nähern  Xn  und  Xn^i  sich  unter  der  gemachten  Voraus- 
Setzung  augenscheinlich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  der  Ahscisse  X  als  Gränze.  Ferner  nähern  sich 
aber  unter  derselben  Voranssetzung  die  Trapezien-Sununen  T  und 
T*  offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  dem  hyperbolischen  Flächenstiicke  F  als  Gränze,  so  dass 
alsoy  jveil  das  hyperbolische  Flächenstück  F  eine 
endliche  völlig  bestimmte  Grosse  ist,  nach  dem  Obigen 
auch  die   Grossen 

lab  — i log  —  und  iab  — , log  — ^ 

*      0)  log  CO*   °  X  *      cologo)     °     X 

sich  endlichen  v5llig  bestimmten  Gränzen  nähern  müssen,  wenn 
die  Grosse  oo  sich  der  Einheit  nähert,  welche  Gränzen  eben  der 
gesuchte  arithmetische  Ausdruck  des  zu  quadrirenden  hyperboli« 
sehen  Flächenstücks  F  sein  werden.  Weil  nun  aber  nach  dem 
Obigen  Xn  und  Xn^\  sich  der  gemeinschafUidien  Gränze  X  nähero, 
wenn  o  sich  der  Einheit  nähert,  so  ist  das  endliche  völlig  be- 
stimmte hsrperbolische  Flächenstück  F  die  Gränze,  welcher  die 
GrOsse 
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«idi  oihert»  wenn  n  sich  der  Einheit  nähert.    Da  also  vorstehende 
Gff5sse  sich  unter  dieser  Voraussetzung  einer  bestimmten  endli- 

eben  Grftnze  nähert/  so  rouss,   weil  Ja6log —  eine  endliche,  vTA* 

fig  bestimmte»   von  o»  ganz  unabhängige  Grosse  ist,    offenbar  die 
Grosse 

CO  log  09 

ficb  fflr  sich  auch  einer  endlichen  vdllig  bestimmten  Gränze 
sähem,  welche  natörJich,  wie  aus  der  Natur  des  vorstehenden 
Ausdrucks  augenblickfich  ganz  von  selbst  hervorgeht,  nur  eine 
gewisse  bestimmte  unbenannte  Zahl  sein  kann,  die 
fflr  alle  Hyperbeln  dieselbe  Ist,  und  im  Folgenden  durck 
C  beseichnet  werden  soll,  so  dass  fär  ein  der  Einheit  sich  nähern- 
des  00 

00  log  CO 

and  nach  dem  Obigen 

F=iCa*logf 
Ist 

Was  die  constante  Grosse  C  betrifft,  so  bemerke  ich  zum 
▼oUständtgeo  Verständniss  des  Vorhergehenden  hier  noch  beson- 
ders, dass  durch  die  vorhergehenden  Betrachtungen  zunächst  und 
vor  allen  Dingen  die  wirkliche  Existenz  oder  Realität  dieser  Gr5sse, 
d.  h.  das  wirkliche  Vorhandensein  einer  bestimmten  endlichen 
Grisse,  welcher  die  GrOsse 

co«--l 

00  log  CO 

mk  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
■äbert,  wenn  oo  sich  der  Einheit  nähert,  nachgewiesen  worden  ist. 
Dies  ist  ja  aber  in  der  Analysis  und  der  Mathematik  Oberhaupt 
nicht  selten  der  Fall,  dass  man  sich  zuerst  von  der  wirklichen 
Existenz  einer  CkOsse  versichert,  und  erst  späterhin  zeigt,  wie 
diese  GrDsse  wirklich  bestimmt  werden  kann,  welches  Letztere 
freilicb  nicht  immer  möglich  ist,  wie  z.  B.  in  der  Theorie  der 
Gleichiuigen,   wo  man  sehr  wohl  die  Existenz  der  Wurzeln  von 

der  Form  p±^V  — 1  streng  nachweisen  iouin,  aber  keine  allge- 
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meineo  Methoden    zu   deren   Bestimmung  besitzt.     Was    unsere 
obige  constante  Grösse 


C  =  Lim 


CO  log»  ' 


ffir  ein  der  Einheit  sich  näherndes  ca,  betrifft»  so  wird  in  der 
zweiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  von  der  numerischen  Be* 
Stimmung  derselben  weiter  die  Rede  sein.  Wenn  man  aber  bei'm 
Unterrichte  bloss  den  Vortrag  der  Quadratur  der  Hyperbel,  nicht 
auch  der  Tollständigen  Theorie  der  hyperbolischen  oder  natOrlicheD 
Logarithmen,  namentlich  der  Entwickelung  derselben  in  Reihen, 
beabsichtigt,  so  ist  es  .durchaus  nicht  unbedingt  n5tbig,  bis  zu 
der  zweiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  vorzuschreiten,  indem 
inan  sich  sehr  wohl  damit  begniigen  kann,  zu  bemerken,  dass 
man  den  numerischen  Werth  der  Constanten  C  immer  genauer 
und  genauer  erhält,  wenn  man  in  {fen  Ausdruck 

-    (0  log  CO 

der  Einheit  immer  näher  und  näher  kommende  Werthe  ffir  a  ein- 
fahrt, und  die  entsprechenden  numerischen  Werthe  dieses  Aus- 
drucks berechnet.  Wenn  auch  eine  schnelle  Annäherung  an  die 
zu  bestimmende  ivränze  auf  diesem  Wege  nicht  erzielt  wird,  so 
•  scheint  mir  doch  ein  Verfahren,  wie  das  angegebene,  völlig  hin- 
reichend zu  sein,  wenn  der  Zweck  des  Unterrichts  und  die  dem? 
selben  zugemessene  Zeit  ein  Vorschreiten  bis  zu  der  allgemeinen 
Theorie  der  Logarithmen  nicht  gestatten.  Ja,  es  scheint  mir 
selbst  eine  recht  zwekmässige  und  interessante  Aufgabe  fSr  die 
Schüler,  namentlich  auf  den  eine  mehr  praktische  Richtung  ver- 
folgenden Lehranstalten ,  zu  sein,  %venn  man  ihnen  aufgiebt,  (Ut 
zwei  beliebig  angenommene,  und  nach  dem*  sogenannten  tausend- 
theiligen  Maassstabe  mit  aller  nur  muglichen  Sorgfalt  aufzutragende 
Axen  2a  und  26  eine  Hyperbel  nach  den  aus  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  bekannten  und  in  derselben  früher  schon  vollstän* 
dig  gelehrten  Methoden  mit  der  grossten  Sorgfalt  ynd  Sauberkeit 
auf  dem  Reissbrett  zu  constrairen ,  deren  Asymptoten  zu  siehee, 
auf  einer  derselben  zwei ,  natürlich  mittelst  des  tausendtbetUgen 
Maassstabes  genau  zu  messende  Abscissen  x  ond  Ä  anzunehmeo, 
und  den  Flächeninhalt  F  des  entsprechenden  asymptotisobeil 
Raums  der  Hyperbel  durch  Einschreibung  geradliniger  Trapezie 
vnd  anderer  Figuren  in  denselben  so  genau  als  nur  irgend  mdg^^ 
lieh  annähernd  zu  bestimmen ,  ungefihr  ganz  avf  dieselbe  Weise» 
wie  der  Feldmesser  die  Fläehenräame  der  tob  ihn  aufgenomme- 
nen, von  einem  beatimmteB  Gesetze  nicht  folgenden  Curve«  be- 
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gfäuteo  GrandsUkke  za  beatimmeB  gewohnt  ist  Vielleicht  mOebte 
tm  aelbfit  etee  gute»  die  Schüler ,  welche  Sioo  für  dergleichen  Diage 
h&bee,  gewiss  intereesireode  Aufgabe  eeio,  wene  sie  veraalasst 
wfifdeD,  das  hyperbolische  Flflcbenritück  F  und  ein  der  Grösse 
aach  bekanntes  Quadrat  aus  recht  gleichförmig  diehtem-  Papier ^ 
oder  einer  anderen  recht  gleiehförinig  dichten  Sahstana  genau 
insaunchneiden,  beide  Figuren  auf  der  chemischen  Waage  mit 
im  grösstea  Genauigkeit  au  wiegen,  und  aus  dem  dadurch  bekannt 
werdenden  Verhältniss  der  Gewichte  und  dem  bekannten  Flfiichen- 
raume  des  Quadrats  den  gesuchten  Flächeninhalt  des  hyperboli- 
schen Stocks  F  zu  ermitteln.  Dergleichen  Uebungen  scheinen 
mir  auf  Realschulen  und  ähnlichen  Lehranstalten»  wo  der  prak- 
tische Sinn  geweckt  und  gekräftigt,  aber  auf  der  anderen  Seite 
auch  durch  die  strengste  Theorie  im  eigentlichen  Sinne  geschult 
werdetisoll,  einen  unbeschreiblich  grossen  methodischen  und  didak- 
tischen \Verth  zu  haben,  weshalb  man  mir  es  verzeihen  möge, 
dass  ich  mir  im  Interesse  solcher  Lehranstalten  in  dieser  Zeit- 
schrift öfters  eine  Hinweisung  auf  solche  Uebungen  erlaube.  Hat 
der  Schiller  nun  aber  durch  eine  der  obigen  Aflethoden  den  Flächen- 
inhalt F  so  genau  als  möglich  ermittelt,  natürlich  immer  nur  nähe- 
mogs weise,  was  hier  aber  keineswegs  ein  methodischer  Fehler 
ist,  da  ja  alle  Metboden  überhaupt  nur  eine  annähernde  Bestim- 
mung der  Grösse  C  gestatten^  so  hat  er,  wenn  er  aus  der  aus 
dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

F=JCii6  log- 

sc 

die   Formel 

4F 


C= 


a6log — 


abicHet,  alle  Data,  welche  zur  Bestimmung  der  Constanten  C  er- 
forderlich sind.  .  Der  Schfiler  wird  zugleich  in  fOr  ihn  lehrreicher 
Weise  nicht  übersehen,  Qnd  von  dem  einsichtigen  Lehrer  beson- 
ders darauf  hingewiesen  werden,  dass  dieses  letztere  Verfahren, 
die  mathematische  Constante  C  zu  bestimmen,  in  seinem  We- 
sen ganz  dasselbe  ist,  dessen  die  Naturlehre  sich  fiberall  zur  Be- 
stimmung der  in  dieser  Wissenschaft  so  häuBg  vorkommenden 
and  so  wichtigen  physikalischen  Constaoten  bedient.  An  dem 
unsterblichen  Gauss  ist  es  mir  immer  als  eine  Im  höchsten  Grade 
zu  bewundernde,  und  insbesondere  von  mir  selbst  am  meisten  an 
dicseoi  neltenen  Manne  bewunderte  Eigenschaft  erschienen,  däns 
et  in  einem  Haasse,   wie  mir  dies  von  keinem  anderen  grossen 
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Mathematiker  bekannt  Ist»  die  strengste  und  tiefiiinnigste  Theo- 
rie mit  der  frochtreichsten  und  weltgreifendsten  Praxis  zu  ver* 
binden  verstand »  ein  grossartiges  Beispiel»  welches  unsere  Schal- 
männer  wohl  veranlassen  sollte»  dieser  Seite  des  mathematischen 
Unterrichts  eine  weit  grössere  Beachtung  zu  widmen»  als  dies 
leider  bis  jetzt  geschieht;  der  Erfolg  des  mathematischen  Unter- 
richts» namentlich  auf  Realschulen  und  ähnlichen  Lehranstalten, 
wOrde  dann  gewiss  in  vielen  Beziehungen  ein  ganz  anderer  sein, 
wie  jetzt  *). 


*)  Ich  habe  schon  oben  erinnert,  dass  mitteUt  der  Pomiel 

Ol«— 1 


C=Lim 


culoga» ' 


für  ein  der  Einheit   sich   näherndes  co,   der  Werth  ^on  C  mittelst  einer 
schnellen  Annäherung  nicht  gefunden  werden  könne.    Setzt  man  x.  B. 

tt»  =  0,999S|99 , 
so   ergiebt  sich: 

log  ia  =  0,9999096  —  1  =  —  0,0000004 

log  log  «tf  =:  0,6020600  —  7« 

log.  (0  log  01=  0,60a0596  — Tu 

log .  ctf*  =  0,9999992  —  1 

w«  =  0,9999982 
w«^1=:— 0.0000018 

log(w*— 1)=  0,2552T25  — 6« 

log.cnlogtti=  0  6020596~7ii 

logr=  0,6532129 

C=:  4,500004. 

Durch  die  Methoden,  Ton  denen  in  II.  die  Rede  sein  wird»  hat  man 
gefunden : 

C= 4,6051702 

and  wird  also  bei  der  Vergleich nng  dieses  richtigen  Werthes  Ton  C  mit 
dem  durch  die  Torhergehende  Methode  gefundenen  Naherungswerthe  dia 
obige  Bemerkung  gewiss  Tollkomraen  bestätigt  finden.  Will  man  daher 
nicht  bis  sa  den  in  II.  entwickelten  Methoden  fortschreiten»  so  scheinl 
mir  immer  eine  solche  geometrische  Methode,  wie  die,  von  welcher 
oben  dte  Rede  gewesen  ist,  um  so  einer  genäherten  Kenntnitt  toh  C 
so  gelangen ,  für  Anfänger  die  sweckmäastgste  and  sngleieh  lehrlreiehste 
m  sein. 
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Man  pflegt  die  Formel 


F=iCa6IogJ 

noch  aaf  einen  andern  Ausdrack  za  bringen.  Bestimnit  man  näm- 
häk  die  Zahl  t  so,  dass 

"^«^  =  iC=C 

ist,  ond  nimmt  die  so  bestimmte  Zahl  e  als  Basis  eines  logarith- 
■isehen  Systems  an,  welches  man  das  hyperbolische  Loga- 
rithmensystem zu  nennen  pflegt,  so  ist,  wenn  man  die  Loga- 
rithmen in  Bezug  auf  dieses  System  durch  loghyp  bezeichnet : 

X  X 

X 

ako,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  durch  log.  bezeichneten 
Logarithmen  nimmt: 

X  X 

log— = loghyp  — .log  c, 

9 

folglich  nach  dem  Obigen:  . 

X 

F=  ICaAlogß.  loghyp  —  * 

Wegen  der  Gleichung 

logu=:^ 

ist  aber  Clogß  =  2,  also: 

X 

F=4a&  loghyp  —  . 

Bezeichnet  man  in  Taf.  L  Fig.4.  a.  den  Inhalt  des  hyperboli- 
schen FlScbenstflcks  ABPQ  durch  f,  so  ist  nach  vorstehender 
Gleicbong: 

^»=106  loghyp  =  . 
Nn  ist  aber  AB=:CB,  und  bekanntlich 

«Ist 


f 
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folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

^  =  4a6loghyp^^^=p. 

Zieht  man  die  Linie  CP^  so  ist 

A  cJb  =  A  CPq. 

t 

weil  bekanstlich 

ÜB.AB=CQ.PQ 

ist;    also  ist  offenbar: 

2x 

CAP^  ABPQ  =  '^b  loghyp  ^^^^y^ ' 

För  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  a=b,  VaHb^=^  V2^aV% 
also 

xV2 
S=ianoghyp—^' 

För 

CB  =  Aß=^  \^     =1 
ist  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  ^ 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

S=s  ABPQ  =  loghyp  o:  =  loghyp  CQ. 

Wegen  dieser  Beziehung  zwischen  der  Abscisse  ^Q  und  dem 
Fläcbenstack  ABPQ  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  beissen  die 
durch  loghyp.  bezeichneten  Logarithmen  hyperbolische  Logarith- 
men, deren  Basis  e  nach  dem  Obigen  durch  die  Gleichung 


log«=p=2Limjj5^3|, 


flir  ein  der  Einheit  sich  in's  Unendliche  näherndes  m,  bestimmt 
wird. 
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Beseichuet  man  in  Taf.  I.  Fig.  4.  b.  den  FlScben'^nhalt  4m  hj* 
perboltscheo  Stflcka  ABPQ  wieder  dnrcli  fy  indem  zugleich  aoch 
wieder  CQ=x  ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


ilso 


>  =  4a6ioghyp-— 


fz=iaA  loghyp ^ , 


ood,    wenn  man  die  Linie  CP  zieht,    ganz  aof  ähnliche  Art  wie 
vorher  aach 

€ÄP=.  ABPQ  =  lab  loghyp  ^^^^ " 

Für  die  gleichseitige   Hyperbel  ist 

a 
*=4a2|oghyp^y=-- 

Für 


ÜB=Äß=^^^^l 


ist  bei  der   gleichseitigen  Hyperbel: 


-r = ^jff  f' V  =  logftyp 
oder 


f=ABPQ  =  loghyp  -=  loghyp 


4=  ilÄ/3^e=:  ^loghyp  ar=--loghyp  Ce. 

Bezeichnet  man  in  Taf.  I.  Fig.  5.  das  hyperbolische  FiSchen- 
>t6ck  ÄPR  dvrch  F|»  so  Ist  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn 
i«tal  Cft=a?,   PR=y  gesetzt  wird: 

F,  =  ACW5-C3P=ij:y-ia6loghyp-|^ß^. 

V  a'  +  6* 

^  ist  aber 

CI: CBi=:  CR:  CS, 

CÄ:AD=zCR:RS; 

alio 

a:V^5nT*  =  a::CÄ, 
aib  s=:r:SS; 
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Nun  ist 


und 


d.  i. 


also 


a  a 


SP  =  ÄS-PÄ=^(a?-VÄ»— a«) 


4 

ÄDiÄB=SP:  15^  *)• 
6 : 4  Va»+6«=26 :  V"5m3*=  «P:  j  ^ 


SQ\—       2S       •*'^—       2o       t^     ^^      «^ 


und  folglich 

CQ=iCS—SQ=i ^-—^ 5H (a;— Va:«-a«) 

= 2^ — (x  +  V  a:"—  a»). 

Also  ist: 

CQ=  ^  ^7    (*+^^' -«")=— 5^  <**+«»>' 


Pö=:^%- ^.-^)  =  :^^V-,) ; 


woraus  auch 


__      __     Va»+6« 

V  a*+  6* 

a*  +  6* 


•)  Well  ABr=BC-=BD  ist,   «o  iat  «ach  P0=sg. 
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CQbx  +  a^ 

Mft,  «ras  hier  nur  beilSofig  bemerkt  sein  mag.     Fflhrt  man  jetzt 
in  den  obigen  Ausdrack  von  F|  ein»  so  erhfilt  man: 


Fl  =  \xy  -  \ab  loghyp  -^^ 


•der 


^1  =  Uy  -  \ab  loghyp  (f  +  f )• 
Wenn  N  eine  beliebige  poeltiTe  Zahl  beseichnet,  so  ist  immer 

also,   wenn   man  auf  beiden  Seiten   die  durch  log.  bezeichneten 
LogarithmeD  nimmt: 

logiV=  ioghypAMoge, 

folglich 

,     _       -_     lo^/V 
«oghypiV=^, 

«tteUt  welcher  Formel  loghyp  iV  immer  aus  logiV  leicht  berech- 
Mt  werüen  kann,  weil  die  mittelst  der  ans  dem  Obigen  bekann- 
tco  Formel 

l^'g  «  =  ^ 

16  bestimmende  Zahl  e,  ebenso  vrie  die  Constante  C»  als  bekannt 
n  betrachten  ist.    Auch  kann  man  unmittelbar  setzen: 

loghyp  iV=jClogiV, 

was  wir  der  Kflrze  wegen  nicht  weiter  noch  besonders  in  die  obi« 
gtn  Formeln  einführen  wollen. 

Tktu  XXV.  r 
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II. 

elementare  Theorie   der   hyperbolischen   oder   natür- 
lichen Logarithmen,  na^nentlich  der  Entwickelong  der« 

selben   in   Reihen. 

Die   in   Taf.LFig.Ö.   dargestellte  Hyperbel   sei    gleichseitig, 
and  wie  früher  werde 

aS=cb=\ 

gesetzt 

Setzt  man  dann  ßQ=^a:,  so  ist  in  Taf.  I.  Fig.  6.  a.  die  Abscisse 
CQ=lH-^t  und  da  nun  nach  I.  in  diesem  Falle 


ABPQ  =  loghyp  CQ 
ist,  so  ist 


ABPQ  ^l^hypil+a). 


Theilt  man  jetzt  BQ  in  n  gleiche  Theile  and  macht  die  Con- 
struction  ferner  wie  die  Figur  zeigt,  so  erhellet,  weil  bekanntlich 
allgemein  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen 

ist,  auf  der  Steile,   dass  für  ein  in's  Unendliche  %vachsendes  n 


i2?Pö=Ll«jf.H-J.-i-^  +  f.-i 


1  +  -  1+  — 

'  n  n 


+  r 


X         I 


n 


U.  9.  W. 


5  _L_ 

^    .     I 


oder 
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ÄBPQ:=Um.\  \  1  +  — -  +  — L^  +  -i»- 

»•  n  «. 

u.  8.  w. 
1 


^        (n--ll)£ 
n 

»t    Nehmen  ^ir  nan  aber  an»  dass  ^r'T]  sei»  so  sind  diesttmmt- 

«17  ^/y  f}j?  4^  (ft  •■"•  D  ^ 

Ischen  Bräche    — >     — >     — »     — >••••» offenbar  kleiner 

n        n        n         n  n 

als  die  Einheit»    ond  nach  einem  bekannten  Eleroentarsatze  aus 

der  Lehre  Ton  den  geometrischen  Progressionen  ^)  ist  folglich : 


ABPQ=Um.^\    1 


2a!     2^x^     2»a?»     2^0?^ 
w    '    »*         «•    '    n* 

-4-1 -1-  — K-  — — sr  +       M    —-.... 

u.  s.  w. 

(n-l)x    (n--iy^     (u~l)»jg».(n~l)^a:* 
+*-      it      "*^      n«       "*       n»      "■       ^ 


*)  Bekanntlich  itt  nach  der  Snmmation  der  geometrischen  Reihen 

1  —  tr"+i  1  tiH-i 


1 


+«+«.+«»+....+««=-y_j-=-^-j3^. 


Wi  nan  der  abtolate  Werth    Ton   ü   kleiner  als  die  Einheit, 
•t  nktri  sieh  der  NaII  bis  sa  jedem  beliebigen  Grade,   wenn  n 

!■••  Unendliche  wichet.    Also  nähert   j_-  — _—   oder  \+u^u*+u* 

'|'«^-f  «•  eich  der  Grinte    ■  j^  ■'   bis  sii  Jedem  beliebigen  Grade,    w«nn 
«  ia*fl  UneadUche  wichst.    Ftiglick  i|t 

l +  11 +  11* +  «•  +  W*  +  ....3?:  |~»2 , 
•der,  wenn  man  — «  fiir  u  setsl, 


lOOCrunerf:    Element.  DanielL  der  Lehre  von  der  Quadratur  der 
oder»   wenn  man  die  Vertikalreihen  sommirt: 

.  l«-^-2«^-3»^-..+(n  - 1)« 

+ ;i5 ^* 

l»+2»+3H-  +(«-1)*,. 

^ii ^' 

1,4  • 


also: 


iS7^=.-.»Lin.l±?±^±ä:J:<=---l> 


n« 


j.    ».    1*  + 2« -I- 3« -!•■...  + (n-1)« 
+  a?"  Lim ä 

-.4Lim^'  +  ^'-^^'V^-<''--^ 

+  a;*Lira 5 


für  ein  ln*8  Unendliche  wachsendes  n.  Weil  nun  nach  dem  in 
der  Einleitung  angeführten  sehr  wichtigen  arithmetischen  Satze 
allgemein 

r 

,.     i'"+2"'-f3"'+.... +  (w~l)"»  _     1 

n"»+*  m  + 1 

ist,   immer  fBr  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n,  so  ist 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung 


i4ÄPÖ  =  Ioghyp(l+a:), 
80  erhfilt  man  unmittelbar: 

loghyp  (1 +a:) = a:— 4a?«+ ij:»^iar*+ io:»- .... , 

Torausgesetzt,  dass  ^^1  Ist. 


*  » 


•    « 


.  •  •  ,.    •    •  *  • - 
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In  Taf.  I.  Fig.  6.  b.  ist,  wenn  wieder  BQ^^x  gesetzt  wird,  wo 
jr<]  *)  ist,   CQ=1— ar;   und  da  nun  nach  I.  in  diesem  Falle 


^Ä/^  =  — ioghypCQ 
ist,  so  ist 


ABPQ  = — loghyp  (1 — x). 

Macht  man  jetzt  die  Construction,  welche  durch  die  Fignr  selbst 
Uoreichend  erifiutert  wird,  wieder  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  Tor- 
her,  so  ist  offenbar  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n: 

X        \       ,  X        1 


JÄPe  =  Limj-.l+-.  — +-.^_2x 


n  •      n 


X 


+  r 


w    I     3a? 
""  n 


-  u.  s.  w. 


X 


n    -     (n~l):g 


oder 


1      .       l       .       1 


^ÄPQ=Llm.-    i+ -  + SZ  + 


n        ""  n         ~  n 


u.  s.  w. 
1 


j_(n-l)£ 


ako,  weil,   wegen  dr<li  offenbar  die  Brüche 

X      ^Ix      Zx      ^x  (n*"l)a: 

9t       n         n        n  n 


")  Dass  man  ip  dietem  Falle  nicht  wie  im  Torhergehenden  aach 
x=l  teUen  kann,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  für  diesen  Werth  tou  x 
4er  bjperbolbche  Flachenraum ,  anf  den  hier  Allee  ankommt,  keine  end- 
Bdie  Tillig  bestimmte  Grösse  mehr  sein  wurde,  was  hier  nur  so  lange 
4w  Fatt  ist,  als  jr<l  ist. 


••    •-  • 


.  9ar%UU^^mr  lehn  tom  Mer  ifUaätiaur  der 


«tomiliob  Meiner  «U  ^e  EiDheU  sind,  nach' dam  schoo  ebee  an- 
geivaodteo  Saftige  von  den  geomeCriachen  Progresaienen :        ^ 


.     2j:      2«^«      2»ar»      2*a:* 
,     3^      3^0:*     3»ar»     3*ar* 


«         n" 


nr 


a.  8.  w. 


oder,   wenn  man  die  Vertikalreihen  sumroirt: 

T^Sri     f      ^1      ,  1+2+3  +  ....  4^  (n-^l) 

w  '  n 

P+2«  +  3«  +  .„.+(n-l)^^^ 
+ z« ^ 


I»  +  2»  +  33+....  +  (n-l)» 


n^ 


^  IM:24_+3HK^^(n - 1)*    . 


n" 


also 


+  ;,.Lim*-!+^!  +  3»+  ••+(«-1)» 


n- 
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oad  folgiich  nach  ^eni  schon  oben angefrandten  arithmetiacben  Satze: 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung 


^ÄPe  =  ~loghyp(l~j:), 
so  erhSit  man: 

-loghyp(l— ^)=:a:  +  4j:«+Jar'  +  i«*+i^*+.... 
oder 

.loghyp(l — ar)=— or— iar*— Ja:' — \x^ — Jar*— -.., 

wobei  bekanntlich  vorausgesetzt  worden  ist,  dass  or  <  1  sei. 
Es  ist  also  hiernach,  indem  man  x  immer  positiv  nimmt: 

loghyp  (1  +  or)  =  o: — fjr*  +  J;r' — \a^-{-\x^ — .... 

flir  jtT  1,   und 

loghyp  (1 — or)  =— ;i; — ia:'  —  \x*  —  {x!^  —  kx^  —  .... 

Ifr  x<l.  iVimmt  man  nun  aber  x  positiv  und  negativ,  so  kann 
nao  diese  beiden  Gleichungen  offenbar  in  die  eine  Gleichung 

loghyp(l  +  ;r)=a:  — ia:*  +  far»  — lar*  +  ia?*— ..•. 

lasammen fassen ,  wenn  man  nur  voraussetzt,  dass  x  stets  gros- 
ser als  — 1  und  nicht  grOsser  als  -f  ^  sei,  was  man  in  der 
Kurse  auf  folgende  Art  zu  schreiben  pflegt: 

loghyp(l+a-)  =  jr— 4a:«+Ja:»— l:r*+lar»-.... 

Bezeichnen  wir  die  Basis  der  durch  loghyp  bezeichneten  hy- 
perbolischen Logarithmen  wie  in  I.  durch  e,  und  jetzt  ferner  die 
Basis  der  durch  log  bezeichneten  Logarithmen  durch  B^  so  ist, 
weon  N  eine  beliebige  positive  Zahl  bezeichnet: 

m 

also 


\merunert:    Eiemeni.  Darsieli.  der  Lehre  van  der  Quadraiur  der 

folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  zuerst  die 
durch  log»  dann  die  durch  loghyp  bezeichneten  Logarithmen  nimmt: 

logiV.log^  =  loghyp  iV.loge> 

log  N.  loghyp  B  =  loghyp  N.  loghyp  e ; 

also,   weil  logi9=1,   loghype  =  1   ist: 

log  iV  =  log  e .  loghyp  N, 

woraus  sich  die  Gleichung 

1 


logC=r 


loghyp  B 
oder 

löge,  loghyp  fi=:  1 

ergiebt.    Setzt  man  der  Körze  wegen 

""    o    ""  loghyp  B ' 
«o  ist   nach  dem  Obigen: 

log  iV=  M  loghyp  iV , 

und  man  muss  folglich  die  hyperbolischen  Logarithmen  aller  Zah- 
len mit  der  fOr  jedes  logarithmische  System  mit  der  Basis  B  con- 
stanten  Zahl  M  multipliciren»  um  die  Logarithmen  för  die  Basis 
B  zu  erhalten 9  so  dass  also  die  hyperbolischen  Logarithmen  ge- 
Wissermassen  die  Grundlage  für  alle  übrigen  logarithmischen  Systeme 
bilden 9  weshalb  man  die  ersteren  auch  natürliche  Logarith- 
men genannt  hat  und  durch  das  mit  loghyp.  gleichbedeutende 
Zeichen  lognat..zu  bezeichnen  pflegt.     Die  Zahl 

^^ ""loghyp Ä  ""  lognatS 
heisst  der  Modulus  des  logarithmischen  Systems  mit  der  Basisi?. 

Weil  nach  h  bekanntlich 

2 
Cloge=:2  oder   C=j — 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
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C=Tö  oder  iC=-mi> 

Qod  die  Constante  C  kann  also  aus  dem  Modulus  M  immer  leicht 
berechnet  werden.  , 

Der  Modulus  M  wird  aber  mittelst  der  Formel 

1  1 


J!f= 


loghyp^       lognat^ 


auf  folgende  Art  berechnet. 

Eis  sef  N  wieder  eine  beliebige   positive  Zahl,    die  grosser 
als  Null  ist.    Setzt  man 

1  —  X 

■nd  bestimmt  aus  dieser  Gleichung  x^  so  erhftit  man: 


X  = 


N^\' 


wo  der  absolute  Werth  von  x  offenbar  Immer  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist,   und  folglich 

also 

N—\  A— 1 

lognat  A=  lognat  (1  -f  y^)  —  lognat  ( 1  —^r\}' 

Naii   Ut  aber  nach  dem  Obigen,    weil   der  absolute  Werth  ron 
irr-i    kleiner  als  die  Einheit  ist: 

also,    wenn   man  snbtrahirt,   nach   dem  Obigen: 


rmm^f^:    ADnHüL  BmnuiL  der  Lehre  t&n  der  QmaäreOiur  4er 

«MMi»   W4MM  9mm  bWria  N^  fär  N  setzt,  wo  N  wieder  eine  Null 
i^H^naot^^Mide  p<M^itive  Zahl  sein  soll,   weil 

lognat.iV»— 2lognatiV 
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ttftittelst  welcher  F(M|||el  man  den  natQrlicheo  oder  hyperboliscbea 
Logarithmus  jeder  null  Obersteif^enden  positiven  Zahl  N  berech- 
nen kann,  so  dass  also  diese  Formel  die  eigentliche  Grundlage 
der  Berechnung  der  Tafeln  der  natörlichen  oder  hyperbolischen 
Logarithmen  bildet. 

Will   man  logiV  für   die  Basis  B  finden,   so  moss  man  den 
entsprechenden  Modulus  M  kennen,  weil  dann 

logiV  =  ;iflognatiV 

ist.    Nun  fst  aber  nach  dem  Obigen 

*=i^tB' 

also  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  man  B  für  iV  setzt: 
1 

Ueberhaupt  hat  man  für  logiV,  wo  immer  B  die  Basis  ist,  den 
folgenden  Susserst  merkwürdigen  Ausdruck: 

B^^X^'KBHO   ^^\B^+lJ   ^  '\B^+lJ  ^"' 

mittelst  welches  sich  der  Logarithmus  jeder  beliebigen  Null  Aber» 
steigenden  positiven  Zahl  N  für  jede  beliebige  Basis  B  berechnen 
Ittsst^  und  auf  dem  also  die  Berechnung  der  logarithmischen  Tafeln 
für  alle  logarithmischen  Systegie  lediglich  beruhet 

Was  die  Constante  C  betrifft,   so  ist  nach  dem  Obigen  be- 
kanntlich 

2 


Hfper^ei  u. 4er  tke^He  der  kpperM*  oder  nmt&ri.  L0ifarnhmen.\W 
also 

■ittebt  welcher  Formel  der  Werth  der  Coostanten  C  (lir  jedes  belie- 
bige logarithiiii9ehe  System  mit  der  Basis  B  berechnet  werden  kann. 

Aus  dem  Bisherigen  sieht  man,  dass  man  die  Lehre  von  der 
Qoadrator  der  Hyperbel,  und  in  Verbindung  damit  die  Theorie  der 
BatSrIichen  oder  hyperbolischen  Logarithmen,  hauptsächlich  deren 
Darstellung  durch  unendliche  Reihen,  so  wie  die  darauf  gegrOn- 
Me  vollständige  Theorie  der  Berechnung  der  logarithmischen 
Tafeln,  durch  ganz  elementare  Betrachtungen  mit  einer  den  An- 
sprüchen der  neueren  Analysis  vollständig  genügenden  Strenge, 
■ad  einer  vollständigen  Uebereinstininiqng  mit  den  durch  diese  ' 
letstere  Wissenscbaft  gewonnenen  Resultaten,  entwickeln  kann, 
wozu  man  bisher  noch  keine  dem  Zweck  entsprechende  und  den 
■eueren  strengeren  Ansprüchen  genügende  elementare  Methode 
besass.  Ich  bin  daher  geneigt,  es  liir  eine  wirkliche  Verbesse- 
mg  and  wesentliche  Vervollständigung  des  mathematischen  Ele* 
nentar-Uoterricbtn  zu  halten,  wenn  man  sich  entschliesst,  das 
Obige  in  denselben  aufzunehmen,  %vozu  ich  dasselbe  tüchtigen, 
lait  den  neueren  Ansprüchen  der  Wissenschaft  gehörig;  vertrauten 
Lehrern  daher  bestens  zu  empfehlen  mir  erlaube. 


Anhang. 

Wenn  auch  die  elementare  Bestimmung  des  Inhalts  des  kör- 
perlichen Inhalts  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  oder  Hy- 
perbel um  die  Hauptax^  entstandenen  Konoids  allgemein  bekannt 
ist,  so  will  ich  dieselbe  doch,  der  Vollständigkeit  der  vorher- 
Inenden  elementaren  Betrachtungen  wegen,  dem  Obigen  in  der 
Kürze  noch  beifügen. 

Der  kStperttche  Inhalt  des  durch  Umdrehung  von  ^/'Q  (Taf.l. 
ng.  7.)  «m  APszx  entstandenen  KOrpers  sei  V,  so  Ist,  wenn  p 
4eii  Parameter  der  Ellipse  oder  Hyperbel  bezeichnet,  und  im  Fol- 
genden sich  immer  die  oberen  Zeichen^  auf  die  Ellipse ,  die  unte- 
ren auf  die  Hyperbel  beziehen,  indem  man  sich  .r  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  denkt,  nach  den  bekannten  Gleichungen  dieser 
Curven  in  Bezug  auf  den  Schelter  als  Anfang  der  Coordinaten,  für 
ein  in*s  Unendliche  wachsendes  n  offenbar: 
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l+2+3  +  4+....+n 
Lim .  npx^ 


n« 


=znpx^ 


■^  n»  •  2a 

Lim  l±i±i±i±i::i±!? 

■2a  n* 


also  Dach  dem  aus  der  Einleitung  bekannten  wichtigen  arithmeti- 
schen Satze: 


\ 


• 


I 

oder  auch 

weil  bekanntlicb  flir  die  Ellipse  und  Hyperbel 

Ist.  Auch  hier  sieht  man  von  Neuem»  wie  ungemein  leicht  der 
mehr  erwähnte  arithmetische  Satz  zu  den  gesuchten  Resultaten 
fuhrt»  und  wie  sehr  derselbe  daher  die  Aufnahme  in  die  Elemente 
fQr  sich  in  Anspruch  zu  nahmen  berechtigt  ist. 
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VI. 

Zwei  geometrisclie  Aufgaben. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Ph.  fVolfer$ 

za    Berlin. 


in  dem  letzten  Abschnitte  von  Leonhardi  Euleri  ,, Insti- 
totioniini  calcali  integralis  volumen  primuro''  wird  die 
Aaflosang  der  Differential« Gleichungen ,  in  denen  die  Differentiale 
zn  mehreren  Dimensionen  ansteigen,  behandelt  Den  dort  zur  Er- 
lioterung  der  Menden  angeliihrten  verschiedenen  Beispielen  will 
ich  die  zwei  folgenden  hinzufügen «  welche  auch  als  geometrische 
Aufgaben  von  einigem  Interesse  sein  dfirften. 

■ 

Anf^Alie    I* 

Man  soll  die  Curve  bestimmen»  welche  die  recht- 
winkligen Coordinaten  AX  und  ^Fin  gleichen  Abstan- 
den =  a  vom  Anfangspunkte  berührt  und  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  ihre  Tangente  stets  von  AX  und  AY 
Stficke  abschneidet»  deren  Summe  constant  und  =o  ist. 

Auflösung. 

Ist  C  (Taf.  1.  Fig.  8.)  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  die 
Abscisse  AB^-x,  die  Ordinate  BC=y,  ED  die  Tangente,  so  soll 

AD  +  BE:=zu 

•ein.    Bezeichnet  man  nun  den  Winkel  EDX  durch  a,  so  hat  man 
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und  es  wird   die  Bedingungsgleichung 

dy  dy 

oder,   indem  man  dy==pdx  setzt, 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  und  setzt  statt  dy  stets  seioen 
Wertb  pdjCt  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 

2)  (;r  +  y  — 2^a:— a)rf/i=0, 

welcher  einmal  Genüge  geschieht,    indem  man 

dp=:0,   also  p  =  Const.  =  y 

annimmt.  Substituirt  man  diesen  Werth  von  p  in  1),  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curre 

welche  keine  krumme,  sondern  eine  gerade  Linie  ausdrfickt* 
Da  nunftfr^ssO  y  =  a  und  ßir  j?sa  jfs:0  werde» ^11,  so  wird 
aus  3)  im  ersten  Falle 

a  =  — ^j    also  y  =00« 
und  im  zweiten 

0==ya  +  — ^jT,   also  y  =  0. 

Die  Constante  y  wird  mithin  alle  Werthe  von  0  bis  op  annehmen 
können,  und  so  alle  die   geraden  Linien  darstellen,  welche 
fihnlich  so  gezogen  werden,   dass  stets 

AE+AD  =  a 

werde. 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  aber  zweitens  die  Bedingung 

X +y  —  2/jar  —  a=0, 
und  wenn  man  diese  mit  1)  verbindet: 

p«x-3,  =  0  oder  ^:=g=^. 

nnd  aus  der  letzten  durch  Integration 

4)  V"»  =  V^+^. 
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Hier  iat  ß  die  Coostante  der  Integration,  und  da  wieder  für  ar=0 
jf=za  and  fiir  x=a  ^^0  wird,  offenbar 

Macht   man  daher  nun  die  Gleichung 

Vy  ==  yfx±  Sfa 
rational,  so  kommt  man  zu  der  Gleichnng 

welche    offenbar    einer   Parabel   angehört.     Vergleicht    man    sie 
nämlich  mit  der  allgemeinen  Gleichung  vom  zweiten  Grade: 

so  ist   hier: 

ß*  =  AAC. 

A  n  f  9  »  li  e    II. 

Man  soll  die  Curve  bestimmen,  welche,  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  wie  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe,  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Tangente  einen 
eoDstanten  Werth'  =  a  erhält. 

Auflösung. 
Aas  der  vorigen  Gleichung 

folgt  sogleich 
^  sin«=-7rp^==  und  co8tt=  -/—r^-^» 

und  es  wird  alsdann  die  Bedingung  der  Aufgabe  ausgesprochen 
durch  die  Gleichung  g 

p  '^ 

oder 

1)  (y  -  pa:)  V^r+p«  =  ap, 

wo  die  Wurzel  als  zweideutig  betrachtet  werden  muss.  Diffe-» 
reotiirt  man  diese  Gleichung  und  substituirt  statt  dy  seinen  Wertb 
pdx,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
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oder  indem  man  y  mittelst  1)  eliminirt: 

2)  dp[a  +  a:(l+p«)l]=Ö. 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten   w\x  zunächst 

dpzuü^    p=Con8t.:=y, 
und  so  nach  1): 

Da  fiir  ar=0  y=a  und  för  x^=.a  ;y=0,  so  wird  wieder  im  ersten 
Falle  y  =  OD  und  im  zweiten  y=0,  und  es  drückt  daher  die  Glei* 
chung  3)  die  unendlich  vielen  geraden  Linien  von  gleicher  Länge 
a  aus,  Hvelche  man  ähnlich  wie  DE  legen  kann. 

Aus  2)  geht  aber  noch  die  Bedingung  < 

a  +  a:(l+p«)J  =  0 
oder 

'^      dx  ^1 

hervor.    Integrirt  man,  so  wird: 

Für  die  bereits  mehrmals  erwähnten  Grenzwerthe  von  x  und  y 
erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Constanten  ß 

a=^ß±a    und    0=/5; 

damit  also  ß  denselben  Werth  =0  erhalte,  wenden  wir  nur  das 
obere  Zeichen  an  und  erhalten  so  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve : 

6)  y«  =  (al-a:'0», 

w|khe,  wenn  sie  rational  werden  soll,  den  sechsten  Grad  err^cht 

Bemerknng. 

Zum  Schlote  möge  hier  noch  angeführt  werden,  data  diese  beideo 
Aufgaben  bei  Gelegenheit  eines  Wegebaues  entstanden  oder  mir  wenig- 
stens als  solche  mitgetheilt  worden  sind,  indem  die  Ecke,  in  welcher 
sich  Bwel  Wege  nnter  rechtem  Winkel  schneiden,  nach  der  einen  oder 
andern  Weise  abgestampft  werden  sollte. 
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im. 

Ceber  den  Einfluss  des  Yordertheils  und  Hintertheiis 
der  Schiffe  auf  den  Widerstand  des  Wassers. 

« 

Von 

Herrn  Geheimen  Rath  Eckhardt 

7.11    Darum  t  ad  t. 


Schon  Tor  beinahe  80  Jahren  haben  die  franzusischen  Akade- 
■ito  d*  Aletobert,  Bossut  and  Co ndorcet  Versuche  über  den 
HldersliDd  de»  Wasser«  gegen  kleine  Schiffchen  aiigesletlt»  welche 
mk  prisma tischen  Vorder*  und  Hintertheilen  Tersehen  waren «  and 
is  den  Aiemoiren  der  Pariser  Akademie  vom  Jahre  1778  pag.353. 
beschrieben  sind.    In  demselben  Bande  lieferte  Euler  eine  Theo- 
rie daza,   die  aber  keineswegs  mit  den  Resultaten  der  Beobacb- 
teageo  fibereinstimmte»   und  seitdem  ist  diese  wichtige  Materie» 
ab  sn  verwickelt »  unerledigt  geUiebeo.     Durch  eine  andere  wie« 
•easehaftliche  Arbeit  darauf  hingelenkt»  unternahm  ich  es,  die^e 
Versacbt  und  Euler's  Theorie   einer  nochmaligen  Revision  xu 
■oterwerfen,   und  ich  erlaube  mir,   das,    was  ich  gefunden  habe, 
\m  Folgenden  mitsutheilen.     Da  diese  Entwickeinng   von  Euter 
weeig  bekannt  zu  sein  scheint»  indem  bei  sonst  vorzöglicheo  Schrift- 
steHeni»  wie  Eytelwein»   Langsdorf  u.  A.»    gans  abweichende 
4— iehleo  vorkommen,  so  halte  ich  es  für  angemessen,  eine  wSrt- 
Bebe  Uebersetzwig  derselben  hier  vorausfeuscbicken : 


»»• 


,Em  mA  AC  (Taf.  L  Flg.  2.)  die  Aze  des  prismatischen  Schiffs- 
schnabels» welche  die  breite  Seite  desselben  BB  in  C  halbirt 
Setzen  wir  diese  Axe  AC^^a^  die  Seite  AB^zb  und  den  Win- 
kel BAC=i9if   die  Tiefe  Aa=:c,   so  erhalten  whr  i?C=6Sioa. 

Tkcil  XXV.  8 
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Bewegt  sich  nnu  der  Schiffsschnabel  nach  der  Richtung  AC  mit 
einer  Geschwindigkeit  =^v,  wo  r  den  in  einer  Sekunde  durchlau- 
fenen Raum  bezeichnet,  und  nennen  wir  die  Höhe,  von  welcher 
ein  Körper  in  derselben  Zeit  herabfällt,  =^9  so  ergiebt  sich  die 

Hohe,  welche  der  Geschwindigkeit  v  entspricht,  A  =  j-;  wenn  da- 
her das  Wasser  in  der  senkrechten  Richtung  MN  mit  der 
Geschwindigkeit  0  auf  die  Fläche  ^i96a,  deren  Inhalt  bc  ist,  einen 
Stoss  ausübt,  so  wurde  die  Stärke  dieses  Stosses  dem  Gewichte 

einer  Wassermasse  =~7r~  entsprechen.  Da  aber  dieser  Stoss 
unter  einem  Winkel  ^=a  statt  findet,  so  wird  seine  Stärke  durch 

j- (Ör  die  senkrechte  Richtung  MN  auf  die  Fläche  AB 

ausgedrückt  werden  müssen;  hieraus  ergiebt  sich  die  Stärke  des 
Parallelstosses  in  der  Richtung  AC  =:6cSina — j- — i  wo  bcSlna 

die  Hälfte  der  grossten  Breite  BB  ausdrückt    Das  Doppelte  die- 

v^Sina* 
ser  Kraft  =  26c  Sin  a — j giebt  denjenigen  Theil  des  Wider- 
standes, welchen  der  Stoss   des  Wassers  auf  beiden  Seiten  des 
Schnabels    ausübt,    welches   vollkommen   mit   der    gewöhnlichen 
Theorie  übereinstimmt."    Soweit  Euler*). 

Da  diese  letztere  Formel  nicht  mit  den  Versuchen  Gber^n- 
stimmte,  indem  flir  «=0  der  Widerstand  des  Wassers  nicht  eben- 
falls =0  wurde,  so  suchte  Euler  den  noch  übrig  bleibenden 
Widerstand  durch  die  Reibung  des  Wassers  an  dem  ganzen  Kor- 
per 7sU  erklären,  und  gab  dafür  eine  sehr  verwickelte  Formel, 
%relche  sich  ebenfalls  in  der  Ausübung  nicht  bewährte.  Betrach- 
tet man  aber  den  Zweck  näher,  welchen  sich  die  Akademiker 
vorgesetzt  hatten,  so  bestand  er  augenscheinlich  darin,  die  Ab- 
nahme des  Widerstandes  zu  bestimmen,  welche  durch  Anbringung 
von  Schnäbeln  von  verschiedenen  Winkeln  an  der  Spitze  A 
bewirkt  wird,  wenn  die  Breite  des  Schiffes  BB  dieselbe 
bleibt.  Nun  ist  aber  offenbar  in  der  Formel  von  Euler  die 
Seite  AB  constant  und  die  Breite  BB  veränderlich,  welche 
letztere  ftir  a=0  ebenfalls  Null  wird,  während  bei  den  Versuchen 
von  Bossut  das  Gegentheil  statt  fand.  Die  obige,  fihrdas  Prieme 
gefundene  Formel  Ist  daher  (ür  diesen  besonderen  Fall  nicht 


wendbar;   dagegen  gilt  die  allgemeine  Formel  -|— sin«'  f&r    den 


^)  Mem.  de  rAcad^mie  des  scieocet  de  Paris  de  1778.  pag.  697. 
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Piimllel«tos8  in  allen  deojefiigeii  FäUeo,  wo  die  S^te  AB^=>b 
cMMtaot  ist,  wie  z.  B.  bei  dem  Steiierruder,  und  wird  als  Theo- 
ren an  die  Stelle  der  bisherigen  Annahme  gesetzt  werden  mäs- 
•eo,  wonach  sich  der  schiefe  Stoss  wie  die  Quadrate  der  Sinns 
der  Einfallswinkel  verhalten  sollte. 

Um  nun  dieses  Theorem  auf  die  Beobachtungen  von  Bossut 
tnwenden  zu  können,  messen  wir  zuvor  den  Apparat,  welcher 
dibei  angewendet  wurde,  etwas  näher  betrachten.  Derselbe  be- 
cttMl  in  einem  4  Fuss  langen,  2  Fuss  breiten  und  eben  so  tiefen 
Ruillelopipedum ,  an  dessen  Vorder-  und  Hinterfläche  dreiseitige 
Prismen  mit  verschiedenen  Winkeln  an  der  Spitze  befestigt  wer- 
den konnten.  Dieses  Schiffchen  wurde  mittelst  einer  Schnur,  an 
iNieher  ei»  Gewicht  von  162  Pfund  hing,  in  einem  200  Fuss  län- 
gs and  100  Fuss  breiten  Wasserbecken  fortgezogen,  und  die 
Zeit  beobachtet,  welche  dasselbe  brauchte«  um  einen  Weg  voo 
96  Fo88  zorOckzulegen.  Nennen  wir  den  Widerstand  des  Waa- 
mf%  gegen  das  Schiffchen,  wenn  weder  vorne  noch  hinten  ein 
Yvmmm  angebracht  ist,  =  F,  und  denjenigen  Widerstand  des  Was- 
ser», wenn  blos  vorne  ein  solches  Prisma  angebracht  wird«  =9» 
so  kaben  wir»  da  sich  die  Widerstände  wie  die  Quadrate  der 
Geschwindigkeiten,  und  bei  gleichen  Wegen  die  Geschwindigkei- 
tMwie  die  zum  Durchlaufen  derselben  gebrauchten  Zeiten  verhalten: 


F:g)=F«:F'«=T*;<«*), 
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dsker  ^=^.    Mit  dieser  Formel  erhält  man  den  Widerstand 

der  schiefen  Flächen  in  Decimaltheilen  des  Normalstosses  F  aus- 
gedruckt, wie  er  in  der  Tafel  von  Bossut  pag.  372.  der  Pariser 
Memoiren  von  1778  angegeben  ist  und  keineswegs  mit  der  obigen 
Fermel   von  Euler  tibereinstimmt.     Nehmen  wir  aber  den  Mor- 

■alstoss  auf  die  Vorderfläche  F=  — i —  als  die  constante  Einheit 

aa,  mit  welcher  der  schiefe  Stoss  verglichen  werden  soll  (wobei 
wir  den  Stoss  und  Widerstand  für  gleich  annehmen),  so  ist  die 
Differenz  unter  dem  Normal-  und  schiefen  Stoss  nach  dem  Theo- 
rem von  Euler: 

F-9=jii(l-Sin«»)F, 

wo  m  einen  besonderen  CoefBcienten  bedeutet,  der  aus  den  Be- 
ohachtnngen  bestimmt  werden  muss  und  von  der  Gestalt  des 
schwimmenden  Körpers  abhängig  ist.    Hieraus  folgt  aber: 


*)  Für  gleicliforaiig  betohleanigte  Bewegung. 


llßSekkardt:  Veber  den  Sinfluss  det  Vordertkeiii  u.  mnterikeiit 


F— .m  (]  —  SiD  a>)  F=  (1  — m  +  m  Sin  o>)  F=  9». 
Setzen  wir  I — m  =  C,  so  erbaiteo  wir: 

F(mS\ntfl+C)  =  q>. 

Aus  den  Beobachtungen  folgt  m=:0,6  und  hieraus  C=0,4; 
daher  ist  die  Formel,  welche  auf  dem  Euler 'sehen  Theorem 
beruht  und  Air  die  Beobachtungen  von  Bossut  eingerichtet  ist: 


^=0,6  Sin  «»+0,4. 


(I) 


Bestimmen  wir  nun  die  Werthe  von  p   (Gr   die    verscbiedcnea 

Winkel  an  der  Spitze  der  Prismen,  sowohl  aus  den  Beobaebtua- 
gen  von  Bossut,  als  nach  dieser  letztem  Formel,  so  ergiebt 
sich  daraus  folgende  Zusammenstellung: 


Relativ.  Widentand  % 

F 


Beobacht.  I   Formel 


Relativ.  Widenitad  j^ 


Beobncbt.)  Farmel 


900 

84 

78 

72 

66 

60 

54 

48 


47^44 

47,22 

46y44 

45,35 

43.75 

41,84 

39,60 

38,05 


1,0000 
0,9908 
9683 
9138 
8505 
7779 
6933 
0,6433 


1,0000 
0,9892 
9610 
9160 
8566 
7894 
7174 
0,6460 


42» 
36 
30 
24 
18 
12 
6 


35",78  1 

0,5689 

34,85 

5397 

33,05 

4853 

31.61 

4440 

30,53 

4142 

30,23 

4061 

30.01 

4003 

30,00 

nirM  ttt- 

adUet 


0,5794 

5218 
4750 
4402 
4174 
4054 
4001 
0,4000 


Aus  dieser  Zusammenstellung  ersieht  man,  dass  die  auf  dem 
Theorem  von  Euler  beruhende  Formel  (I)  nicht  wie  die  bisheri- 
gen nur  liir  die  grossem  Winkel»  etwa  bis  zu  60^  herab,  mit  den 
Beobachtungen  übereinstimmt,  sondern  selbst  für  die  kleiosteo 
Winkel  Resultate  liefert,  welche  mit  den  angestellten  Versocbeu 
im  Einklang  sind.  Diese  Uebereinstimmung  bürgt  nicht  blos  für 
die  Richtigkeit  der  zum  Grunde  gelegten  Theorie,  sondern  giebt 
auch  noch  ein  schönes  Zeugniss  für  die  Sorgfalt  und  Genauigkeit 
ab,  mit  welcher  diese  Versuche  Ton  den  franzosischen  Akademi- 
kern angestellt  worden  sind.  Es  ist  nur  Schade,  dass  nicht  eben 
80  zahlreiche  Versuche  auch  Rir  den  Fall  angestelK  worden  sind, 
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w»  die  PrisroeD  am  HhitertiMne  des  Schlfehens  aogebrachi  warea, 

aar  fillr  drei  Winkel,  nänlieh  filr  ^,  24«  und  I2f>,  Beob- 

rngen  Torhandeo  sind ;  wir  wollen  jedodi  versachen ,  ana  di^ 

MO    wenigen    Angaben    einige    allgemeine  ReavHate   z«   ziehen. 

Betrachten  wir  das  Schiffchen  während    der  Vorwärtsbewegung, 

M  wird  man  am  Hintertheil  einen  leeren  Raaro  bemerken,    den 

iu  Ton  Torne  nach  hinten  strömende  Wasser  ausznfiQllen  sucht. 

Kodnrch  entsteht  ein  Stoss  auf  das  Hintertheil  des  Schiffchens, 

iMch  dem  auf  das  Vordertheil,  nur  mit  verminderter  Gescbwin- 

^e\t  und  in  entgegengesetzter  Richtung,  so  dass  der  Stoss  auf 

das  Vordertheil  durch  den  Stoss  auf  das  Hintertheil  eine  Vermin- 

«kroog   erleidet     FGr  die  am   Hintertheil   angebrachten  Prismen 

fpebt  daher  die  Theorie  eine  ähnliche  Formel,  wie  die  oben  ent* 

wickelte,    nur  mit  einem  andern  Coefiicienten ,   nämlich: 

0 

^=ot'Sui«»  +  C'.  (II) 

OS 
Ffir  m'  findet  man  aus  den  Beobachtungen  den  Werth  =-^ 

25 
=0.167,    woraus  C'=-^  =  0,833  folgt    Man  erhält  hiermit  fol- 

Seode,    mit  den  Beobachtungen  gut  übereinstimmende  Resultate: 


Wiilcel 

Zeitdaaer 

Relativer  WidenUnd 

9' 

F 

a 

/ 

Reobacht. 

Formel 

Differ. 

48» 

44*,80 

0.8918 

0,9017 

0.0096 

240 

43",86 

0.8544 

0,8445 

0,0099 

120 

43",49 

0.8404 

0.8348 

0.0066 

indem  die  Abweichung  der  Formel  von  den  Resultaten  der  Beob- 

aditangen  nur  hilchstens  |gg  beträgt,  womit  man  zufrieden  sein 
kann. 

Soll  endKch  die  Verminderung  des  Widerstandes   gefanden 

werden,  welche  durch  gleichzeitige  Anbringung  von  prismatischen 

Spitzen  sowohl  am  Vordertheil,    als  am  Hintertheil   des  Schiff- 

ebens  entsteht,  so  wird  es  am  bequemsten  sein,  die  Verminde- 
rn 
rvDg  sowohl  für  das  Vordertheil  1  — ^=Z>,    als  fiSr  das  Hinter- 

dieil  1  ^  ^  =  D'   für    die   verschiedenen  Winkel  zu   berechnen» 


llSEekhardf:  üeter  denJSüt/tuss  des  VerdertkeilM  eic.  derSckilTe  etc. 

damit  man  sie  in  vorkommenden  Ftilea  beliebig  combiniren  kann. 
leb  setze  eine  solcbe  Tabelle  zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen 
hierher,  welche  so  lange  dienen  kann,  bis  darflber  weitere  Beob- 
achtungen bekannt  werden. 


Verminder.  im  dem 

Verminder,  an  dem 

Halber  Winkel 

Yordertheil 

Hintertheil 

an  der  Spitze 

l-?^  =  Z? 

1    ^„-z?' 

a 

F 

F 

900 

0,0000 

0,0000 

84 

0,0096 

0,0028 

78 

0,0385 

0,0107 

T2 

0,0838 

0,0233 

S6 

0,1426 

0,0396 

60 

0,2103 

0,0584 

54 

0,2823 

0,0783 

48 

0,3538 

0,0983 

42 

0,4203 

0,1162 

36 

0,4782 

0,1328 

30 

0,5250 

0,1458 

24 

0,5596 

0,1554 

18 

0,5823 

0,1618 

12 

0,5946 

0,1652 

6 

0,5993 

0,1665 

0 

0,6000 

0,1667 
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Wenn  auch  die  Art,  wie  die  prachtvolle  Sternwarte  za  Cin* 
cinnati  in  Amerika  entstanden  ist,  gewiss  jedem  Mathematiker 
«nd  Astronomen  im  Allgemeinen  bekannt  ist,  so  glaube  ich  doch, 
du6  es  den  Lesern  des  Archivs  nicht  unangenehm  sein  wird ,  wenn 
icb  ihnen  darüber  die  folgenden,  aus  dem  mehrfach  interessanten 
Bflcbe:  Wanderungen  zwischen  Hudson  und  Mississippi 
1851  and  1852,  von  Moritz  Busch.  Erster  Band.  Stutt- 
gart and  Tübingen.  1864.  S.  218- S.  223.  ^tlehnten  näheren 
iMUüs  mittheile.  Grunert. 

«Wer  da  Zweifel  hegl,  daec  die  Welt  au«  Nichts  geschaffen  wurde, 
dcr/^e  bin,  sehe  sich  die  Sternwarte  von  CiDcinnaCi  an,  lasse  sich 
ikrs  Geschichte  ersihlen  und  sage:  pater  peccavi.  Sie  ist  ihrem  Ur- 
spnuige  nach  ein  vollständiges  Wunder,  in  ihrem  Bestehen  ein  riihro- 
veilee  Monument  der  Kühnheit  und  Unermudlichkeit  ihres  Begrnnders, 
m/k  in  ihrer  Ausstattung  ein  lauter  Protest  gegen  die  Ansicht,  dass  die 
Aaerikaner  Ver&chter  der  Kunst  und  Wissenschaft  seien.  Professor 
Mit  che!,  in  dessen  Kopfe  der  Plan  daan  entsprang,  ist  einer  von  den 
Tjpen  des  Yankeethnms,  an  denen  man  es  achten  lernt.  Zäh  wie  Gummi, 
mwiderstehlich  wie  ein  Steinbohrer,  in  allen  Sätteln  gerecht,  drängen, 
wiadea  nad  pressen  diese  Naturen  sich  durch  jedwedes  Hinderniss  hin- 
durdi  und  dem  Ziele  an,  scheine  es  auch  unerreichbar.  Immer  toII 
grossartiger  Pläne,  erkennt  ihr  eiserner  Wille  keine  Unüberwindlichkeit 
aa,  und  nie  verlegen,  baut  ihre  Klugheit  sirh  Brücken  selbst  über  Un- 
■Mglichkoiten.  Von  armen  Eltern  stammend  und  früh  verwaist,  sah 
M itehel  sich  im  iwolften  Jahre  geiwungen,  als  Ladendiener  in  ein 
Kramgeachäft  an  Xeuia  in  treten,  eine  Stellung,  die  seinen  anfstreben- 
doo  GeSst  alCht  hinderte,  ileissig  Griechisch  und  Latein  lu  treiben. 
Fnafrelan  Jahre  alt  bewarb  er  sich  um  eine  Freistelle  in  der  Kriegs- 
schale SU  Weatpoint,  und  als  er  diese  durch  Verwendung  von  Gönnern 
erlangt,  wanderte  der  Knabe  durch  eine  Wildniss  Ton  siebenhundert  Bf  ei- 
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lea  aos  Ohio  «n  den  Hodson,    traf  mit  eineto  Hansen  auf  dem  Rucken 
and  25  Cent  baar  Geld  in  der  Tasche  in  Westpoint  ein  and  widmete  «ich 
nan   dem  Stadiam   mit   solchem   Eifer,    dass  er  nach   Verlanf   Ton   ▼ter 
Jahren  bereite  inm  Professor  reif  war.     Die«   war  1829.    Im  folgeodea 
Sommer  leitete  er  die  Vermessung  von  swei  pennsylvantschen  Eisenbah- 
nen,  und  1832  nah  man  Ihn  am  Gerichtshöfe  von  St.  Ang^stine  in  Flo- 
rida  als  SachTerwalter  plaidiren.     Dieses   Geschäft   setzte  er  später  in 
Cincinnati  fort,   bis   er   endlich  durch  einen  Ruf  als  Lehrer  der  Mathe- 
matik and  Astronomie  einen  Wirkungskreis  erhielt,    in  welchem  er  sei- 
ner Mission   näher  gerückt  war.     In  dieser  Stellung  entstand  und   reifte 
in  ihm  der  Gedanke  cur  Gründung  eines  Observatoriums.    Dies  war  allem 
Anscheine  nach  ein  so  tolles  Unternehmen,  als  je  eines  im  Gehirn  einet 
Schwärmers  gesprosst    Weder  ein  Plats,  noch  Geld  aar  Errichtung  eioer 
derartigen  Anstalt   war  ▼orhanden.     Das  Interesse  am   fernen  Sternhim- 
mel war  unter  Leuten,  die  bisher  nur  fnr  das  Allernächste  Sinn  gehsht, 
erst  zu  wecken,    und  fast  dreissigtausend   Dollars   waren   alleiu  fnr  das 
CJebSude  und  die  erforderlichen  InstrnraentA  aufzutreiben.     Dma   waren 
üble  Aussichten.    Aber   Mitchel  hatte  das   Ange,    welches   dnrcJi  alle 
Schwierigkeiten  hindnrchschaat.    Er  machte  seine  Berechnung ,  griff  das 
Werk  an  und  —  Hut  ab  vor  Meister  und  Bauleuten!  —  nach  vier  Jah^ 
ren  stand  es  da,  so  stolz  und  so  yollkommen,  wie  es  in  der  Idee  seines 
Urhebers  Torgebildet  gewesen,  die  einzige  Sternwarte  auf  der  Welt,  die 
▼om  Volke,   von  den  Massen  errichtet  worden« 

Das  Erste,    woran  Mitchel   zu  denken   hatte,    war  die  Gründnag 
einer  Gesellschaft  für  seinen  Zweck.    Diese  kam  1842  zn  Stande,   und 
seltsam  —  sie  zählte  unter  ihren  Mitgliedern  mehr  als   achtzig  Procent 
Handwerker  und  Kauf  lente.    Das  Nächste  war  ein  geeignetes  Stack  Grund 
ond  Boden  fnr  das  Gebäude.    Man  wendete  sich  an  Longworth,  den 
reichen  Landeigenthumer ,  und  er  bewilligte  einen  Strich  von  Tier  Acres, 
ohne  irgend  welche  Zahlung  dafür  zu  beanspruchen.    Ein  drittes  Hanpt- 
erfordemiss  waren  Instrumente,    und  um  diese  wurde  ungesäumt  an  das 
Frauen  ho  forsche  Institut  geschrieben  and  ein  Contract  wegen  Liefe- 
rung eines  grossen  Telescops   abgeschlossen,    dessen  Kosten    sieh   aaf 
nicht  weniger  als  9500  Dollars  beliefen.     Als  am  9.  NoTember  1849  der 
Grnndstein  zum   Gebäude  gelegt  wurde,    war  Ton  dieser  Snmme  noch 
kein  Drittel  eingezahlt,  und  da  dieselbe  bei  Vollendung  &e9  hstruments, 
welche  für  den  Juni  1844  erwartet  wurde,  Tollständig  abgeführt  weiden 
mnsste,    so   war    die  Hauptsorge  zurörderst   die  Einsammlang  der  bis 
jetzt  bloss  anf  dem   Papiere  befindlichen   Beiträge.     Diesem  Creacbäfte 
hatte  sich  Mitchel  selbst  zu   unterziehen,    und  obscfaon  daa   Jtthr  fir 
Handel  ond  Wandel  ein  ungünstiges  war  und  er  in  Folge  deeaen  bnui« 
eher  Weigerung  und  mancher  Vertrustung  anf  später  begegnete,    sah  er 
sich  nach  Verlauf  eines  Monates  doch   im  Stande,   8500  Dollara  mi  eli- 
cassirten  Geldern  in  die  Hände  des  Schatzmeistern  der  Crlaellidiaft  zu 
legen.     Ueberdiess  hatte    er  fernere   zweitausend  Dollar«  In  Wechseln, 
zahlbar  „in  trade**,  d.h.  in  Zimmermanns-,  Maurers-,  Tischlers-  und 
Glasersarbeit,    in  Stiefeln  und  Sclnihen,    in  Selmitt*  aad  Blaan^ 
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ia  Sp^ck",  Gel,  Mehl,  kara  —  hier  so  Lande  ein  sehr  gewöhnli^e«  Ver- 
fahren, —  in  allerlei  Handelfartikeln  und  Lei«ftangen,  erhallen.  Allein 
Mch  immer  fehlten  dreltansend  Dollar«,  nm  die  leCfele  RimeMo  nack 
Earepa  an  besahlen.  Diese  an  erheben,  entwarf  Mitehel  eine  Liale 
der  reicliaten  Bärj^r  Cincinnatis.  Acht  Namen  auf  derteihen  hatten  den 
Beirag^  Ton  800,  sehn  die  Summe  von  100,  die  Uehri^en  60  Dollar«  neben 
■ich,  niHi  «iehe  da,  der  Professor  der  Mathematik  hatte  «o  genau  ga- 
rechnet,  daaser  bei  Vorlegung  seiner  Liste  nor  in  einem  einzigen  Falle 
eich  geianscht  fand.  Die  hierdorch  ausfallenden  200  Dollar«  wurden  an* 
dcrweiiig-  beschafft,  und  als  der  Zahlongstermln  erschien,  war  das  er* 
/brderlictie  Geld  bereit. 

Hiermit  Jedoch  waren   die  Aussichten  der  GeselUchaft   auf  Beisteu- 
era  in  Baarzahlungen  erschöpft  und  kein  Cent  verblieb  in  der  Kasse,  um 
ein  Gebäude  zu  errichten,  dessen  Herstellung  mindestens  auf  «echstau- 
•end  Dollars  zu  ▼eranschlagen  war.     Auch   hier  wusste  Mitehel   Rath 
in  schaffen.     Da  sich  kein  Baumeister  gewinnen  Hess,    unter  bewandten 
Umstanden  die  Saclie  zu  übernehmen,  entschloss  der  Professor  sich,  die 
nsthigen    Arbeiter   tageweise   zu   dingen   und   ihre  Leistungen   selbst  zn 
ikerwaclien.     Gedacht,   gethan.    Am    1.  Juni  1844    begann   er  mit  zwei 
Maarern  und  einem  Karren  den   Bau,    welcher,    in   dieser  bescheidenen 
Wase  fortgesetzt ,  wenigstens  20  Jahre  za  seiner  Vollendung  bedurft  hätte, 
vüireod  kraft  der  Schenkungsurkunde  der  Platz  an  Longworth  heim- 
id,  wafera   die  Sternwarte   nieht  bis  zum  Herbste  1845  fertig  wurde. 
Haadert  andere  Schwierigkeiten  erhoben  sich,  aber  nur,  um  dem  Genie 
litehel*«  augenblicklich  zu  weichen.     Man  forderte  einen  übermässi- 
gts  Lahn  für  die  Zufuhr  von  Ziegeln  auf  die  Höhe  von  Mount  Adams, 
and  des  Professor  entdeckte,  dass  sich  das  Werk  auch  ans  Bruchsteinen 
aaiKibren  Hesse,    die  oben,    ganz  in  der  Kähe  des  geschenkten  Lande« 
gewannea  werden  konnten.     Man  verlangte  ferner  zu  hohe  Preise  für  die 
Uerbewchaffung  von  Kalk,  und  Mitehel  errichtete  selbst  einen  Kalkofen, 
der  swar  etliche  Male  oinstnmte,   aber  dem  Bedürfnisse  ganz  wohl   ent- 
sfHmcfa.     Man  berechnete  die  Sandfuhren  zu  theaer»    und  siehe  da,    der 
takuaftige   Direktor    de«   Observatoriums    kaufte    ein  Paar  Pferde    und 
idgte,  indem  er  die  Karren  selbst  vollschaufelte,  auf  den  Berg  trieb  unl 
aa  Ort  und  Stelle  ablud,  den  Arbeitern  praktisch,   wie  viele  Fohren  bei 
gntem  Willen  in  einem  Tage  gethan  werden   konnten.     Noch   ein  Nach- 
thail  der  Lage  war  zu  überwinden.    Es  war  kein  Wässer  näher  zu  haben, 
als   a»  Fasse  der  Hohe,   eine  halbe  Meile  entfernt,    und  es  von  da  her- 
beizohol^,    würde  ausserordentliche  Kosten  gemacht  haben.    Auch  die- 
sen Uebelstande  wurde  flink  abgeholfen.    Der  ProfesM>r  zog  einen  Damm 
^ar  über  eine  Senkung  in   der  Hügelwand   and  hatte   da«  Vergnügen, 
diese  rasch  hergestellte  Cisteme   durch    einige  Regentage    ausreichend 
galnlU  zu  sehen. 

Kach  diesen  Vorbereitungen  wurde  mit  dem  Bau  selbst  angefaagaa. 
Die  erste  Woche,  wie  bemerkt,  mit  nur  zwei  Maurern  arheltend,  er- 
möglichte Mitehel,  der  nicht  bloss  hierbei,  sondern  nach  «I«  Samailat 
von  Beitrigen  die  laaUoaeate  Thitigkeit  entwickelte,  nach  Verlauf  voa 
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aeht  T«g«n  die  Anttellang  einer  doppelten  Zahl.  In  der  dritten  Woche 
wuchs  dieselbe  tu  acht,  in  der  vierten  sa  swansig  Mann,  and  endlich 
waren  nicht  weniger  alt  fänfxig  am  Werke.  Diece  gante  Zeit  über  hatte 
Mitchel  «einen  Pflichten  alt  Prafe«sor  der  Mathematik  and  Philosophie 
Bachsokomroen,  und  von  den  fünf  taglichen  Lehrttnnden,  die  er  im  Col- 
lege zu  ertheilen  hatte,  ward  nicht  eine  vereaumt.  Vor  8  Uhr  Morgens 
waren  bereits  alle  Arbeiter  auf  dem  Bauplatte,  im  Steinbruche,  in  der 
Sandgrube  und  beim  Kalkofen  inspicirt«  Von  8  bis  1  Uhr  hielten  ihn 
seine  Obliegenheiten  im  College  fest,  und  ehe  die  zweite  Stande  geschia* 
gen,  war  der  Unermüdliche  wieder  auf  dem  Baugerüste  oder  mit  Sam- 
meln Ton  Beisteuern  beschäftigt.  Jeder  Samstag  erschöpfte  alle  seine 
Fonds.  Aber  freudigen  Mulhes  begann  er  die  nächste  Woche,  überzeugt, 
dass  auch  in  ihr  der  Ausdauer  ihr  gebührender  Lohn  werden  müsse. 
Häufig  hatte  er  nach  einer  Schuld  so  yiele  Wege  zu  gehen,  als  sie 
Dollars  betrug.  Oft  musste  er  die  auf  Zahlung  in  Handelsartikeln  aus- 
gestellten Wechsel  ein  halb  Dutzend  Mal  umtauschen «  ehe  es  gelang, 
sie  in  baares  Geld  umzusetzen.  Immer  jedoch  war  die  Bankasse  in  der 
Ton  den  Verhältnissen  geforderten  Verfassung,  und  als  der  September 
verflossen,  war  die  Sternwarte  unter  Dach,  ohne  dass  auch  nar  eines 
Dollars  Werth  Schulden  darauf  lasteten. 

Die  innere  Ausstattung  wurde  beinahe  lediglich  von  denen  hescbaffl, 
wel^e  sich  statt  mit  Geld   mit  Arbeitstagen   und  Naturalleistnngeo  on- 
terschrieben  hatten.     Die  eine  Thüre  besorgte   dieser,    die  andere  jener 
Zimmermann.     In   gleicher   Weise  wurden   die  Fensterrahmen  geliefert. 
Ebenso  die  Scheiben,   Bänder  und  Wirbel.    Die  Mehrzahl  der  Schlösser^ 
den  grossten  Theil  der  Dielen  und  Treppenstufen,  der  Oefen  und  Kamin- 
simse bekam    man  unentgeltlich   von  den  Fabrikanten   nnd   Handwerkern 
der  Stadt,    und  kaum   mochte  in  der  Stadt   ein  Haus   aufzufinden  sein, 
welches  in  einer  Ausdehnung  wie  das  Observatorium    auf  Moont  Adams 
der  unmittelbaren  Betheilignng  aller  Classen  der  Bevölkerung  sein  Ent- 
stehen verdankt.     Wir  sind   hergebraclitermassen  die   intelligenten  Deut- 
schen.    Allein   ich   würde   mich   bedacht   haben,    mit  Ja    zu   antworten, 
|[rnn  der  Amerikaner,  dem  ich  die  ot^igen  Notizen  danke,  mich  gefragt 
hätte,   ob  ich   mir  getraue,   daheim  in  einer  Stadt  von   gleicher  Grosse 
mit  Cinrinnati  29  Tischler,  18  Holzhändler  nnd  (andere  Handwerker  un- 
gerechnet)  19   Mitglieder  einer   lobesamen  Schneiderzunft   aufzntreiben, 
welche  willig  wären,  für  ein  Ding  wie  eine  Sternwarte  Summen  zu  nn- 
tcrschreiben ,    wie   ich   sie   hier  auf  der    Liste   erblickte*      Gewiss,    ich 
hätte  mich    bedacht  und   wahrscheinlich  auch  efn  wenig  geschämt,    ob- 
gleich ich  so  gut  wie  andere  Leute   in  Becker^s  Weltgeschichte  gele- 
sen habe,    dass  Keppler    und    Kopernicus    in   Deutschland   geboren 
wurden. 

Eine  detaillirte  Beschreibung  des  Observatoriums  mächte  zo  weit 
fahren.  Es  genüge  daher  die  Bemerkung,  dass  es  ein  massives  Gebäude 
ist,  welches  im  Centrnm  drei,  auf  den  Flügeln  zwei  Stockwerke  hat, 
dass  es  ferner  mit  einem  dorischen  Porticus  geziert  nnd  dass  es  nach 
allen  Selten  ebenso  solid  als  zweckmässig  ansgestattet  ist.     Ausser  dem 
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Bmim,  in  weklieiii  aicli  anf  tteiaeni^m  Fa««gMCell  das  Haoptinttra- 
mnt  der  iinttalt,  da«  gewaicige  Fernrohr^  17}  Fus«  lang  nnd  bU  tu 
1400 Mal  ▼ergrössernd,  erhebt,  nnd  aue«er  mehreren  andern,  den  Zwecken 
4er  Wissenschaft  gewidmeten  Sälen  und  Zimmern  enthält  es  auch  die 
Wshoasg  des  Directors  Mitchell  der  ausser  dieser  Vergünstigung  durch- 
aas  keine  Vergütung  für  seine  Mühe  hat  —  ein  Umstand,  der  «einen 
Eifer  fnr  das  Zustandekommen  des  Unternehmen«  in   um  so  glorreiche- 

tvm  Lichte  erscheint  lässt.'^ 

« 

So  weit  Herr  Moritz  Busch. 

Muge  der  treffliche  Mite  hei,  der  Erbauer  und  gegenwärtige 
Director  der  prachtvollen  Sternwarte  zu  Cincinnati,  noch  lange 
die  Früchte  seines  tu  der  Geschichte  der  Astronomie  ohne  Bei- 
spiet dastehenden  Eifers  in  ungeschwächter  Kraft  und  Gesundheit 
geniessenf  Grunert. 


Ueber  die  traurige  Art  und  Weise,  wie  der  um  die  mathe- 
«atbcfaen  Wis^nschafteo  so  vielfach  verdiente  Vega  seinen  Tod 
\n  den  Wellen  der  Donau  gefunden,  erzählt  der  treffliche  Her- 
aoageber  der  Nouveiles  Annales  de  Math^matiques,  Herr 
0.  Ter  quem  hl  Paris,  in  seinem  ausgezeichneten  und  für  die 
ForderoDg  des  mathematischen  Unterrichts  so  wichtigen  Journale 
Folgendes,  was  in  seinen  Einzelnheiten  den  Lesern  des  Archivs 
gewiss  theilweise  unbekannt  und  deshalb  ohne  Zweifel  interes- 
not  sein  wird.  G. 

Note  du  R^dacteur.  En  1802  Vienne  fut  constern^e  en 
•pprenaot  la  mort  de  Vega,  noyö  dans  le  Danube*).  On  pen- 
•ait  It  nn  suicide,  attribuö,  dit  od,  au  chagrin  qn*un  passe- droit 
bisait  öprouver  au  colonel.  Teile  ^tait  Topinion  publique  sur 
cette  catastrophe,  lorsque,  sept  ann^es  apr^s,  en  1811 ,  un  r^gi* 
ment  d'aTÜUerie  vint  k  passer  Vienne.  L'officier  qui  surveillait  ia 
saOe  duiiessin,  vit  entre  les  mains  d*un  canonier  un  rapporteur 
eo  eulvret  portant  le  nom  de  Vega,  et  le  canonnier  dit  que  le 
bonrgeois  chez  lequel  il  logeait,  lui  avait  pr^t^  cet  rnstrument,  et 
\k  äsait  vrai.  Oe  bourgeois  ^tait  un  meunier;  interrogö  sur  la 
pocsession  de  cet  instrumenta  le  meunier  fit  des  r^popses  embar- 
rasf^en,  et  Ton  se  rappela  que  c*^tait  chez  lui  que  Vega  ötait 
desceoda  pendant  son  sdjour  k  Vienne.  Mis  en  prison,  et  apr^s 
piasiears  interrogatoires«  le  meunier  fit  cet  aveu :  >,Lorsque  Vega 
viit  cbes  moi  en  1802,  javais  uo  tr^s-beau  cheval  auquel  j'^tals 

•)  Kd  en  1764. 
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pasflionn^fiieBt  attacfa^.  Le  colonel  me  demanda  h  diverses  fois 
de  le  lai  veodre.  J'ai  constarament  refiisö;  mais  il  finit  par  offrir 
QD  s\  baut  prix,  que  je  cödai,  et  afin  que  je  ne  puisse  cbanger 
de  r^solution,  il  me  paya  comptant  et  la  livraison  devait  avoir 
liea  dans  la  soMe.  A  llieure  convenue,  neos  rendimes  k  r^corie, 
et  pour  cela  il  fallait  passer  par-dessus  une  passerelle,  jet^e  sur 
le  cours  d*eaa  d^riv^  du  Danube  et  qui  fait  aller  le  moulin.  Ar- 
rivö  sur  la  passereile,  j'eus  un  si  violent  regret  de  me  s^parer  de 
mon  cheval,  que  Tidöe  diabolique  s*enpara  de  rooi  de  garder 
l'argent  et  le  cbeval.  II  faisait  tr^s-obscur.  Le  colonel  marebait 
devaut  moi:  je  lui  donnai  une  forte  secousse;  il  tomba  dans  Feau 
^et  disparut." 

Dapr^s  cette  d^iaration  l'assasin  mourut  sur  la  potence.  Aiosi 
cet  incident  providentiel  lava  d'un  soup^on  injurieux  la  memoire 
du  c^l^bre  artilleur. 

£d  .France,  dans  T^tat  actuel  du  Jury,  le  malbeureux  meunier, 
entratn^  par  un  vertige  momentan^  de  febrile  cupidit^,  aurait  ob- 
teoii  la  faveur  des  circonstances  att^nuantes. 

(NouTellet  Animlet  d«  Math^nmCiqaes.    Avril.  186&.    p.  60.) 


Preisaufgabe  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften« 

Die  Differentialgleicbungen  eines  um  eiqen  festen  Punkt  ro- 
tirenden  Kurpers,  aufweichen  keine  andere  bescbleunigende  Kraft 
als  die  Scbwere  wirkt,  durcb  regelmässig  fprtscbreitende  Reiben 
zu  integriren,  welcbe  alle  zur  Kenntnis«  der  Bewegung  erforder- 
licben  Gr5sseD  explicite  durch  die  Zeit  darstellen. 

Sprache:    Deutsch,  Französisch,  Lateinisch. 

Elnsendungstermin :    1.  März  1858. 

Preis:    100  Ducaten. 

Jede  Bewerbungsscbrift  ist  mit  einer  Inschrift  zu  verseben  and 
diese  auf  dem  Aeusseren  des  versiegelten  Zettels^  wefcher  den 
Namen  und  den  Wohnort  des  Verfassers  enthält ,  zu  wiederholen. 


Druck    fehl 


r. 


S.77.  Z.  8*  V«  o.  hinter  D'D'^Dif'=:70  •ehalte  »an  eioa  D' D" Dl^szi^, 
„78.  >,  1».  V.  a.  sialt  «^Diviaioa  nit  S<'  setze  roaa  „DiTMioa  mit  S*'. 
„  81.   „     8.  ▼.  o.  etat!  „der  Gleich,  a)«*   «etze  man  „der  Gleich.  (3)". 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Almanacb  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften.   Fünfter  Jahrgang.     1855.    Wien.    8. 

Die  vier  frdhere»  Jahrgänge  dieses  Almanachs  sind  in  den 
Liter.  Ber.  Nr.  LX VIII.  S.  873.,  Nr.  LXXVII.S.961.,  Nr.  LXXXVI. 
S.  1.  angezeigt  worden.  Schon  in  Nr.  LXVIII.  S.  873.  haben  wir 
bemerkt,  dass  wir  diese  Publication  der  um  die  mathematischen 
vnd  physikalischen  Wissenschaften  schon  in  der  kurzen  Zeit  ihres 
Bestehens  so  hoch  verdienten  Kaiserlichen  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Wien  für  die  Geschichte  und  Literatur  der  genann- 
ten Wissenschaften  namentlich  deshalb  von  besonderer  Bedeutung 
halten,  weil  in  diesen  Almanachen  vollständige  Verzeichnisse,  wie 
man  sie  sonst  nirgends  antreffen  dfirße,  der  Schriften  von  Män- 
nern enthalten  sind,  denen  die  Mathematik ,  Astronomie  und  Phy- 
sik so  Vieles  verdanken,  wie  Belli  und  Bordoni  in  Pavia, 
V.  Burg  in  Wien,  Carlini  in  Mailand;  Doppler,  v.  Ettings- 
bansen,  GintI,  Haidinger,  Koller,  Kreil,  Kunzek,  ▼. 
Itiiifow,  Moth,  Petzval,  v.  Prechtl,  sämmtlich  in  Wien; 
Santini  in  Padua,  Salomon,  Schrötter  und  Staropfer  in 
Wien,  Weisse  in  Krakau,  a.s.  w.,  wobei  aber  natflriich  auch 
ausserdem  die  nähere  Kenntniss  der  Geschichte  und  Organisation 
einer  gelehrten  Kurperschaft,  welche  für  die  genannten  Wissen- 
schaften von  so  grosser  Bedeutung  ist,  wie  die  Kaiserliche  Aka- 
demie der  Wissenschaften,  ffir  jeden  Mathematiker  und  Physiker 
von  grossem  Interesse  sein  muss.  Was  nun  aber  den  vorliegen- 
den Jahrgang  des  Almanachs  Insbesondere  betrifft,  so  erfordert 
derselbe  auch  wegen  seines  specieilen,   sehr  interessanten   und 
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lehrreicheo  Inhalts  hier  eine  besondere  Anzeige.  Unter  Nr.  III. 
hat  der  General -Secretair  der  Akademie,  Herr  Professor  Schröt- 
ter,  einen  Bericht  fiber  die  Thätigkeit  der  Akademie  fllr  den 
Zeltraum  vom  30.  Mai  1853  bis  dabin  1854  erstattet,  in  dem  von 
Neuem  der  Beweis  (ur  die  ausgezeichnete  Stellung,  welche  die 
Kaiserliche  Akademie  unter  den  Instituten  dieser  Art  gegenwärtig 
mit  Recht  einnimmt,  in  der  deutlichsten  Weise  geliefert  ist.  Dann 
mdssen  wir  besonders  hervorheben  die  von  Sr.  Excellenz  Herrn 
Minister  v.  Baumgartner  als  Präsident  der  Akademie  gehaltene 
Rede  über  den  Zufall  in  den  Naturwissenschaften,  welche 
wir  fär  so  interessant  halten,  dass  wir  sie  unsern  Lesern  in  die« 
sem  Hefte  des  Archivs  vollständig  mitgetheilt  haben,  und  daher 
hier  nichts  weiter  Ober  dieselbe  zu  sagen  brauchen.  Endlich  ent- 
hält auch  die  Rede  des  Herrn  Professors  E.  BrQcke:  „fiber 
dieArbeitsthiere"  so  viel  Interessantes  und  Wichtiges  fiber 
die  Leistungen  der  Arbeitsthiere  in  Rficksicht  auf  Physik  und 
Mechanik,  dass  wir  auf  dieselbe  hier  besonders  hinzuweisen  uns 
ffir  verpflichtet  halten,  so  wie  wir  denn  diesen  Almanach  fiber- 
haupt,  aus  den  oben  ausffihrlich  dargelegten  Grfinden,  in  jeder 
Rficksicht  unseren  Lesern  zu  besonderer  Beachtung  empfehlen. 

Almanach  der  Königlich  Baieriscben  Akademie  der 
Wissenschaften   ffir   das  Jahr  1855.    Mfinchen.    8. 

Die  kuDiglich  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  hat 
AlmanaAe  ffir  die  Jahre  1843,    1844,    1845,    1847.    1849  und  so 
eben  den  ffir  das  laufende  Jahr  1855  veröffentlicht.    Wenn  schon 
an   sich  die  nähere  Kenntniss   der   Geschichte  und   der  inneren 
Organisation    wissenschaftlicher    Institute    und    gelehrter  Körper- 
schaften von  so  hoher  Bedeutung,  wie  die  am  28.  März  1759  ge- 
stiftete Königliche  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften   zn 
Mfinchen,   welche  sich  auch    hauptsächlich   die  Bearbeitung  und 
Vervollkommnung  der  mathematischen  und  physikalischen  Wissen* 
Schäften  zur  Aufgabe  machen ,  ftir  jeden  Liebhaber  dieser  Wissen- 
schaften von  dem  grossten  Interesse  sein  muss,  so  gewinnt  der 
vorliegende  Almanach  noch  dadurch  ftir  die  Geschichte  und  Lite- 
ratur  der   genannten  Wissenschaften    an   besonderer  Bedeutung, 
weil  er  vollständige  Verzeichnisse,    wie  man  sie  sonst  nirgends 
antrifft,  der  Schriften  von  Männern  enthält,  denen  die  Mathematik 
and  Physik  und  die  fibrigen  Naturwissenschaften  so  Vieles  ver- 
danken,   wie,  um  nur  Einige  zu  nennen,  Steinheil,   Lamont, 
Sebafhäutl,    Seidel  und  Kuhn  in  der  Mathematik,    Astrono- 
mie und  Physik;  wie  Büchner,  Liebig,  Vogel,  Scliafhfiutl, 
Pettenkofer  in  der  Chemie;    wie  ▼.  Martins  in  der  Botanik, 
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r.  Fucbs  hl  der  Mineralogie,  v.  Schubert  in  der  allgemeinen 
Natorgeschicbte,  u.  s.w.  Ausserdem  enthält  dieser  Almanach ,  den 
wir  hier  mit  besonderem  Vergnügen  anzeigen»  auch  ein  voilstSn- 
diges  Verzeiclyniss  der  von  der  Akademie  herausgegebenen  selbst- 
stftndigen  Schriften  einzelner  Verfasser  und  Verzeichnisse  des 
Inhalts  ihrer  Denkschriften ,  auch  auf  S.  1.  —  S.  75.  die  sehr  in- 
teressante Geschichte  ihrer  Entstehung  und  der  verschiedenen 
PJia^en  ihrer  weiteren  Entwickelung  bis  jetzt,  ihre  zu  verschiede- 
nen Zeiten  gegebenen  Statuten,  Nachrichten  über  ihre  neuesten 
wissenschaftlichen  Arbeiten  und  Unternehmungen  u.  s.  w.,  was 
Alles  diesen  Almanach  ftir  jeden  Mathematiker  und  Physiker,  na- 
mentlich in  Rücksicht* auf  deren  Geschichte  und  Literatur,  zu 
einer  sehr  interessanten  Erscheinung  macht,  weshalb  wir  densel- 
ben daher  hier  zu  sorgfältigster  Beachtung  recht  sehr  empfebleQ» 


Arithmetik. 

Bahnen  höherer  Gleichungen  und  neue  Arten  der 
Losung  und  Näherung  von  J.  Riedl  v.  Leuenstern.  Mit 
eilf  gestochenen  Tafeln.    Wien.  1852.    4. 

„Die  Bahn  einer  homonymen  Reihe  von  Zahlengleich nngen 'S 
sagt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  3.  seiner  Schrift,  „ist  eine  Krumme 
von  der  Ordnung  der  hrichsten  Potenz  in  ihrem  Ausdrucke,  deren 
Abscissen  (;r)  veränderliche  Werthe  des  letzten  Gliedes  der  Ein- 
zelgleichungen, die  Ordinalen  {y)  aber  die  jedem  dieser  Werthe 
entsprechenden  Wurzeln  sind.  Sie  bedingt  demnach  eine  Glei- 
chung zweier  Verfinderlichen ,  deren  eine  nur  einmal,  und  zwar 
in  der  ersten  Potenz,  die  andere  in  Gliedern  mit  verschiedenen 
Potenzen,  Factoren  und  Zeichen  erscheint;  diese  bestimmen  das 
Gesetz  der  Krummen  und  sind  ftir  jede  gegebene  Bahn  unverän- 
derlich." —  Es  ist  nicht  ganz  leicht,  den  Zweck  und  die  Absicht, 
welche  det  Herr  Verfasser  bei  Ausarbeitung  und  Publication  die- 
ser Schrift  hatte,  in  ganz  kurzen  Worten,  wie  es  die  Natur  die- 
ser literarischen  Berichte  nOthig  macht,  anzugeben.  Indess  mag 
man  im  Allgemeinen  der  Wahrheit  am  nächsten  kommen,  wenn 
man  sagt,  dass  in  derselben  die  Darstellung  der  Functionen  der 
Gleichungen  durch  Curven  gezeigt,  besonders  und  zunächst  HOlfs- 
mittel  zur'  Ataftuchung  von  hf^^onders  hervortretenden  Hauptpunk- 
ten dieser  Curven  angegeben  worden  sind,  deren  Benutzung  zur 
Cobstmction  der  in  Rede  stehenden  Curven  gezeigt,  und  alles 
Aeses  zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  durch  Mibe- 
mog  angewandt  worden  Ist,  wobei  der  Herr  Verfasset  auch  anf 
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S.  23.  unter  dem  Mamen  einer  Rechenroasdiina  ein  Instrament 
sar  Abkürzung  und  Vereinfachung  der  einschlagenden  Rechnun- 
gen beschreibt.  Die  Beschränktheit  des  Raumes  dieser  literari- 
schen Berichte  nOthigt  uns,  die  Leser  des  Archivs  Behufs  nähe- 
rer Kenntnissnahroe  auf  die  Schrift  selbst  zu  verweisen.  Indem 
wir  i|pr  noch  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der  Zelt- 
schrift des  österreichischen  Ingenieur-Vereins.  1863. 
Nr.  13.,  14.,  19.,  20.  und  1854.  Nr.  5.  einige  Nachträge  zu  der- 
selben und  einige  sein  Verfahren  zur  Auflosung  der  numerischen 
Gleichungen  weiter  erläuternde  Bemerkungen  geliefert  hat. 


In  einer  Recension,  wenn  man  Oberhaupt  solche  Machwerke, 
wie  das  nachher  zu  besprechende,  so  nennen  darf,  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  von  Herrn  Professor  Kfilp 
in  Darmstadt,  die  in  einem  der  neuesten  Hefte  der  Gottin- 
ger  gelehrten  Anzeigen  sich  findet,  wundert  am  Schluss 
derselben  ihr  Verfasser,  Herr  Doctor  Schnuse,  —  der  ja  nun 
das  Uebersetzungs- Handwerk  wohl  aufgegeben  und  im  Interesse 
der  mathematischen  Literatur  sich  ganz  auf's  Recensiren  verlegt 
hat,  —  sich  darüber,  dass  das  genannte  Buch  im  Archiv. 
Literar.  Ber.  Nr.  XCIII.  S.  1.  vor  den  meisten  anderen  neue- 
ren Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  höheren  Anaiysis  als  ver- 
dienstlich hervorgehoben  worden  ist,  namentlich  deshalb,  weil 
es  den  Schöler  in  zweckmässiger  Weise  in  den  Geist  der  neue- 
ren, durch  Strenge  und  in  allen  anderen  Beziehungen  vor  der  älte- 
ren so  sehr  ausgezeichneten  Anaiysis  einführt.  Dass  darüber 
Herr  Doctor  Schnuse  sich  wundert,  hat  uns  gar  nicht  ge- 
wundert; denn  wo  so  ganz  und  gar  keine  Kenntniss  und  Ver- 
ständniss  dessen,  was  die  neuere  Anaiysis  erstrebt  und  wodurch 
sie  sich  in  Rücksicht  auf  wahre  mathematische  Strenge  so  sehr 
vor  der  älteren  Anaiysis  auszeichnet,  sich  findet,  wie  bei  die- 
sem Recensenten,  ist  es  ganz  natürlich  und  kann  nicht  im  Ge- 
ringsten befremden,  dass  demselben  solche  Urtheile,  wie  das  im 
Archiv  ausgesprochene,  höchst  wnnderbarlich  vorkommen  müs- 
sen. Wenn  aber  namentlich  Herr  Schnuse,  wie  er  neuerdings 
Öfters  beliebt,  in  seinen  recensirenden  Machwerken  sich  den  An- 
schein eines  Philosophen  oder  philosophischen  Mathematikers  zu 
geben  sucht ,  ßillt  er  im  eigentlichen  Sinne  ganz  dem  Gebiete  des 
Tragikomischen  anheim.  Wir  haben  uns  also  gar  nicht  gewan- 
dert, dass  Herr  Schnuse  sich  über  jene  Anzeige  im  Literari- 
schen Berichte  des  Archivs  gewundert  hat.  Darüber  aber  wun* 
dem  wir  uns,  —  und  nicht  wenige  andere  Mathematiker  sich  mit 
uns,  — schon  lange,  dass  eine  so  berühmte  kritische  Zeitschrift, 
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wie  die  Guttloger  gelehrten  Anzeigen,  ihre  Seiten  immer 
■och  mit  flolclieiitt  sogenannten  Recensionen  füllt.  Dagegen 
bat  es  uns  im  Interesse  der  an  ausgezeichneten  kritischen  Anzei- 
gen anderer  trefflicher  Mitarbeiter  auch  im  Gebiete  der  Mathe* 
malik  ausgezeichneten  Heidelberger  Jahrbücher  4«r  Lite- 
ratur wahrhaft  gefreut,  dass  diese  hochachtbare  Zeitschrift  Herrn 
Schnuse  neuerlich  aus  der  Reihe  ihrer  Mitarbeiter  wohl  gestrichen 
haben  mag,  wie  dies  uns  wenigstens  scheinen  will,  weil  wir 
in  derselben  Herrn  Schnuse  seit  lange  nicht  mehr,  wie  früher 
Öfters,  zu  unserer  ErgOtzung  zu  begegnen  das  Vergnügen  gehabt 
haben.  Wir  hoffen  und  wünschen  uns  nicht  zu  täuschen,  wenn 
wir  die  Meinung  hegen,  dass  diesem  hochachtbaren  Journale  die 
Gottinger  gelehrten  Anzeigen  in  ihrem  eigenen  Interesse 
hietin  bald  nachfolgen  werden.  Grün  er  t. 


Einige  Sätze  aus  den  Anfangsgründen  der  Zahlen* 
lehre  von  Brenoecke,  Director  der  städtischen  Real- 
schule zu  Posen.  (Programm  der  genannten  Lehran- 
stalt von  Ostern  1865.) 

In  diesem  den  Lesern  zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Pro- 
gramm hat  der  Herr  Verfasser  eine  zweckmässige  Zusammenstel- 
lung einiger  der  wichtigsten  Sätze  der  Zahlenlehre  oder  Theorie 
der  Zahlen  geliefert,  und  zunächst  mit  richtigem  Takte  nament- 
lich das  ausgewählt,  was  auch  für  den  gewöhnlichen  arithmetischen 
Unterricht  von  Wichtigkeit  ist  und  zu  dessen  Vervollständigung 
dient,  besonders  also  die  Lehre  von  der  Tbeilbarkeit  nnd  den 
Theilern  der  Zahlen,  die  Kennzeichen  der  Tbeilbarkeit,  und  was 
weiter  hierher  gebort.  Auch  die  Theorie  der  Kettenbrüche  nnd 
ihre  Anwendung  zur  Ausziehung  der  Quadratwurzel  fehlt  nicht. 
Dann  finden  wir  die  Congruenz  der  Zahlen;  das  Fermat*sche 
und  Wilson* sehe  Theorem,  beide  auch  in  erweiterter  Gestalt;  das 
Reciprocitätsgesetz ;  die  quadratischen  Reste  nnd  Nichtreste  und 
vieles  andere  hierher  Gehörige.  Je  weniger  die  höhere  Zahlen- 
lehre  noch  bekannt  zu  sein  scheint,  desto  mehr  verdienen  Schrif- 
ten, wie  die  vorliegende,  Beachtung,  da  dieselben  jedenfalls  ge- 
eignet sind,  dergleichen  wichtigen  Theilen  der  Wissenschaft  eine 
grossere  nnd  allgemeinere  Anerkennung  und  Verbreitung  zu  ver- 
schaffen und  zu  sichern. 


Geometrie. 

Die  Theorie  der  Kreisverwandtschaft  in  rein  geo 
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nietfjscber  Darstellung.  Voo  A.  F.  MObias.  Aas  de« 
Abhandlungen  der  mathematiscfa  •physiseben  Klass« 
der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wlsseo- 
schaften.    Leipzig.  Hirzel.  1855. 

Die  Kreisverwandtschaft  erklärt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  534. 
auf  folgende  Weise :  „Angenommen,  dass  in  zwei  Ebenen  jedem 
Punkte  der  einen  ein  Punkt,  und  nicht  mehr  als  einer,  in  der  an- 
dern dergestalt  entspricht,  dass  von  je  vier  Punkten  der  einen» 
welche  in  einem  Kreise  liegen,  die  entsprechenden  in  der  andern 
gleichfalls  in  einem  Kreise  enthalten  sind,  so  soll  jedes  System 
von  Punkten  der  einen  Ebene  und  das  von  den  entsprechenden 
Punkten  in  der  andern  gebildete  System,  also  auch  jede  Linie 
der  einen  und  die  Linie  der  andern,  welche  die  den  Punkten  der 
erstem  Linie  entsprechenden  Punkte  verbindet,  einander  kreis- 
V  er  wandt  beissen.'' 

„Hierbei  machen  wjr,  dem  Princip  der  Stetigkeit  gemäss, 
noch  die  Voraussetzung ,  dass  von  je  zwei  einander  unendlich 
nahen  Punkten  der  einen  Ebene  die  entsprechenden  in  der  an- 
dern gleichfalls  —  wenigstens  im  Allgemeinen  —  einander  unend- 
lich nahe  sind/^ 

Diese  neue  Art  der  Verwandtschaft,  welche  eine  ziemliche 
Anzahl  merkwürdiger  Beziehungen  darbietet,  hat  der  uro  die  reine 
Geometrie  schon  so  vielfach  verdiente  Herr  Verfasser  in  dieser 
sehr  lesenswerthen  und  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Ab- 
handlung  einer  ausfCbrlicben  Untersuchung  unterworfen,  wobei  er 
sich  zwar  der  rein  geometrischen  Darstellungs weise  bediente,  aber 
doch,  wie  schon  in  seinem  „Barycentrischen  Calcul'^,  die 
Allgemeinheit,  welche  die  analytische  Methode  gewährt,  mit  der 
Anschaulichkeit  der  rein  geometrischen  dadurch  zu  verbinden  suchte, 
dass  er  in  den  Ausdrücken  fiir  Raumgrussen  durch  Nebeneinan- 
derstellung von  Buchstaben,  welche  deren  Begrenzung  bezeich- 
nen, auf  die  Aufeinanderfolge  dieser  Buchstaben  stets  die  gebo- 
rige Rücksicht  nahm,  eine  Darstellungs-  und  Entwickelungsweise, 
von  der  Herr  Mobius  bekanntlich  schon  sehr  viele  fruchtbare 
Anwendungen  gemacht  hat  und  die  zu  allgemeinerem  Gebrauche 
bei  Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  reinen  Geometrie  jeden- 
falls sehr  empfohlen  zu  werden  verdient,  so  wie  wir  denn  über- 
haupt sehr  wünschen,  dass  namentlich  auch  die  vorliegende  ver- 
dienstliche Abhandlung  die  allgemeinste  Beachtung  bei  allen 
Liebhabern  der  feineren  Geometrie  finden  mCge. 

Ueber  das  vergleichende  Maass  der  KSrperwinkel 
von  Joseph  Riedl  von  Leueostern.     Aus  den  natorwis- 


UUraritcher  Berieki  XCfJI.  7 

••nschaftlichtn  Abhaadlungen,  gesammelt  und  durch 
Sabscription  herausgegeben  vod  W.  Haidinger.  II.  Band. 
IL  TheiL  S.  1.    4. 

üeber  die  Summe  der  KSrperwinkel  an  Pyramiden. 
Von  J.  Riedl  von  Leuenstern.  Aus  denselben  Abhand- 
lungen.   III.  Band.  2.  Abtb.  S.  S7.    4. 

Deber  Raute,  Prisma  und  Kegel  in  akronometri- 
scber  Beziehung.  Von  Joseph  Riedl  von  Leuenstern. 
Ans  denselben  Abhandlungen.    IV.  Band.  2.  Abth.  S.  47. 

Diese  drei- in  enger  Verbindung  mit  einander  stehenden»  ^tt* 
reometrische  Untersuchungen  enthaltenden  Abhandlungen  scheinen 
bisher,  unverdienter  Weise,  ziemlich  unbeachtet  geblieben  zu  sein. 
Als  Grundgedanke  derselben,  dessen  weiterer  Entwickelung  im 
Allgemeinen  hauptsächlich  die  erste  Abhandlung  gewidmet  ist, 
kann  man  die  Auffindung  und  Angabe  eines  allgemeinen  Maasses 
der  körperlichen  Winkel  bezeichnen,  durch  welches  dieselben  in 
eben  so  einfacher  Weise  geroessen  und  unter  einander  verglichen 
werden  können,  wie  die  ebenen  Winkel  mittelst  ihrer  bekannten 
Maasse.  Dass  der  Herr  Verfasser  dabei  auf  den  achten  Theil  der 
Kngelfläche  oder  den  sogenannten  sphärischen  Octanten  kommen 
Busste,  war  natfirlicb  und  liess  eich  erwarten;  er  ist  dabei  in  ge* 
wisser  Rflcksicht  zusammengetroffen  mit  dem  Herausgeber  des 
Archivs«  welcher  in  einer  schon  im  Jahre  1830  in  dem  Grelle- 
sehen  Journal.  Tbl.  V.  S.  37.  unter  dem  Titel:  »^inlgo 
stereometrische  Sätze"  veröffentlichten  Abhandlung  körper- 
liche Winkel  schon  auf  dieselbe  Weise  gemessen  hat  und  dadurch 
zu  verschiedenen  bemerkenswertben  Sätzen  Ober  die  Polyeder 
gelangt  ist,  die  auch  späterhin  in  verschiedenen  Lehrbüchern,  z.B. 
in  der  „Uebersetzung  und  Bearbeitung  der  Geometrie 
von  van  Swinden  von  Jacob!"  reproducirt  worden  sind.  Herr 
Riedl  von  Leuenstern  ist  aber  bei  der  in  Rede  stehenden 
Messung  der  körperlichen  Winkel  noch  einige  wesentliche  Schritte 
freiter  gegangen,  wie  der  Herausgeber  des  Archivs  bei  seinen  an- 
gefahrten Untersuchungen,  indem  er  z.  B.  auf  S.  4.  der  ersten 
Abhandlung  einen  Grad  einer  Kugel  fläche  nach  einem  beson- 
ders von  ihm  aufgestellten  Begriffe  in  die  Betrachtung  einfiihrt 
nod  davon,  so  wie  auch  noch  von  verschiedenen  anderen  Begrif- 
Cmi»  auf  die  wir  hier  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nicht 
weiter  eingehen  können,  vortheilhafte  Anwendungen  macht.  In 
der  zweiten  und  dritten  Abhandlung  sind  die  in  der  ersten  nie» 
dergelegten  allgemeinen  Betrachtungen  und  festgestellten  Begriffe 
wai  die  auf  deren  Titeb  .genannten  Körper:    Pyramide,    Raute, 
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Priama  und  Kegel  angewandt,   und  diese  KOrper  auch  noch  aos 
andero  Gesichtspankteo ,  immer  aber  vorzugsweise  in  Bezug  auf 
ihre  körperlichen  Winkel ,   betrachtet  worden.     Dass  der  Heraus- 
geber allen  stereometrischen  Untersuchungen  von  der  Tendenz  der 
▼on   Herrn   Riedl   von  Leuenstern  angestellten  eine  gewisse 
Wichtigkeit  beizulegen  geneigt  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  dass 
er,   wie  schon  erinnert,   fräher  selbst  diesen  Gegenständen  seine 
Aufmerksamkeit  gewidmet  hat;    er  thut  dies  aber  jetzt  noch  fveit 
mehr,   weil  er  immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnt, 
dass  unsere  jetzige  Stereometrie  noch  sehr  der  Vervollkommnung 
bedarf,  und ,  natürlich  mit  Ausnahme  der  eigentlichen  Berechnung 
der  Volumina  und   OberflSchen  der  Körper,    in  der  That  wenig 
darbietet,   was  einer  weiteren   fruchtbaren  Anwendung  ßlhig    ist. 
l£ine  solche  weitere  Anwendbarkeit  der  stereometrischen  Lehrsfitze 
herbeizuführen  oder  wenigstens  vorzubereiten,  scheinen  aber  Un- 
twsuchungen  wie  die  In  den  vorliegenden  Abhandlungen  angestell- 
ten wohl  geeignet  zu  sein,    weshalb  wir  die  Leser  des  Archivs 
bitten,   dieselben  nicht  ganz  unbeachtet  zu  lassen.  G. 


Optik. 

Der  hohe  Preis,    in  welcheit  gute  optische  Instrumente,  na- 
mentlich aber  die  Fernröhre  von  etwas  grösseren  Dimensionen, 
bis  jetzt  gestanden  haben  und  noch  stehen ,  ist  gewiss  der  so  sehr 
zu  wünschenden  grösseren  Verbreitung  dieser  Instrumente  bisher 
sehr  binderlich  gewesen,  und  hat  vorzugsweise  nur  gut  dotirten 
öffentlichen    Instituten    und    einzelnen    reicheren  Liebhabern    der 
mathematischen    und    physikalischen  Wissenschaften    deren    An- 
schaffung möglich  gemacht.    Im  höchsten  Grade  erfreulich  ist  es 
daher,    dass  Herr  Ministerialrath  Steinheil   in   München   dort 
so  eben  ein  Institut  in's  Leben  gerufen  hat ,  welches  diesem  Uebel- 
stande    in  kräftigster    und   dankenswerthester   Weise    abzuhelfen 
verspricht,  und  für  sein  vollständiges  Gelingen  und  die  Trefflich- 
keit der  aus  ihm  hervorgehenden  Instrumente  in  dem  grossen  prak- 
tischen Talente  und  der  eben  so  grossen,    ausgezeichneten  und 
gründlichen  theoretiächen   Kenntniss  aller  Theile  der   mathemati- 
schen und  physikalischen  Wissenschaften,  welche  in  so  ungemein 
seltener  Weise  In  dem  berühmten  Begründer  dieses  Instituts  ver- 
einigt sind»    das    vollständigste  Gewähr  findet  und  dadurch   die 
vollständigste  Bürgschaft  leistet.    Es  macht  mir  daher  sehr  grosse 
Freude,    den  Lesern,  des  Archivs  das  Programm,    welches  Herr 
Ministerialrath  Stein  heil   über  die  Eröffnung  seines  Instituts  so 
eben  veröffentlicht  hat,  im  Folgenden  roittheilen  zu  können,  was 
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ich  vollständig  thoe,    weil  die  Leser  dadurch  am  Besten  mit 
dam  Zwecke  dieses  Instituts  bekannt  werden.    Auch  nur  ein  flOch* 
tiger  Blick  in  das  Preisverzeichniss  wird  jeden  Kundigen  von  der 
Niedrigkeit  der   gestellten  Preise,   namentlich  in  Verhältniss  zu 
den    bisher    gewohnlichen,    auf  der   Stelle   fiberzeugen,   und  die 
Wissenschafl  muss   und  wird  es  jedenfalls  Uerrn  Ministerialrath 
Steinbeil  besonderen  Dank  wissen,    dass  er  in  solcher  Weise, 
deren  Einfluss  auf  die  Forderung  der  Wissenschaft  in  der  allsel- 
tigsten  Bichtung  gewiss  nicht   ausbleiben  wird,   für  die  Bedfirf- 
Disse  auch  weniger  bemittelter  Gelehrter  und  weniger  gut  dotirter 
Institute  gesorgt  hat.     Hauptsächlich   sind  auch  alle  Gymnasien, 
Real-  und  höheren  Biirgcfrschulen,    Gewerbeschulen  und  ähnliche 
Lehranstalten,  die  meistens  in  die  vorher  erwähnte  letztere  Kate- 
gorie geboren,    auf  dieses   neue  Institut  aufmerksam  zu  machen, 
indem  sie  schwerlich  irgendwo  anders   ihre  Bedurfnisse   zweck- 
mSaaiger  und   in  einer   ihren  Verhältnissen  mehr  entsprechenden 
Weise  zu  befriedigen  im  Stande  sein  werden.     Wenn  auch,    wie 
bereits  erinnert,  schon  der  Name  des  Herrn  Ministerialraths  Stein- 
beil  för  die  Trefflichkeit  der  aus  dem  Institute  hervorgehenden 
Instrumente   vollständige  Bfirgschaft  leistet,   so  will  ich  doch  zu 
bemerken  nicht  unterlassen,  dass*,  wie  ich  bestimmt  weiss,  meh- 
rere  dieser  Instrumente,    selbst  bei  nicht  ganz  günstigen   atmo- 
sphärischen Verhältnissen ,  auf  der  jetzigen  grossen  Pariser  Indu- 
^rie- Ausstellung  von  so  ausgezeichneten  Kennern,  wie  Brewster, 
Leverrier,   Mathieu  u.  A.,   die  gunstigste  Beurtheilung  gefun- 
den haben.     Steinbeil' sehe  Fernrohre  von  6  Fuss  Brennweite, 
die  eine  360malige  Vergrösserung  recht  gut  ertragen,    sollen  bei 
42  Linien  Oeffnung  des  Objectivs  mehr  leisten,  als  aus  anderen 
Werkstätten  hervorgegangene  Fernrohre  mit  Objectiven  von  4  Zoll 
Oeffnung. 

Es  gereicht  mir  zur  besonderen  Genugthuung  und  macht  mir 
besondere  Freude,  durch  das  sich  einer  weiten  Verbreitung  erfreuende 
Archiv,  indem  ich  das  folgende  Programm  den  Lesern  nicht  bloss  aus- 
zugsweise, sondern  vollständig  mittheile,  zu  der  im  höchsten  Grade 
fffinschenswerthen  Bekanntwerdung  dieser  so  sehr  verdienstlichen 
Unternehmung  in  einem  möglichst  weiten  Kreise  Einiges  beitrar 
gen  zu  können ,  und  wünsche  sehr ,  dass  Herr  Ministerialrath  S  t  e  i  n  • 
heil  durch  recht  reichliche  Abnahme  flir  die  grossen  Kosten,  welche 
die  Gründung  eines  solchen  Instituts  nothwendig  aufzuwenden  er- 
fordert, einigermassen  entschädigt  werden  möge.  Auch  wird  es 
nir  besonderes  Vergnügen  machen,  über  die  Leistungen  eines 
kleineren  Tubus  von  24  Linien  Oeffnung  und  24  Zoll  Brennweite 
mit  56  und  120maliger  Vergrösserung,  zu  dem  so  sehr  geringen 
Preise  von  66  Gulden,  welchen  ich  bald  aus  dem  neuen  Institute 
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%n  erhalteD  hoffe»  vielleicht  auch  spiter  über  eio  grtoieree  Fern- 
rohr» iD  dem  Archive  Bericht  zu  erstatten.  Grün  er  t 

ERÖFFNUNG 

der  optischeo    and  astronomischen  Werkstitte 

von 

G.  ä.  Steinhell  In  MOnolien. 

Die  Absicht»  welche  diese  Anstalt  in's  Leben  gerufen  hat»  ist: 
deni  grossen  Publikum  vollkommene  optische  Instrumente»  diese 
unentbehrlichsten  HQlfsmittel  zum  Studium  der  Natur,  durch  mög- 
lichst niedrige  Preise  leicht  und  allgemein  zugänglich  zu  machen 
und  vielleicht  auf  diesem  Wege  beizutragen  zur  Erhaltung  des 
Ruhmes»  den  Fraunhofer  für  Bayern  darin  gegrOndet  hat.  Mit 
besonderer  Vorliebe  seit  30  Jahren  den  optischen  Studien  ergeben» 
bin  ich  jetzt  im  Besitze  der  Erfahrungen  und  der  Hülfsmittel»  welche 
die  Wahl  und  die  Bestimmung  der  Glasarten  (die  ich  von  Daguet 
in  Solotburn  beziehe)»  die  Rechnung  und  die  Herstellung  der  rich- 
tigen Gestalten  erfordern»  wenn  Gutes  geleistet  werden  soll.  Durch 
meine  Productionsmethoden  bin  ich  nicht  nur  in  den  Stand  gesetzt, 
Objective  herzustellen,  die  als  identisch  zu  betrachten»  also  von 
gleicher  Güte  sind»  sondern  auch  die  gewünschte  Vollendung  mit 
verhältnissmässig  geringer  Arbeit*)  zu  erreichen»  so  dass  ich  die 
Preise  meiner  Objective  auf  die  Hälfte  und  bei  grössern  auf  noch 
weniger  gestellt  habe»  als  gleich  gute  Objective  jetzt  kosten.  Dm 
diesen  Vortheil  aber  nicht  bloss  andern  Werkstätten,  sondern 
auch  dem  Publikum»  was  ganze  Instrumente  verlangt»  direkt  zu- 
zuwenden» beziehe  ich  die  Moutirungen  der  Fernrubre»  Tubus  etc. 
ans  Werkstätten»  die  nur  Montirungen  liefern»  und  setze  dafür 
auch  nur  die  selbst  ausbezahlten»  mit  Rücksicht  auf  vollendete 
Arbeit  auf  ein  Minimum  reducirten  Preise  an»  so  dass  sich  die 
Thätigkeit  der  eigenen  optischen  Werkstätte  auf  die  Herstellung 
und  Fassung  der  Objective  und  Okulare  und  auf  Zusammenstei* 
lung  und  Prüfung  der  Instrumente  beschränkt  Nur  durch  diese 
Einrichtung  und  vullig  gesicherten  grossen  Absatz  wird  es  mög- 
lich» auch  ganze  Instrumente»  die  in  allen  wesentlichen  Tbei- 
len  die  hGchste  Vollendung  besitzen»  um  so  niedrige 
Preise  herzustellen.  Daher  sind  nachfolgende  Bestimmungen  ab 
nothwendig  erachtet  und  festgestellt  worden. 


*)  Hierzu  trägt  das  aotgezeichnete  Eitenoiyd  de«  Prof.  Vogel  jua 
deeeen  ich  mich  aatichUeedich  bediene»   weeentUch  bei. 
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1.  Die  Werkst&tte  arbeitet  nur  auf  Beetellaagen;  die  AMie* 
ferung  erfolgt  der  Zeit  nach  in  der  Ordnung,  in  der  be- 
stellt wurde. 

2.  Man  riefatet  die  Bestellungen  franco  an  die  optische 
und  astronomiscbe  WerkstStte  von  C.  A.  Stein- 
beil in  München..  Es  wird  nirgends  ein  Depot  dieser 
Instrumente  errichtet  und  es  erhSlt  kein  Unterhändler  Rabatt. 

3.  Die  Hälfte  des  Kaufpreises  wird  bei  der  Bestellung,  die 
andere  Hälfte  bei  Abgabe  der  Instrumente  franco  entrichtet. 

4.  Ffir  Transport  übernimmt  die  Werkstätte  keine  Haft  Auf 
Verlangen  besorgt  sie  Verpackung  und  Absendung,  die 
besonders  verrechnet  werden  und  beim  Empfang  zu  ver- 
güten sind. 

VmwVknfL^e   Xiui»mmeiuiiellaiigp    elntffer   deffensiftade» 

welche  »ne  der  optlseben  mid  »stronomlsebeii  Werk- 

mVktim  wou  C  Ik.  Stetnbetl  in  Müneben  um  die  beif^e- 

setaieB  Preise  »bf^eirebeii  werden. 

a,    Achroraati«che  DoppelobJectiTe. 

1.  Alle  ObjectWe  werden  nur  «m  Glat  bearbeitet,  weichet  sich  bei 
der  »trengsten  Prüfung  jeder  Linse  ToUkommen  homogen  zeigt.  Von  allen 
OlaMrten  ist  die  Brechung  für  cfie  Fraunhofer 'sehen  fixen  Linien  B,  C, 
D,  E,  F  und  G  aufs  Schärfste  bestimmt. 

S.  Das  secnudXre  Spectrum  ist  so  gelegt,  wie  es  Compensationsprismen 
aas  denselben  Glasarten  zeigen ,  wenn  die  Deutlichkeit  der  Ränder  ein  Maxi- 
mnm  ist. 

8.  Der  Kugelgeslaltfehler  ist  über  das  ganze  Objectiv  Tom  Rande  bis 
znr  Mitte  streng  gehoben,  was  bekanntlich  durch  sphärische  Flächen  nicht 
erreicht  werden  kann.  ' 

4.  Je  nach  der  Bestimmung  des  Bestellers  werden  die  ObjectiTe  Ter- 
tchicden  construirt,    und  zwar: 

a.  Crown-  und  Fiintglaslinse  sind  in  einander  gepasst  und  Terkittet. 
Der  Kitt  erhärtet  nicht  und  Tcrspannt  die  Linsen  nicht,  sondern 
schützt  die  verkitteten  Glasflächen  Toilständtg.  Der  Vorlheil  die- 
ser Consiruction  ist,  dass  zwei  Flächen  und  damit  Ihre  Reflexbilder 
und  uuTermeidlichen  Gestallfehier  Tcrschwinden,  wodurch  die  Hei- 
ligkeit caet.  par.  |  gewinnt. 

b.  Die  ObjectiTe  sind  so  berechnet,  dass  sie  l^ei  Einführung  eines  Glas- 
prisma*s  in  den  Lichtkegel  zum  Brechen  der  Axe  oder  bei  Anwen- 
dung Ton  Paralleigläsern  als  Heliometer  (nach  Clauaen)  ein  rich- 
tigea  Bild  geben« 

Die  Preise  für  beide  Constructionen  sind  gleich. 

5.  Grosse  Oeffnuogen  im  Verhfillniss  zur  Brennweite  sind  für  licht- 
schwache Ohjecte  und  für  schwache  Yergrösserungen  bestimmt.  Dagegen 
sind  grosse  Brennwetten  — >  selbst  weit  grösser  als  man  bisfier  in  Anwen- 
daag  brachte  «•  bei  Tcrhäilnissmässig  kleinen  Oeffnunsen  durchaus  erfor- 
^rlich,  um  auf  hell  beleuchtete  Objecte  mit  sehr  starken  VergrSsserangen 
•och  vollkommen  scharfes,  schwarzes  Bild  iqi  erhalten. 
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Ptaunfloiwit  im  yorifer  yitobectmalfhiß.  —  «elt  im  ß!ka}uti\w$^9vX\nnp^, 


a. 


Achromi 

fttieche 

Doppelolijective  in  FMtimg. 

Freie 

Brennweite 

Preis 

Freie 

Brennweite 

Preis 

Oeffnong 

• 

Ueffnnng 

in  Linien 

in  Zolle n 

Fl.    1    Kr. 

in  Linien 

in  Zollen 

Fl.        Kr. 

6 

3o.    4 

4 

_ 

54 

68.  108 

280 

9 

4n.    6 

5 

~- 

60 

75.  120 

377 

— 

12 

9u«12 

7 

— > 

66 

82.  140 

492 

— 

15 

12  ü.  15 

11 

... 

72 

96.  160 

627 

— 

18 

12  o.  18 

15 

— 

78 

108.  180 

782 

— 

21 

16  a.  21 

19 

30 

84 

124.  192 

970 

24 

19.  24.  33 

25 

-^ 

96 

144.  216 

1386 

— 

27 

27.  33.  42 

33 

— . 

30 

30.  36.  48 

43 

.^ 

33 

33.  42.  53 

60 

— . 

36 

36.  46.  60 

86 

... 

42 

42.  53.  72 

139 

48 

48.  60.  95 

200 

— 

Jedes  der  OhjectiTe  mit  der  grössern  Brennweite*  erträgt  die  Anwen- 
dung des  stärksten  der  nachstehenden  Okulare,  dessen  AequiY.ilent brenn- 
weile ^  Zoll  ist,  also  eine  Vergrösserung,  die  gleich  ist  5mal  der  Brenn- 
-«velte  des   Objectives  in  Zollen. 


ö,    Okulare. 

Von  den  astronomischen  Okularen  (A!)  werden  dreierlei  Constractioncn 
ausgeführt : 

Aa.  Das  Euler 'sehe  Okular,  bei  welchem  das  Bild  zwischen  CoLlectiT- 
und  Okularlinse  liegt«  Der  farbijte  Rand  ist  gehoben  und  das  Ge- 
sichlsfeld  durch  doppelte  Okularlinse  vergrössert. 

Ab.  Achromatisches  Okular  mit  Bild  zwischen  CoUectiT-  und  Okular- 
linse. Die  Okularlinse  ist  nus  einer  Crown-  und  einer  Flintglas- 
linse, die  in* einander  gepasst  und  verkittet  sind,  zusammengesetzt 
und  hebt  die  Farben  in  der  Axe  für  alle  3  Linsen.  Die  Verzerrung 
ist  gehoben  und  es  sind  Mitle  und  Rand  des  Gesichtsfeldes  nahe 
gleich  deutlich. 

Ac.  Achromatisches  Mikromel erokular.  Das  Bild  liegt  Tor  dem  Collec- 
tiv.  Farbeuzerstreunng  in  und  ausser  der  Axe  und  die  Yerzerrnngen 
sind  gehoben.  Der  Gestaltfehler  so  vermindert,  dass  er  unter  der 
Sensibilitätsgrenze  des  Auges  liegt. 

Von  terrestrischen  Okularen  (B.)  werden   ebenfalls  drei  Constmctioneo 
ansgeführt : 

Ba.  Das  Dollond*sche,  auch  von  Fraunhofer  gewählte  Okular  ans  4 
plan-convexen  l^insen.  Bilder  zwischen  der  8.  und  4.  Linse  nnd  tot 
dem  1.  Collectiv.     Farbiger  Rand  und  Yerzerrnng  gehoben. 

Bb.  '  Achromatisches  Okular«  Bilder  zwischen  der  2.  nnd  8«,  dann  8«  and 
4.  Linse.  Farben  in  nnd  ausser  der  Axe  gehoben.  Gesichtsfeld 
nahe  doppelt  so  gross  als  bei  Ba.  Ist  kürzer  als  die  bisherigen  und 
reicht  nur  2  Zoll  über  den  Brennpunkt  des  ObjectiTes. 

Bc.  Achromatisches  Okular  nach  Construction  Ba.,  wobei  jedoch  die  2« 
nnd  4.  Linse  durch  achromatische  OhjectiTe  crsetst  sind.  Farben  in 
and  ausser  der  Axe  compensiri.  Verzerrung  gehoben.  Gesichtsfeld 
I  grösser  als  bei  Ba. 
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b. 


Brtnnwaita 

Brennweite 

B«zeick- 

der  ä<{iiiTa- 

Preite 

Beceich- 

der    ä^Ta- 

Freiee 

■nag  der 
Okniare. 

lenten  Linse 

nong  der 

lenten  Linse 

Okulare. 

1    

ZoUe 

Fl. 

Kr. 

Zolle 

FL 

Kr. 

Aa.  1. 

0.2 

3 

^^^ 

Bm.  1. 

0.43 

4 

Aa.  8. 

0.26 

3 

.» 

Ba.  2. 

0.80 

6 

•— 

Aa.  3. 

0.33 

3 

30 

B«.  3. 

0.84 

8 

— 

Aa.   4. 

0.50 

4 

. 

Aa,  5. 

1.00 

6 

_ 

Aa.  6. 

\M 

10 

— 

Ab.  1. 

0.30 

8 

^„^ 

Bb.  1. 

O.Tl 

26 

... 

Ab.  2. 

0.60 

8 

_i_ 

Ab.  3. 

1.20 

9 

— 

# 

Ac.   1. 

a26 

10 

_^ 

Bc.  1. 

0.70 

14 

^m 

Ac  2. 

0.35 

10 

... 

Ac.  3. 

0.46 

10 

... 

Ac.  4. 

0.62 

10 

_ 

Ac.  5. 

0.82 

11 

^-^ 

Ac  6. 

1.10 

12 

— 

Man  findet  die  Yergröseemng  jedes  dieser  Okulare  bei  jedem  Objeciive, 
w^cnn  des  leideren  Brennweite  in  Zollen  dividirt  wird  mit  der  Brennweile 
der  iqaiTalenten  Linse  des  Okulares. 

e,    Plan-  und  Purftllelgliter 

in  ronder  Form. 

Diese  werden  nm  die  halben  Preise  der  achromatischen  Doppelobjeciive 
TOD  gleicher  Oeffinnng  abgegeben.     S.  a. 


ä.    Rechtwinkelige  Crowoglftt-PritmeB 

mit  Tollkommenen  Planflächen. 

Die  Kalhetenflichen  sind  Quadrate.  Die  Seite  des  Quadrates  int  als 
Ocftmmg  des  Prismas  gerechnet.  Bei  den  Priemen,  die  1  Zoll  mid  mehr 
Oeffnnng  haben,   sind  die  KathelenflSchen  rund  facettirt. 

d. 


Oeffnung 
des  Prismas 


in  Linien 


Preis 


Oeffuung 
des  Prismas 


FL 


in  Linien 


Preis 


FL 


3 

3 

27 

61 

6 

4 

30 

TO 

0 

5 

33 

98 

12 

7 

36 

132 

15 

12 

89 

170 

18 

19 

42 

213 

21 

27 

45 

262 

24 

38 

48 

318 
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e,    ZugferDrdhre. 


A  Toboii  inHoltrohr  ohne  Stativ. 


Liniea 


Preis 


Fl.     I  Kr. 


Be- 
zeich- 
nung 

det 
Oku- 

lars 


Oeff. 
nang 


Linien 


Brenn- 
weite 


Zolle 


Be- 
zeich- 
nung 
des 
Oku- 
lars 


Ver- 

gröftse- 
rang 


Preis 


Fl. 


6 

4 

9 

9 

6 

14 

12 

12 

28 

15 

12 

28 

24 

19.5 

45 

24 

19.5 

25 

24 

24 

56 

36 

36 

84 

36 

42 

53 

36 

36 

45 

9 

10 

12 

18 

35 

36 

37 

110 

115 

110 


30 


Ba.  1. 
Ba.  1. 
Ba.  i. 
Ba.  1. 
Ba.  1. 
Ba.  1. 
Ba.  1. 
Ba.  1. 
Ba.2. 
Ba.2. 


24 
36 
36 
42 
48 


19.5 

Ba.  1. 

45 

42 

Ba.2. 

53 

46 

Ba.  2. 

58 

42 

Ba.  1. 

100 

60 

Ba.  1. 

143 

33 
109 
lOB 
163 
270 


g,  Tuba«  mit  8tatiT  in  MeMiag. 


12 

'  12 

Ba.  1. 

28 

Aa.  1. 

60 

24 

24 

Ba.  1. 

56 

Aa.  1. 

120 

36 


Auf  Verlangen  werden  bei  nämmtlichen  Femröhren  die  Okulare  gegen 
andere  des  Verzeichnisses  b,  nmgelauscht  oder  noch  weitere  dazu  gegeben. 
Preis  nach  dem  Verzeichniss  b* 

lo  dem  obigen  vorlSufigen  Verzeichnisse  sind  das  Mikroskop» 
der  pbotographische  .Apparat  und  sänuntliche  Messinstrumente  für 
Astronomie  noch  hin  weggelassen,  indem  ich  ihre  Hinausgabe  spä- 
terer Zeit  vorbehalte.  Musterinstrumente  sind  in  Paris  ausgestellt 
und  es  können  solche  auch  dahier  jeden  Mittwoch  und  Sonntag 
des  Nachmittags  von  3  Uhr  bis  6  Uhr  eingesehen  werden. 

Manchen»  im  Mai  1855. 

Dr.  Carl  August  Steinbeil, 

JT.  B,  MMattriairatk  und  Udtnitelur  Beirsth  um  HmndeiamMttenum*  Cowäerwmi^r 
der  matkemoL'pkyt.  Sammimmg  des  Staats.  Ritter  des  X.  Bayer.  Maximiliameerden» 
S%r  WiMtnttkäst,  de»  keiL  Miekael-  und  det  K.  Dänitehem  Damebrog-Ordemt.  Be- 
9it%er  der  goldenen  MedaUie  für  vaterländitehe  Industrie  pro  1834,  Mitglied  der 
Bemrtkeiiunge  '  CommteHon  der  allgemeinen  Deutecken  Industrie  -  AueeteUang  pro  1854. 
Jury-Mitglied  der  Indwetrie- AuetteUumg  %u  Farit  pro  1855.  Ordentl.  Mitglied  dar 
K.  Bayer,  Akademie  der  Witteneckaften ,  der  Kais,  Leopold- Carol.- Akademie  der  Na- 
turforecker in  Breetam,  Cerreep.  Mitglied  der  KaieerL  Rute.  Akademie  der  Wiuen- 
eckaften  in  8t,  Feterekurg,  der  K.  K.  Akademie  der  ITieeeneekaften  in  Wien,  der  B. 
Hannev,  SocietOt  der  Wieeeneckaften  in  Gbttingen ,  der  K.  Belg,  Sodetdt  der  Wie- 
»emeekaftea  in  Lüttiek,  Ekrenmitglied  der  K.  Sckott.  Society  of  arte  in  Edinkmrg, 
der  K,  Ruee,  Universität  in  Kasan,  des  niederösterr,  Oewerbevereins  in  Wien,  dee 
polyteckn,  Vereins  in  Frankfurt  a.  M.,  der  polyteckn.  Gesellsckaft  in  Leipnig,  der 
naiurforseh.  Gesellsckaft  in  Moskau,  der  pfdUiseken  Gesellsckaft  fitr  Fkarmaeie  und 
Teeknik  in  Kaiserelamtem,  des  niederrkein,  landwirtksekßftL  Vereins  in  Bkeinpreueeen, 
der  matnrfersckenden  GeseOeckaft,  des  AOreckt- Dtrer-  Vereins  mnd  des  Oewerheereine 
im  Nürnberg,  dee  Naiienaleereins  für  Handel  mnd  Gesferbe  in  Leipaig,  ete. 


Uttfnriicher  Bericht  XCVU.  16 

Physik. 

Ueber  die  Schwingungen  homogener  elastischer 
Scheiben.  Von  Dr.  Strebllce,  Director  der  Petrischule 
stt  Dansig.    (Programm  dieser  Schale  von  Ostern  1865.) 

Die  Verdienste»   welche  Herr  Director  Strehlke   in  Dan- 
sig sich  dorch  seine  akustischen  Untersuchungen   erworben  hat, 
sind  bekannt  genug.     In  diesem    sehr  lesenswerthen  Programm, 
welches  jedoch  nur  der  Vorläufer  einer  grosseren»   späterhin  in 
den  Schriften  der  Danziger  naturforschenden  Gesellschaft  zu  public!- 
renden  Arbeit  ist»    theilt  er  eine  Reihe  neuer  Versuche  Aber  die 
Schwingungen  homogener  elastischer  Scheiben  mit    Er  beschränkte 
sich  bei  denselben,  bei  der  Kostbarkeit  genau  planparalleler  Schei- 
ben, auf  quadratische  und  Kreisscheiben,  und  benutzte  überhaupt 
14  Scheiben,   nämlich  5  quadratische  von   Spiegelglas,   7  Kreis- 
scheiben gleichfalls  von  Spiegelglas,  2  Kreisscheiben  aus  Kupfer 
asd  Messing.    Die  beste  Art,  die  Versuche  anzustellen»  und  der 
dabei  angewandte  Messapparat  werden  ausföhrlich  in  sehr  lehr- 
reicher ^eise  beschrieben,  und  die  Versuche  fielen  so  genau  aus, 
dass  Differenzen  zwischen  den  durch  sie  gewonnenen  Resultaten 
•nd    den   von  Herrn  Kirch  ho  ff  aus  der   von  ihm    entwickelten 
Theorie  der  schwingenden  elastischen  Kreisscheiben  berechneten 
Durchmessern  der  Knotenkreise  nur  erst  in  der  vierten  Decimale 
hervortraten,  oder  im  Allgemeinen  die  auf  beiden  Wegen  gewon- 
nenen Resultate  bis  auf  Tausendtheile  des  als  Einheit  angenom- 
menen Scheibendurchmessers  mit  einander  übereinstimmten.    Die 
bei  diesen  Untersuchungen  hervortretenden,  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser mit  aller  bei  solchen  Arbeiten  irgend  zu  erreichenden  Ge- 
nauigkeit berechneten  Curven  bieten  sehr  viel  Interessantes  dar, 
namentlich  die  auf  S.  10.  und  S.  11.  behandelte  Curve,  so  wie  denn 
diese  Abhandlung  überhaupt  in  allen  ihren  Theilen  das  rühmlichste 
Zeogniss  von  dem  Geschick  des  Herrn  Verfassers  ablegt,  und  den 
Lfeser   sehr  begierig  macht,    die  zu  erwartende  grössere  Arbeit 
baldigst  kennen  zu  lernen.  V^ir  machen  daher  die  Leser  des  Archivs 
sehr  aof  dieses  lehrreiche  Programm  aufmerksam   und  wünschen 
auch»    dass   die  Verfasser  physikalischer  Lehrbücher  künftighin 
mehr  von   diesen  verdienstlichen  Untersuchungen  Notiz   nehmen 
mdchten»  als  dies  bisher  geschehen  zu  sein  scheint    Durch  das 
K.  Preuss.  Hohe  Ministerium  des  Unterrichts  und  die  K.  Akade- 
mie der  Wissenschaften  in  Berlin  ist  der  Herr  Verfasser  bei  die- 
sen verdienstlichen  Untersuchungen  in  der  liberalsten»  nicht  genug 
ansnerkennenden  Weise  durch  Gewährung  der  nOthigen  Hül^mlt- 
M  aoterstütst  worden. 
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Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.    (S.  Liter.  Ber.  Nr.  XCIV.  S.  5.) 

Jahrgang  1854.  Band  XIV.  I.Heft  8.3.  Haidinger: 
Graphische  Methode  annähernder  Winkelmessungen,  besonders  an 
kleineren  Krystallen.  —  S.  41.  Spitzer:  Ueber  die  Kriterien  des 
Grussten  und  Kleinsten  bei  den  Problemen  der  Variationsrech- 
nung (Fortsetzung).  —  8.  125.  Littrow:  Bemerkungen  ober  das 
von  Herrn  M.  Eble  überreichte  neue  Zeitbestimmungswerk.  — 
S.  128.  Oeltzen:  Zusammenstellung  von  Quellen  ffir  SternSrter 
zwischen  dem  45.  und  80.  Grade  der  nördlichen  Declination,  mit 
Ausschluss  der  Argelander'schen  Zonen.  —  S.  197.  Derselbe: 
Nachweis  des  Vorkommens  von  Sternen  aus  den  Argelander*schen 
nördlichen  Zonen  in  anderen  Quellen  (Nachtrag).  —  8.  201.  Petz- 
val:  Ueber  Herrn  Dr.  Heger's  Abhandlung,  die  Auflösung  von 
algebraischen  Buchstabengleichungen  betreffend. 

Jahrgang  1854.  Band  XIV.  2.  Heft.  8.287.  GintI:  Er- 
läuternde Bemerkungen  über  die  von  Herrn  Professor  Zante- 
deschi  in  Padua  angestellten  Versuche,  betreffend  die  gleichzei- 
tige Fortpflanzung  zweier  elektrischen  8tr5me  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  in  demselben  Leitungsdrathe.  —  8.  292.  Schreiben  des 
Herrn  Lieutenants  Maury  liber  einen  neu  entdeckten  Planeten.  — 
8.295.  Haidinger:  Die  Interferenzlinien  am  Glimmer.  Beruh- 
rungsringe  und  Plattenringe.  —  8.315.  Streffleur:  Die  Darstel- 
lung der  orographischen  Verhältnisse  in  Uehersichtskarten  und 
Reliefs.  —  8.3^0.  Haidinger:  Annähernde  Bestimmune  der 
Brechungs-Ezponenten  am  Glimmer  und  Pennin.  —  8.336.  llesl- 
huber:    Ueber  den  Ozongehalt  der  atmosphärischen  Luft. 

Jahrgang  1854.  Band  XIV.  3.  Heft  8.  385.  Reslhu- 
ber:  Üeber  die  Temperatur  der  Quellen  von  Kremsmi'inster.  — 
8.397.  Kreil:  üeber  ein  neues  Reisebarometer.  —  8.398.  Lit- 
trow: Beitrag  zur  Kenntniss  der  Grundlagen  des  Piazzi*schen 
Stemcatalogs.  —  8.  4(N).  GintI:  Der  elektro -chemische  Schreib- 
Telesraph  auf  die  gleichzeitige  Gegen -Correspondenz  an  einer 
Dratbgleitung  angewendet.    (Mit  6  Tafeln.) 


Die  Unterselehneten  beehren  sieh  hiermit  snr 
Kenntniss  so  brlnsren,  dass  die  Tersammlani^  deotseher 
IVatorforseher  und  Aerste,  welehe  Im  Honat  Septem- 
ber d.  J.  In  Wien  itütte  absrehalten  werden  sollen,  der 
nni^nstli^en  Oeunndhelts -Terhftltnlflse  weisen  vertaget 
wurde« 

Die  nraehrieht  über  Abhaltnni^  der  Tersammlnnff 
Im  nftehsten  Jahre  wird  rechtseltli^  kond  i^eyeben 
werden. 

Die  Oeschftftsf&hrer  der  89.  Tersammliiny 

deutscher  IVaturfeprseher  und  Aerste. 

Wien  Im  AugwtKt  1855. 

■yrtl.      Sebrdtter. 
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IX. 

Tollständige  Bestimmung  der  Evoluten  doppelt  gekrünun- 

ter  Linien  aus  ihrer  EvolTente. 

Von 

Herrn  R.  Hoppe , 

Dr.  phil.  und  Privatdocenten  an  der  Universität   in  Berlin. 


Lä88t  man  eine  Gerade  auf  einer  beliebigen  Carve  hinrollen, 
so  dass  sie  dieselbe  stets  berührt ,  ohne  auf  ihr  zu  gleiten,  so 
beschreibt  jeder  Punkt  der  Geraden  eine  Linie ,  welche  man  eine 
Erolvente  der  Curve  nennt,  während  die  Curve  selbst  die  Evolute 
der  so  beschriebenen  Linie  heisst  Ist  die  Evolute  eine  ebene 
Cnrve,  so  ist  sie  bekanntlich  identisch  sowohl  mit  dem  geometri- 
schen Orte  der  Krümmungsmittelpunkte,  als  auch  mit  der  umhfil- 
lenden  Linie  der  Normalen  der  Evolvente,  Eigenschaften»  die  man 
initaoter  zur  Definition  der  Evolute  benutzt  hat.  Da  solche  De* 
finitionen  auf  Curven  doppelter  Krümmung  nicht  mehr  anwendbar 
sind  und  zu  Verwechselungen,  ja  sogar  zu  Irrthümern  (wie  in 
Schlumilch's  ,»Compendium  der  höheren  Mathematik'') 
Veranlassung  geben,  so  sind  sie  zu  verwerfen,  und  es  ist  noth- 
wendig,  beim  ursprünglichen  Begriffe  stehen  zu  bleiben. 

Monge  war  der  Erste,  welcher  die  Untersuchung  der  Evol- 
venten und  Evoluten  auf  beliebige  Curven  im  Räume  ausdehnte. 
Durch  ihn  sind  bereits  eine  Anzahl  bcmerkenswerther  Eigenschaf- 
ten derselben  bekannt  geworden,  namentlich  folgende:  Jede  Evol- 
vente  hat  unendlich  viele  Evoluten.  Diese  liegen  sSmmtlich  auf 
einer  und  derselben  abwickelbaren  Fläche,  deren  erzengende  Ge- 
rade die  PoUinie  des  Krfimmungskreises  ist.    Die  Pollinien  haben 

Thell  XXV.  9 
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eine  umhüllende  Linie,  welche  die  Grenze  (l*ar^te  de  rebronsse- 
ment)  der  abwickelbaren  Fläche  bildet  Durch  jeden  Punkt  dieser 
Fläche  lässt  sich  eine  Evolute  ziehen,  und  zwar  ist  letztere  die 
kürzeste  Linie  zwischen  je  zweien  ihrer  Punkte,  die  auf  der  Fläche 
möglich  ist. 

Hiermit  ist  jedoch  die  Aufgabe,  zu  jedem  Punkte  der  EtoI- 
vente  P  den  zugehörigen  der  Evolute  P|  analytisch  und  allgemein 
anzugeben,  nicht  vollständig  gelöst.  Bezeichnet  nämlich  Po  den 
KrOmroungsmittelpunkt  der  Evolvente,  so  ist  PPqPi  ^in  in  Pq 
rechtwinkliges  Dreieck,  wovon  man  nur  eine  Kathete  PPq  kennt. 
Die  übrigen  Stücke  enthalten  eine  willkürliche  Constante:  es  han- 
delt sich  darum,  eins  der  Stücke  des  Dreiecks  mittelst  der  Be- 
stimmungsstücke der  Evolvente  und  der  Constanten  auszudrücken. 
Monge  begnügt  sich  damit,  die  Differenzialgleichung  anzugeben, 
aus  deren  Integration  die  vollständige  Bestimmung  zugleich  mit 
der,  die  einzelnen  Evoluten  unterscheidenden,  Constanten  hervor- 
gehen würde.  Ich  füge  deshalb  zur  Ergänzung  der  Theorie  den 
folgenden  Satz  hinzu. 

Der  Winkel    zwischen   der    Tangente  der  Evolute 
und    der   Hauptnormale   der   Evolvente   PqPPi    enthält 
die   willkürliche    Constante    als    einfaches   Increment, 
und   ist  das  Integral   der  Torsion  der  Evolvente  nach 
dem  Bogen  genommen. 

Hiermit  ist  die  Lage  des  Punktes  /\  explicite  ausgedrückt, 
und  seine  Coordinaten  lassen  sich  ohne  weitere  Integration  oder 
Avfl5sung  einer  Gleichung  angeben.  Den  zum  Beweise  nothigeo 
Formeln  lässt  sich  auf  folgende  Weise  die  grosste  Uebersicht- 
lichkeit  und  Symmetrie  ertheilen.  Zwischen  den  Cosinus  der 
9  Richtungswinkel  dreier  auf  einander  senkrechter  Geraden  gegen 
ein  rechtwinkliges  Azensystem  finden  21  Relationen  statt,  indem 
sich  diese  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen  lassen,  bedarf  es 
nur  der  geordneten  Aufstellung  jener  9  Grossen,  um  21  Formeln 
kenntlich  auszudrücken.  Nun  sind  die  Tangente,  Hauptnorraale 
und  Pollinie  des  Krümmungskreises  einer  Curve  drei  auf  einander 
senkrechte  Gerade.  Stellt  man  die  Cosinus  ihrer  Richtungswinkel 
gegen  die  Azen  der  or,  ^,  z  in  folgendes  Quadrat: 

Tangente  x* ,      y,       z' , 

Hauptnormale    qo:",    Qy" ,    Qi", 
PolKnie  /,         m,       n; 

wo    p  den  Krümmungsradius,   und   die  Accente  die  Differenuat- 
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qaotienteii  nach  dem  Bogen  s  genomroen  bezeichDen ,  bo  kann  man 
sSmmtlicbe  Forroelo»  die  zwischen  jenen  9  GrOssen  stattfinden, 
einschliesslich  der  Ausdrücke  von  Q,  lfm,n,  ohne  Mfihe  ablesen. 
In  Betreff  des  Vorzeichens  der  Determinanten  ist  nur  festzuhalten, 
dmss  di#  aas  der  Diagonale  von  jb*  nach  n  genommenen  Glieder 
als  positiv  betrachtet  werden. 

Setzt  man  die  Torsion  der  Curve,  d.  h.  den  unendlich  kleinen, 
von  der  Osculatiousebene  beschriebenen  Winkel  8^,  dividirt  durch 
den  gleichzeitig  vom  Punkte  xyz  beschriebenen  Bogen  ds 

=^, 
so  ist  bekanntlich 

Diflerenziirt  man  die  Gleichungen 

so  erhält  man   nach  Elimination  von   p': 

oder ,   da 

2'  =  Qa:''m — ey''/,    y '  =  Qi"l  -  Q:r"n 

Bildet  man  nach  Analogie  die  Ausdrücke  von  m'  und  n',  und 
nimmt  die  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  aller  drei  Grös- 
sen,   so  kommt 

Das  Vorzeichen  der  Grösse  ^,  welches  an  sich  der  Willkür  an* 
terliegt,  sei  durch  diese  Formel  festgestellt.     Man  hat  denuiach: 

f=-pdV,    m'=— ^^y,    n'  =  --p4>'2».  (1) 

Mit  Hülfe  dieser  drei  Formeln  iSsst  sich  der  aufgestellte  Satz  zu- 
gleich mit  den  Sätzen  von  Monge  beweisen. 

Es  mögen  sich  von  jetz^  an  die  eingeführten  Zeichen  aus- 
schliesslich auf  die  Evolvente  beziehen ,  und  die  entsprechenden, 
auf  die  Evolute  bezüglichen  GrOssen  durch  den  Index  1  unterschie- 
den werden.  Um  der  Definition  gemäss  aus  der  Evolute  den  Punkt 
jpyx  der  Evolvente  zu  bestimmen,  hat  man  auf  der  Tangente  vom 
Berühmngspiinkte  aus  in  der  dem  Laufe  des  Bogens  ontgegenge- 

9* 
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setzten  Richtung  ein  Stuck  =«|  abzuschneiden;  die  Coordioateo 
des  Endpunkts  werden  sein: 

Diese  Gleichungen  drucken  die  Beziehung  zwischen  Evolute   ood 
Evolvente  vollständig  aus.    Differenziirt  man  sie»  so  kommt 

Die  Quadratsumme  der  drei  Grossen  ist 

Die  Wurzel  kann  man  stets  &\8  positiv  betrachten,  indem  ihre 
Factoren  nur  beim  Eintreten  von  Ruckkehrpunkten ,  und  zwar  zu 
gleicher  Zeit,    ihre  Vorzeichen  wechseln.    Demnach  ist 

^  =  ^, 

so  dass  die  Gleichungen  in  folgende  fibergehen: 

und  in  dieser  Form  den  Umstand  ausdrGcken»  dass  die  Hauptnor- 
male  der  Evolute  parallel  ist  der  Tangente  der  Evolvente,  mithin 
senkrecht  steht  auf  ihrer  Normalebene.    Da  sie  zugleich  auf  der 
Tangente  PPi  senkrecht  steht,  so  muss  letztere,  somit  das  gante 
Dreieck  PqPPi  in  der  Normalebene  der  Evolvente  liegen. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  PqPP^  durch  X  und  drfickt  sei- 
nen Cosinus  durch  die  Richtungswinkel  seiner  Schenkel  aus,  so 
kommt : 

cohX  =  qx''xi'  +  Qy"yi*  +  pi%'. 
Nun  ist 

Diess  differenziirt  gibt  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (1): 
x''^\yi''nx  -ix"m,  - Qi^i'^{yi'ii''-Zx'yi")] ^ 


Bildet  man  nach  Analogie  die  Ausdrücke   von  y^  und  %'\   führt 
einerseits  die  drei  Werthe  in   den  Ausdruck  von  cosA  ein,   and 
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niramt  andererseits  ihreQuadratsumroe,  so  ergeben  sich  die  dei- 
choogeD : 

,„.i_e    1   i+p.«»i". 

uod  nach  Elimination  von  Si : 

(>i«^,'«=tgn. 

Da  noch  keine  Bestimmung  getroffen  worden  ist,  nach  welcher 
Seite  hin  X  positiv  sein  soll,  so  geschehe  diess  durch  die  Gleichang 

g,&,'=^tgL  (2) 

Da  nun  ^  und  Si  die  Seiten  des  Dreiecks  sind,  welche  den  Win- 
kel i  einschliessen ,  so  folgt  aus  der  Gleichung  «|CosA.=^,  das« 
das  Dreieck  rechtwinklig  bei  Pq  ist.  Folglich  steht  PiPq  senk- 
recht auf  der  Osculationsebene  der  Evolvente  und  P|  ist  ein  Pol 
ihres  Kriimmungskreises. 

Setzt  man  ferner  in  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  von  x", 
jf^,  z*  die  Werthe  von  Qi^i'  und  si  ein,  so  kommt: 

^'= jTi'  cos  A  -f  ^'sin  A, 
Oy"  =yi'cosil  +  »iii'sinA., 
Qi"  =Z|'cosA.  -{-rti' sink, 

Drflckt  man  jetzt  die  linke  Seite  der  Gleichung 

in  Elementen  der  Evolute  aus,  so  findet  man: 

/=  ^  cosA — SiBinX, 
Diess  differenziirt  gibt  mit  Beachtung  des  Werthes  von  qx": 

-^;r*=— (^^j'j:i''cosA  + jri^sinA)  ^  — e^A'. 

Die  Klammer  verschwindet  nach  Gleichung  (2)  und  es  bleibt 

a'=:X',    A  =  ^  +  c, 

was  xa  beweisen  war. 

Dm  jetzt  die  Lage  des  Punktes  P|  anzugeben»  braucht  man 
nor  vom  Krflmmungsmittelpunkt  an,  dessen  Coordinaten 
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siod»  auf  der  PoUiuie  das  Stück  ^tg(^-f  c)  absoschneiden ,   dann 
erhält  man  za  Coordinaten  des  Endpunkts: 

0?!  =ar  +  Q^x" —  p/tg  (^  +  c) , 

Vi  =y  +  ^V-"^*g(^  +  ^)» 

ji  =z  +  ^V  — pntg(^  +  c). 

Das  Vorzeichen  des  letzten  Gliedes  in  jedem  Ausdrucke,  welches 
die  Ableitung  unbestimmt  lässt,  durch  geometrische  Betrachtun- 
gen zu  ermitteln,  würde  buchst  umständlich  sein;  dagegen  er- 
weist sich  das  Minuszeichen  sogleich  als  einzig  gültig,  sobald 
man  die  Werthe  von  Xi^  y^  i|  in  die  Grundgleichungen  einfiihrt 

Die  übrigen  Stücke  der  Evolute,  welche  sich  beiläufig  erge- 
ben, sind  folgende:  , 


«1    = 


cos(^  +  c)* 


^1   — *i  3, -P      cosV  +  c) 
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Ueber  das  Ikosaeder  and  Pentagonaldodekaeder. 

Von 

Herrn  C  ff^icke, 

Studiu«.  phil.  SU  Ca  «sei. 


Bekaontlicb  besitzt  eine  jede  Form  des  regolären  Krystall* 
Systems  die  Eigenschaft»  dass,  wenn  eine  Fläche  derselben  (bei 
gehöriger  Vergrösserung)  wenigstens  zwei  Azen  schneidet,  dies 
immer  in  Entfernungen  vom  Mittelpunkte  der  Krystailgestalt  ge* 
schiebt,  die  in  einem  rationalen  Verhältnisse  zu  einander  stehen. 
Kimmt  man  auch  beim  regelmässigen  Pentagonaldodekaeder  und 
Ikosaeder  drei  rechtwinklig  zu  einander  stehende  Axen  an ,  welche 
die  Mitte  gegenüberliegender  Kanten  verbinden,  so  ist  jenes  Ver- 
bältniss  zwar  kein  rationales,  aber  doch,  wie  wir  im  Folgenden 
sehen  werden,  ein  ganz  einfaches.  Auch  stellt  sich  heraus,  dass, 
bedingt  durch  die  Annahme  jener  Azen,  einige  interessante  Be- 
ziehungen zwischen  beiden  Körpern  stattfinden. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Ikosaeder  und  denken  uns  das- 
selbe so  gestellt,  dass  die  eine  Aze  senkrecht  von  oben  nach 
nuten,  die  zweite  horizontal  von  links  nach  rechts  und  die  dritte 
borizontal  von  vorn  nach  hinten  geht,  so  wird  z.  B.  die  Fläche 
links  oben  die  Vertikalaxe  in  der  Entfernung  ihrer  wirklichen 
Länge  vom  Mittelpunkte  schneiden,  mit  der  von  vorn  nach  hinten 
gehenden  Horizontafaxe  parallel  laufen  und,  gehörig  vergrOssert, 
die  andere  Horizontalaxe  in  einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
treffen,  die  wir  mit  X  bezeichnen  wollen.  Legen  wir  durch  diese 
verlängerte  Aze  und  die  Vertikalaze  eine  Ebene,  so  erhalten  wir 
einen  Durchschnitt  ace4b  (Taf.  11.  Fig.  1.).  ab  ist  hier  die  Verti- 
kal-,   db  die  Horizontalaxe  =^4,    ac  die  Hube  des  gleichseitigen 

Dreiecks,  cd  die  halbe  Kante  des  Ikosaeders  =  ^  unde6  die  ver- 
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längerte  Horizontalaxe  =  JT,  die  im  Punkte  e  von  der  vergprSsser- 
ten  Fläche  des  Ikosaeders  geschnitten  wird. 

Dm  zanächst  eine  Gleichung  zwischen  <S  und  A  aufzustellen, 
verlängern  wir  cd  und  ziehen  parallel  mit  db  die  Linie  af.  Eis 
ist  alsdann 

ac«=:(^rf-cd)*  +  fl/^» 


d.  i. 


oder 


ac*  =  (^  -  |)M- ^« 


ac«=2J«-.ilS  +  ^. 


Da  ac  auch  die  Hohe  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ist«  so  bat  man: 
Die  beiden  Werthe  von  ac^  gleich  gesetzt,  giebt: 


d.i. 

S*^lAS-iA*, 

mithin 

1) 

Ä=^(V5— 1). 

Wir  wollen 

jetzt 

die  Linie  eb  =  X  bestimmen. 
ab'.eb:=cdted. 

Es  verhält  sich : 

d.  i. 

A:  X  =z  ■äi(X  —  Ä) , 

folglich 

X-    2^* 

1A—S' 
Sabstituiren  wir  in  diesen  Ausdruck  denWertb  von  S  aus  I),  so  ist: 

Nenner  und  Zibler  mit  (3-f  Vi)  multiplicirt,  giebt: 
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Da  nach  I)  /l(V5  — 1)  =  S,   so  ist: 
U)  Ä  =  2J+f, 

d.  h.:  Eine  jede  Fläche  des  Ikosaeders  schneidet  eine 
der  Azen  in  einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  welche 
gleich  ist  der  Samme  aus  dem  Abstände  zweier  ge- 
genfiberliegenden  Kanten  und  der  halben  Kante. 

Geben  wir  dem  Pentagonaldodekaeder  eine  dem  Ikosaeder 
analoge  Stellung,  Tergrussern  ebenfalls  die  Fläche  links  oben  bis 
zur  verlängerten  Horizontalaze  und  legen  durch  diese  und  die  Ver- 
tikalaze  eine  Ebene,  so  erhalten  wir  den  Durchschnitt  ahkdb 
(Taf.  II.  Fig.  2.).    ab=^M=:a  sind  zwei  Azen,   ah  ist  die  UShe 

des  regelmässigen  Fünfecks,  ^^==2  ^'^  h&lbe  Kante  des  Penta- 
gonaldodekaeders und  kl  die  verlängerte  Aze,  welche  im  Punkte 
k  von  der  vergrosserten  Fünfecksfläche  geschnitten  wird. 

Wir  stellen  zunächst  wieder  eine  Gleichung  zwischen  $  und  a  auf. 

Da  ah  (Taf.  II.  Fig.  3.)  die  Hube  eines  regelmässigen  Ffinf- 
ecksy  also  auch  eines  Dreiecks  alm  ist,  in  welchem  der  Winkel 
an  der  Grundlinie  doppelt  so  gross,  als  der  in  der  Spitze  ist,  so 
haben  wir  die  Proportion: 


d.  i. 


Es  ist  femer: 


al:  Im  =  Im :  (al —  Im) , 

alis  =  s:(al—9). 


Den  Werth  von  al  aus  der  vorigen  Gleichung  in  diese  substi- 
tairt,    glebt: 

ah  ist  aber  auch  U3q>ötenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ahf 
und  also: 
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Beide  Werthe  von  alfi  gleich  gesetzt,    giebt: 

^(V^6  +  |)  =  2a«-a*  +  J, 
,  .       2a  4a« 

*   +  TrE ^•'  = 


mitbiii 


*  = 


V^5  +  2         V6  +  2' 


i(-ldb^9  +  4V'ö), 


2  +  V5 


Colglich : 

,=a(V^-2)(V^  +  l), 
also: 

10)  fz=a(3-V6). 

Die  Linie  kb=zs  (Taf.  II.  Fig. 2.)  berechnen  wir  äbnlicli  wie 
beim  Ikosaeder  und  erbalten  dann  zunächst: 

2a« 
2a  — f 

Setzt  man  Rir  s  den  Werth  aus  III},  so  erhält  man: 

2a 

oder 

«(V8  +  1) 
x= 2" ' 

d.  i. 

a(V^^I) 
x  = 2 — ^  +  fl- 

Aus  Gleichung  III)  folgt  (V? — 1)=2 ,  also,  wenn  man  sab- 

stituirt: 

IV)  a:  =  2a-5, 

d.  b.:  Jede  Fläche  des  Pestagonaldodekaeders ,  welche  eine  Axe 
in  der  Entfernung  ihrer  Länge  vom  Mittelpunkte  trifft  und  mit  der 
aaderen  parallel  geht,  sehneidet  die  dritte  Axe  ia  eitten 
Abstände    vom    Mittelpunkte,    welcher   gleich   int    der 
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Stfrereiis  aas   der  EntferDung  zweier  gegenüberlie« 
genden  Kanten  und  der  halben   Kante. 

Um  Beziehungen  aufzufinden,  welche  zwischen  dem  Pentago- 
oaModekaeder  und  dem  Ikosaeder  bestehen,  betrachten  wir  za- 
Dichst  die  Formeln  I)  und  III). 

Die  Gleichung  III),  nämlich: 

f=a(3— V5), 

kann  man  auch   schreiben: 

f  =  a(2— (V^-1)). 
Non  ist  nach  I): 

Vff-t  =  |, 

diesen  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  giebt 

,  =  «02-3) 
oder 

V)  *+2.S  =  2a, 

d.  h.:  Die  Summe  aus  einer  Kante  des  Pentagonaldo- 
dekaeders und  der  des  Ikosaeders,  letztere  mit  dem 
Verhältniss  der  Axen  beider  Körper  multiplicirt,  ist 
gleich  der  Entfernung  zweier  gegenüberliegenden  Kan* 
ten   des  Pentagooaldodekaeders. 

^ird  in  V)  ^1=0,  so  hat  man: 

VI)  *  +  S  =  2a, 

d.  h.:  Haben  Ikosaedei^  und  Pentagonaldodekaeder 
gleiche  Axen,  so  ist  die  Summe  aus  einer  Kante  des 
Pentagooaldodekaeders  und  einer  Kante  des  Ikosae- 
ders  gleich  dem  Abstände  zweier  gegenflberliegenden 
Kanten  eines  dieser  Korper. 

Eine  andere  Beziehung  zwischen  unseren  beidep  KSrpern  folgt 
ans  III),  I)  und  der  Formel  für  die  Diagonale  des  regelmässigen 
Fflnfecks>  welche  erstere  wir  schon  oben  entwickelten.  Bezeich- 
nen wir  letztere  mit  d^  so  ist: 

d  =  J(liV6). 
Nach  III)  ist: 
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f  =  ii(3— Vö).    , 
1  in  den  Ausdrock  för  d  substitoirt»  giebt: 

.      a(3-V6)(l  +  V^6) 
d=z ^ , 

folglich : 

^    d  =  a(V6-l). 

Die  GleichuDg  1)  lautet: 

mithin : 

VII)  diS  =  aiA, 

d.  h.:  Die  Diagonale  eines  FQnfecks  des  Pentagonal- 
dodekaeders und  eineKante  des  Ikosaeders  stehen  im 
geraden  Verhältnisse  zu  den  Azen  beider  Körper. 

Relationen  zwischen  dem  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekae- 

der  in  Bezug  auf  die  Flächenwinkel  derselben  lassen  sich  ieicbt 

aus  Taf.  IL  Fig.  4.  herleiten. 

ff 
Es  sei  ab=^bd=:a^=A,  kb  =  x,  eb=zX,  4^eabzz^=:  dem 

halben  FiSchenwinkel  des  Ikosaeders ;    ^  kab  =  ^  ^  dem  halben 

Flächenwinkel  des  Pentagonaldodekaeders ;  cd:=:  n»  hd^^ 
Es  sei  ferner  dg  =  db. 

Den  Gleichungen  II),   IV)  und  VI)  zufolge  ist: 

^5^=2*    ^^^2'     ^""^2* 
Es  ist  nun:  ^ 

tangA:Arf=T^> 
d«  i. 

VIII)  '  tang|  =  |, 

d.h.:  Haben  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder  gleiche 
Axen,  so  ist  die  Tangente  des  halben  Flächenwinkels 
des  Pentagonaldodekaeders  gleich  dem  Quotienten 
ftas  der  Kante  des  Ikosaeders  und  der  des  Pentagonal- 
dodekaeders. 
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Femer  iat: 

taDgecii  =  -^-^ = g . 

2 
folglich : 

IX)  tang?=2+i, 

d.  b.:  Haben  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder 
gleiche  Axen,  so  ist  die  Tangente  des  halben  Flftchen- 
iriokels  des  Ikosaeders  gleich  dem  um  2  vermehrten 
Quotienten  aus  der  Kante  des  Pentagonaldodekaeders 
nod   der  des  Ikosaeders. 


■         « 


Yerschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
PriTeCdocenteo  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechniechen  Inetitote  la  Wien. 


I. 


Integration    der    partiellen   Differentialgleichung 

d^  c^  3^ 

mittelst  bestimmter  Integrale. 
Ich  setze  voraus,  es  sei 
(1)  i=z  I       1^  e«*+»3f  Wdudv 
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ein,  der  vorgelegten  Gleichung  Genüge  leistender  Werth,  unter  W 
eine  Fonction  von  u  und  v  und  unter  Ui,  u^»  fi»  f«  von  x  und  5 
unabhängige  Zahlen  verstanden. 

Behufs  der  Substitution  des  Werthes  von  z  In  die  voi^elegte 
Gleichung  hat  man  folgende  Ausdrucke  zu  bilden: 

dz  /•»«/•  »t 


8x8^ 


=/■/ 


uotf^+oy  Wdudv , 


^    =r''*  r'\*^+'vWdudv, 


8y 

»1 


Werden  nun  diese  Wertbe  snbstituirt,  so  erhält  man: 

J  "*  y  *%««+«v  W(fli+M+ciy)+(ö^+M+cijy)«+(fli+M+ct3r)» 

was    durch    schickliche  Functionswerthe   von    W  und  durch  be- 
stimmt gewählte  Grenzen  verschwinden  soll* 

Setzt  man  der  leichtern  Uebersicht  halber: 

61  +6tti  +  Ä^e  +  b^^u^+b^ut  +  6»«*  +  .  ...=:if , 

Ci+C>tl  +  CgP+C4U*+C4U0  +«5»*+  ....  =  iV; 

so  hat  man: 


(2) 


f'l*^  e"'^  "»  W^(/^  f  ^x  +  iVy)  dudt=fi. 
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Nun   lassen  sich  die  beiden  Integrale 


auch  80  schreiben: 


J      WM-^dudv.    J      J       WJS^^dudv, 
nnd  geben  nach  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  behandelt: 


/-/■• 


e««f  »y  WMxdudv 

M.  9^ 


f^f^  e»*+«V  WNydudv 

wenn   man    unter    t^TFe"''!'*^!*'*    dasjenige    versteht,    was    aus 

tt|  ** 

MWe^'^^  wird,  wenn  man  dem  «  die  speciellen  Werthe  Ui  und 
«j  beilegt  und  vom  Resultat  der  ersten  8ub<$titution  das  Resultat 
der  zweiten  abzieht. 

Durch  diess  nimmt  die  Gleichung  (2)  folgende  Gestalt  an: 


»• 


Man  genügt  derselben ,   wenn  man  W  so  w&hlt,    dasa 

wird,  und  die  Grenzen  tii,  t^«,  V|,  r«  so,  dass  der  Gleichung: 

(4)         f"^^^^  Ff>'+«^y  !"•  rfr  +/*  "*  t  ^  »ri?»'+8^  !••  dii=0 
•i  «I 


i 
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Genüge  geschieht. 

Die  Gleichung  (3)  ist  eine  partielle  Differentialgleichnng  ond 
lässt  sich  leicht  nach  bekannten  Methoden  auflusen.  Entwickelt, 
stellt  sie  sich  so:    • 

und  ihre  Integration  erfordert  die  AuHusung  folgender  zwei  ge- 
wohnlichen  Differentialgleichungen : 

(^)  &M     dN 

{-L  +  ~  +  ^)Wdv  +  NdW=Q. 

Die  erste  derselben  gibt,   da  M  und  N  Functionen  von  u  und  v 
sind,  wenn  man  integrirt: 

(6)  q>(u,v)  =  a; 

sucht  man  hieraus  u  und  setzt  den  gefundenen  Werth  in  die  zweite 
der  Gleichungen  (5),   so  findet  man  durch  Integration  derselben: 

und  dieses  ist  das  Integral  der  Gleichung  (3),  wenn  man  für  6 
eine  willkuhrliche  Function  von  a  setzt,  und  unter  a  den  in  (6)  ge- 
fundenen Werth  versteht.  Nachdem  man  TF  gefunden,  substituire 
man  den  Werth  desselben  in  (4) ,  und  findet  man  für  «i ,  u^,  t^ ,  t^ 
von  X  und  y  unabhängige  Werthe,  welche  die  Gleichung  (4)  iden- 
tificiren,  so  hat  man  offenbar  das  Integral  der  vorgelegten  Glei- 
chung gefunden;   es  ist  nämlich 


=/'•/■• 


eux^vy  Wdudv  f 

oder,  eine  Summe  solcher  Ausdrucke,  jede  mit  einer  andere» 
willkfihrlichen  Function  versehen,  wenn  man  mehrere  Werthe  Pkx 
die  Grenzen  des  Integrales  findet. 

Die  hier  aus  einander  gesetzte  Methode  lässt  sich  auch  auf  den 
Fall  ausdehnen,  wo  in  der  Differentialgleichung  eine  beliebige  An* 
zahl  von  unabhängig  Variablen  auftreten.  Wäre  nämlich  die  ge- 
gebene partielle  Differentialgleichung  von  der  Form: 
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und  ihre  Coeflicienten  bezöglich  Xi,  .r«,  :r8.**.^n  linear,  nämlich 

80  setze  man: 

«1  /Ji  Vi 

WO  FF  eine  Function  ist  von  t/i,  k«,  113....?^,  und  wo  die  Gren- 
zen von  Xi,  ara,  x^,,...a:n  unabhängig  sind.  Man  gelangt  dann, 
denselben  Weg  wie  früher  einschlagend,  zu  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung,  die  das  IF  liefert,  und  zu  einer 
Gleichung,  woraus  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind. 

Eben  so  ist  einleuchtend,  dass  derselbe  Weg  auch  einge- 
schlagen werden  kann,  wenn  in  der  vorgelegten  Gleichung  statt 
partieller  Differentialquotienten  partielle  Differenzquotienten  stehen. 


Entwickelung  des  Werthes   von  dem  unendlichen  Ket- 

'^-^ — 

teubruclic  2+ 1 


3+ 


4+.... 

Setzt  man 

.      1.1  1 .   I  1 

(1)  vW=«+J  +  ä-i(5Tl)"*'3i-ar(ar+l)(:r+2)''" 

so  ist 

1  1  1 .  1  1 

ip(x +  l)  =  l  +  ^^i  +  2, •  (^^.i)(a:  +  2)  +  31 ' (:r +1) (ar+2) (x+S)"^' ' 

^« +2)=1  +  jq-2  +  ^  (;c^.2)(a:+3)  +  3\ '  (a+2)(*+3)(«+4)+-' 

und   folglich : 

q>(x  -h  2) 

(2)  9>(^)-9>(j»^  +  ^)  =  ;^(J+T)- 

Setzt  man  nun  weiter: 

Theil  XXV.  ^® 
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so  ist 
(4)  ^(^  +  i)=__.|___. 

aod  wenn  man  aus  (3)  den  Werth  von  (p{x)y  aus  (4)  den  Werth 
von  9)(ar-f  2)  sucht,  diese  gefundenen  Werthe  in  (2)  suhstituirt, 
tmd  redaeirt,   so  erhSlt  man: 


nnd  daher 


^(^)=^  +  ^(a:  +  l)' 


*<^  +  ^>=  ^+2  +  ^+1)- 


and 


tf;(a;)=r j- 


a:  + 


«  +  1  +  — 


^+2+F+4fZ 


Hieraus  folgt: 


.(i)-«(2)-*+r~~T 


tf.(l)  ~  9'(2)  2  . 


3+    » 


4  +  ,... 


das  heisst: 


1  + 


1 '  "^  1!  1! + srsf*^  sn  '*'•••• 

2+J ~i4._L._Lj.  1  ^ — 

^».      1 ■•' II  2!  +  2!  31  +  äTT!  "*■  •  • 

"•"4+ — 

Man  sehe  hierüber:  die  Zusätze  zu  Legendre's  Geometrie 
und  auch  den  Aufsatz  von  Amoretti,  der  in  den  „Nouvelles 
annales  de  roathematiques'S  r^dig^es  par  M.  Terquem, 
Jan  vier  1855,   steht. 

Nun  ist  aber: 
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,111  \    r^ 


I» 


o 

wie  man  sich  sehr  leicht  überzeugen  kann,  wenn  man  statt  e^com 
seinen  Wertb 

1  .  A  .  4cos*M  .  Scos'm  .  16cos*t«  . 

1  +2co8u  +  — 2r~"  +  — 3]  ~"  +  — 4! —  +  ••• 

setst,  dann  Glied  für  Glied  integrirt,  stets  die  bekannten  Formeln 

CO8*»+'urf«  =  0,        /         C08»-«rf«  =  3S    ^ra 

.0  •  ü 

benützend.    Es  ist  somit: 


.+-i 


1 ~ /*" 

■   '     J 


2  ^ ^ /        cos  tlß*  cos  u  rf„ 

3 


4+.... 


Note    über   Gleichungen. 

Die  Aufgabe,  sämmtliche  Wurzeln  einer  numerischen  Glei- 
chung zu  berechnen,  wird  bekanntlich  auf  folgende  Weise  gelost. 
Man  sucht  zuerst  eine  Wurzel  der  Gleichung,  dividirt  dann  das- 
vorgelegte  Gleichungspolynom  durch  den,  dieser  Wurzel  ent- 
sprechenden Wurzelfactor,  und  erhält  so  eine  Gleichung,  die  um 
einen  Grad  niedriger  ist,  als  die  vorgelegte;  mit  der  verfahrt  man 
eben  so,  wodurch  man  eine  Gleichung  erhält,  die  um  zwei  Grade 
niedriger  ist,  als  die  vorgelegte;  mit  dieser  um  zwei  Grade  nie- 
drigeren Gleichung  verfährt  man  wieder  so,  u-s.  f.  u.  s.  f. 

Die  Divisionen  durch  die  Wurzelfactoren  sind  aber  eine  lästige 
Arbeit,   sobald  die  Wurzeln  der  Gleichung  irrational,    oder  ga 
irrational  und  imaginär  sind;  ich  will  daher  zeigen,  wie  man  sich 
dieser  MObe  Gberbeben  kann. 

Sei 

die  vorgelegte  Gleichung  und 

10- 
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"— ^0  +  lÖ  +  100  +  1 000  ^  1 0000  ^  ••  • 

eine  Wurzel  derselben,  die  wir  uns  nach  der  Hörn  er 'sehen  Me- 
thode berechnet  denken.  Wir  kommen  mittelst  derselben  succes- 
sive  zu  Gleichungen»  von  denen 

die  erste  jede  Wurzel  um  a^. 


9* 


zweite    „  „         >»     ''o  ■  ia' 


»>    dritte      „  „         „     ^0  "1"  in  ■  JöÖ ' 

»»    vierte     „  „         „    "<*  '  10      100      lOÖO* 


kleiner  hat  als  die  vorgelegte  Gleichung;  sei  die  letzte  der  von 
uns  so  gebildeten  Gleichungen 

so  ist  offenbar  Bn  sehr  nahe  gleich  Null;  lässt  man  diese  Zab/ 
also  fort,  so  geht  diese  Gleichung  fiber  in 

and  säromtliche  Wurzeln  derselben  sind  (sehr  nahe)  um  u  kleiner, 
als  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  —  Nun  ist  aber  eine 
Wurzel  derselben  a;=:0,  die  andern  ergeben  sich  aus  der  Auflo* 
sung  der  Gleichung: 

ar«-^  +  i?ia:«-a  +  B^x*-^  + ....  +  Bn^2X  +  Ä«-i  =  0, 

deren  Coefficienten  uns  bekannt  sind,  da  wir  ja  zu  denselben  bei 
der  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  nach  der  Uorn  er 'sehen 
Methode  gelangten. 

Wir  sehen  also,  dass,  wenn  wir  eine  Wurzel  :r=:a  der  foi^ 
gelegten  Gleichung  nach  Horner's  Methode  berechnen,  wir  durch 
den  Mechanismus  dieser  Methode  zu  den  CoeflGcienten  der  Gleiehuog 

geführt  werden,  welche  vom  (n  —  l)ten  Grade  ist  und  Wurzeln  bat, 
die,  um  a  vermehrt,  die  n  — 1  Qbrigen  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  liefern.  Wenn  wir  nun  auf  dieselbe  Weise- die  letster- 
haltene  Gleichung  behandeln,  eine  Wurzel  x^^ß  derselben  finden 
and  zu  der  Gleichung 
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j:"-*  +  Ciar"-»+Ctar— *  +  ....+  C«-«  =  0 

gefShrt  werden,  so  kann  man  sagen,  dass  die  vorgelegte  Gleichang 
4ie  beiden  Wurzeln 

besitzt,  und  dass  die  anderen  n — 2  Wurzeln  um  a-f/9  grosser  sind, 
als  die  Wurzeln  der  eben  aufgeschriebenen  Gleichung  vom  (it — 2)teo 
Grade  u.  s.  f. 


Ich  habe  in  meinem  Werke:  „Allgemeine  Aufl5sung 
der  Zahlengleichungen"  bewiesen,   dass   zwei  Gleichungen 

g>(ar,y)=0,    t/;(;r,y)=:0 

entweder  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  sind  oder  sich 
widersprechen,  falls  folgende  Gleichung  identisch  statt  findet: 

^  ^  ^'  dy      dy    dx        ' 

(Man  sehe  auch  hierüber  den  Aufsatz  von  Dienger  im  Archiv. 
Band  XXI.  S.  219.) 

Es  kann  manchmal  der  Fall  eintreten,  dass  die,  Gleichung  (1) 
nicht  identisch  ist,  aber  identisch  wird  fOr  jenen  Werth  von  y^ 
der  aus  ^(a:,  ^)^0  folgt;  alsdann  ist 

'^(p^f  y)  =  A^»  y)  •  9>(^»  y)  +  o» 

81b        8t|/ 
unter  a  eine  constante  Zahl  verstanden.   Denn,  bildet  man  ^  und  ^ 

and  substituirt  deren  Werthe  in  (1),   so  erhült  man: 

dx      ''dx      ^'^* 

8tf;  85p    ,         V. 

öy      ''Sy  ^^dy* 

folglich : 

dip  d^     dg>  dif        ,       ,    rS^   3/*      8/*  3g>1 
8i-^""^-55=^^'''y^LSi'^"85äyJ' 

was  gleich  Null  ist,  weil  9>(ar,  y)  =  0  ist. 

Das  System  der  beiden  vorgelegten  Gleichungen  kann,   wenn 
a^O  ist,   zusammen  nicht  bestehen;   wird  hingegen,  falls  a=:0 

iat,  Ar  alle  jene  Werthe  befriedigt,  die  der  Gleichang  9>(ar,y)=:0 
geottgeo. 
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Dbcussion  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
des zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Die  Discussion  der  allgemeiuen  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
des  zwischen   zwei   veränderlichen  Grüssen»    so  wie  sie  lo  den 
Lehrböohern  der  analytischen  Geometrie  nach  dem  Vorgang«  der 
französischen   Geometer  gewöhnlich    gegeben    wird,    nimmt   eine 
ziemlich  grosse  Anzahl  verschiedener  Coordinaten-TransformatioDen 
io  Anspruch,    und  hat  sich  mir  namentlich  dann  immer  als  man- 
gelhaft, wenigstens  als  unbequem,  fühlbar  gemacht,  wenn  es  auf 
die  wirkliche  Entwickelung  der  einfachsten  Gleichung  des  betref- 
fenden Kegelschnitts,    nicht   bloss   auf  die   Bestimmung  der  Art 
oder  Form   desselben  im   Allgemeinen,    ankam.     Ich   will    daher 
diesen  wichtigen  Gegenstand  im  vorliegenden  Aufsatze  einer  neuen 
Behandlung  unterwerfen,  die  sich  sowohl  in  Bezug  auf  die  leichte 
Uebersichtlichkeit  des  Ganges  der  Entwickelung  im  Allgemeinen, 
als  auch  rücksichtlich  der  Einfachheit  und  Eleganz  der  eine  leichte 
weitere    Anwendung    gestattenden    Resultate    der   Untersuchung, 
vielleicht   der    Aufmerksamkeit   der   Mathematiker   einigermassen 
empfehlen  dfirfte. 

Die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades 
f wischen  swei  veränderlichen  Grossen  sei,  x  und  y  als  recht- 
winklige Coordinaten  vorausgesetzt, 

a«* + 6y* + 2ca:y  +  2  Ar  +  2ey + /•:=  0. 

Legen  wir  nun  durch  einen  Punkt,  dessen  polare  Coordinaten  In 
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dem  primitiven  Systeme  der  x,  y  wir  durch  a,  p  bezeichDen  wol- 
len,  ein  neues,  dem  primitiven  Systeme  der  xy  paralleles  Coor- 
dinatensystero,  und  bezeichnen  in  diesem  neuen  Systeme  die  po- 
laren Coordinaten  im  Allgemeinen  durch  ^^  > ''i  >  so  rouss  man,  um 
von  dem  primitiven  Systemß  der  xy  zu  diesem  neuen  Systeme 
polarer  Coordinaten  überzugehen,  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  offenbar  im  Allgemeinen 

a:z=:pcoso(-|-r|COS9>t»    ^:=p8ina4'i^i9lD^ 

setzen,  wodurch  die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung  des 
zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen  die  folgende 
Gestalt  annimmt: 

0=.     a(poosa -f  ^icosg^i)* 

-f  A  (p  sin  a -K  ^  8>n  9>i  )^ 

+2c(p  cos  a  +  r|  cos  (pi)  (psin  a  +  r^  siog^i) 

4-  2c((p  cos  a  -K  r|  cos  qO] ) 

4- 2e  (p  sin  a :)- ri  sin  91 ) 

oder  nach  gehöriger  Entwickelung  die  Gestalt: 

0=  (acoso^  -|-  6sina*  4*  2csinacosa!)p*4-  'KßQo&ct-^-  eBma)Q\  f 
•f2t(apcoso-fcpsina4-c0co8  9i4-(&^siaa4-cpcoso4-e)8in9)i)r| 
+  (a  cos  g>i*  +  b  sin  g>i*  +  2c  sin  ipi  cos  9i)  fi*. 

Wir  wollen  nun  die  Grossen  o,  p  so  zu  bestimmen  suchen, 
dass  das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  im  Allgemeinen  ver- 
schwindet. Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  beiden  in  Rede  stehen- 
den Grossen  die  folgenden  Gleichungen: 

ap  cos  a  4- <^p  sin  o( -f  ^  =^  0  > 

6psin«  4'^^<^<^B«4'^=0» 

ans  denen 

d       e  . 

^*^"  aco8a4-C8lno*     ^"^     6sino4-ccosa' 

aUo 


acoso4'Csina      6sino-f  ccos« 
oder 


148        Grunert:    Diicussion  der  ailgemeinen  GMchvng  des 

dcosa -f  csina       ci-f  ctanga d 

6sina-|-ccosa  ~~  c  +  6tanga      e 

folgt,    woraus  sich  ferner 

ae  —  cd 

ergiebig  mittelst  welcher  Formel  der  360^  nicht  übersteigende 
Wlokel  o  immer  bestimmt  werden  kann,  wobei  man  jedoch  xu 
bemerken  hat,  dass  diese  Formel  fiir  a  jederzeit  zwei  um  180^ 
von  einander  verschiedene  Werthe  liefert.  Welchen  dieser  beiden 
Werthe  man  aber  zu  nehmen  hat,  kann  immer  leicht  und  sicher 
entschieden  werden.    Aus  den  Formeln 

_  "rf  e 

^"^     acosa-f  csina'     ^~      h  Hin  a -i- c  cob  a 

erhellet  nämlich  auf  der  Stelle,  dass  den  beiden  in  Rede  stehen- 
den, um  180^  von  einander  verschiedenen  Werthen  von  a  jeder- 
zeit zwei  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  von  g  ent- 
sprechen ;  und  da  nun  q  seiner  Natur  nach  nur  positiv  sein  kann, 
80  kann  nie  ein  Zweifel  übrig  bleiben,  wie  man  den  360^  nicht 
tibersteigenden  Winkel  o  zu  nehmen  hat. 

Leicht  erhftit  man  auch  mit  Beziehung  der  oberen  and  unte- 
ren Zeichen  auf  einander : 

ae  —  cd 

V^(ac— crf)«  +  {bd  -  ce)« 

±bd — ce 

\^(a«— cd)*  +  (6rf-c«r)« 

und  hieraus    ferner: 

_  V^Coc— crf)«  +  {bd  —  ce)^ 

^="» W:^ ' 

wo  die  Zeichen  jederzeit  so  zu  nehmen  sind,  dass  q  positiv  ausföllt. 

FOr  die  jetzt  bestimmten  Werthe  von  a  und  p  wird  nun  die 
obige  Gleichung  unserer  Linie  des  zweiten  Grades: 

^_      (aco«a»-f6sina»-f2csin«co8a)p«-f2(rfcos«  +  esin«)p-f/^ 
*  acos9)i*  +  6sing>i*+2csin<PiCOS9i     "~T 

Bemerkt  man  nun  noch,    dass,    wie  aus  den   beiden  Gleichnogen 

.apcoso-fcpsina  +  cZ=0, 
bQsma  -\- CQCosa-\- e  =0 
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auf  der  Stelle  folgt: 

(a6  —  c*)  ^  cos  a = ce  —  6rf, 

(a6  — c*)^8ina  ^scd  —  aet 
aUo 

ce  —  bd  cd — ae 

ist,  80  findet  man,  %venn  man  diese  Grossen  in  den  Zähler  des 
obigen  Werths  von  T]'  einführt,  für  diesen  Zfihler  mittelst  leich- 
ter Hechnung  den  folgenden  Ausdruck: 

ae^  +  dd^  +  fc^ — aöf--  '2cde 

woraus  sich  nun  nach  dem  Obigen  die  folgende  merkwQrdige 
Gleichung  unserer  Linie  des  zweiten  Grades  ergiebt: 

^ ae^  +  bd:^  +  fc^  —  abf^lcde 

*        (ab  —  c')  {afios  q>i^  +  Ä  sin  <pi*  +  2c  sin  ^i  cos  (pi ) ' 

Hier  dringt  sich  nun  aber  schon  gans  von  selbst  die  Bemer- 
kung auf»  dass  alle  obigen  Ausdrücke  unendlich  werden,  und  da- 
her die  ganze  vorhergehende  Entwickelung  ihre  Gültigkeit  verliert, 
die  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  aus  unserer  obigen  Glei- 
chung der  Linie  des  zweiten  Grades  folglich  überhaupt  unzulässig 
und  unmöglich  ist,  wenn  die  Grösse  ab — c*  verschwindet,  so 
dass  wir  also  von  jetzt  an  zu  der  Annahme  genuthigt  sind,  dass 
die  Grösse  eb^c*  nicht  verschwinde,  indem  wir  zu  dem  Falle, 
wenn  a6  — c*=0  ist,    späterhin  besonders  zurückkehren  werden. 

Weil  nun  bekanntlich 

^««  ^  «-  l  +  co82<pi                       1  — cos2yt 
cos  <pi*= 2 '     *'"  <Pi  = 2 

and  sio29y|^2sin9>iCOS9»|  ist,  so  ist 

•     rt     •  ü -\- b      a—^b      ^  , 

iicosg)i*+öslng>i*+2c8ing)iCos<Pi  =  — 2"  +  — 2~cos29>,-fc8m2g?, 

a  +  6  ,  o  — 6        ^  2c     .  o    X 

=  — 2-'*""2~^^®*^*"*"a^®'"  '^^^ 

also ,  wenn  wir ,  den  Winkel  2fi  positiv  und  nicht  grösser  als  360^ 
nehmend , 
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setzen : 

und    folglich : 

^ ae^  +  bd*+ fc^ — abf-  2cde 


Es  ist  aber  ferner 

— 2""  +  — 2-sec2/[icos2(|it— 9)1) 
==^{co8(|[i-9?i)«+»in(fi-9>i)*l+^sec2fitcos(|ii--<Pi)*--sinOA-9,)*| 

=(^2"4^6ec2|it^tos(|[i-9)i)2  +  ^^2 ^  sec2^^sin(fi-9?i)*, 

folglich : 

qe»  ^-öd*  +  fc^  -  aft/*--  2crfe 
^^ ub—c^  

(^+^^8ec2fi^co8(|ui-<Pi)*+^^  -  ~-sec2|»j8in(^-.90* 

Wenn  man  das  Product 

fa\b      a-b       ^\fa\b      a-b       ^\ 

entwickelt,   indem  man 
setzt,  so  findet  man  leicht: 

und  schliesst  also  hieraus,  dass  die  GrOssen 

— 2-  +  — ^sec2fA  und  — ^ ^^  ««c^i» 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem 
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«6  — «?«>0  oder   «ft— c«<0 
ist. 

In  dem  Falle 

kann  man  also  immer  setzen:  « 

ae^ + ^€£«  +  /c^ — abf  -  2crfg 
(«i6— c*)( -^  +  — j- 8ec2fi » 

indem  man  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nimmt,    jenach- 
dem  die  Grosse 

HC«  +  Ärf*  +  /c«—  abf-  2c(ie 
mit  den  beiden  Grossen 

a+6  ,  g— ^      ,^         ,  a+b     a-^b       . 
-ö—  i K^^ecl^  und  —5 2-®®c2fA 

gleiches   oder  ungleiches  Vorzeichen   hat,    und  erhält  dann  nach 
dem  Obigen: 


ri*=± 


l 


cos(fi  —  yi)^      sin  (fi  -  y^)« 

oder 

ri^cosC^— yi)«  .  n^g'n(l^— yi)^  _    ■  , 

das  obere* oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem 

ae«  +  Ärf»  +  /b«  —  a6/*—  2cde 
mit  den  beiden  GrOssen 

— 2"  ^ — 5~ 8ec2fi  and    -4— 5—  sec 2^ 

gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen  hat. 
In  dem  Falle 

«6— 1:»<0 

kano  man  immer  setzen: 
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indem  man,  was  immer  möglich  ist,  die  Zeichen  so  nimmt,   dass 
J^  und  B^t  wie  es  erforderlich  ist,  positiv  werden.    Dann  ist 


v=± 


cos(fi  — (pi)*      siD(^  — g)i) 


oder 

r,»cos(fi--y|)»       r,*sin(g--5Pi)*  , 

Legt  man  durch  den  durch  die  polaren  Coordioaten  o,  ^  be- 
stimmten Punkt  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  XY,  in 
welchem  der  positive  Theil  der  Axe  der  X  mit  dem  positireo 
Theile  der  ersten  Axe  des  durch  denselben  Punkt  gelegt^i  redbt- 
winkligen  Systems,  auf  welches  sich  die  polaren  Coordioaten 
q>i ,  Vi  beziehen ,  den  auf  gewrihnliche  Weise  genommenen  Win- 
kel fi  einschliesst,  so  erhellet  leicht,  dass  in  vulltger  Allgemeinbeit 

X^Ti  cos  (g),  —  |i) ,     F=ri  sin  {(p^  —  <*) 

ist.     Also  ist,  Wenn 


ist: 


und  ftir 


ist: 


/i6-c«>0 


©■-©■=*■• 


a6-c«<0 


(l)'-G)'=*' 


Ffir  a6— c*>0  ist   folglich  die  Linie  des  zweiten  Grades  eine 
Ellipse  oder  imaginSr,  jenachdem 

mit  den  GrOssen 
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—k — K — 2~®®^"f*  ^^^   — ö s— seczfi 

gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen  hat.  Fdr  ah  —  c'<0  ist  die 
Linie  des  zweiten  Grades  eine  Hyperbel. 

Die  Formel 

liefert  für  den  360^  nicht  übersteigenden  positiven  Winkel  2fi  zwei 
uro  180^  von  einander  verschiedene  Werthe,  von  denen  im  Vor- 
hergehenden beliebig  der  eine  oder  der  andere  genommen  werden 
kann;  und  weil  nnn  nach  dem  Obigen 

ist,  so  wird  man  offenbar  den  Winkel  2f(  immer  so  nehmen  kön- 
oeii,   dass  sec2fi  mit  a  —  b  gleiches  Vorzeichen  hat,   also 

a — b 

— 2*  sec2fi 

« 

positiv  Ist.  Ist  nun  ab—c^^  0,  so  haben  a  und  b  offenbar  gleiche 
Vorzeichen,  und  nimmt  man  nun,  wozu  man  augenscheinlich  be- 
rechtigt ist,  n  und  6  als  positiv  an,  so  sind  in  diesem  Falle  die 
Grossen 

a  +  Ä      a— 6                       a^rb      a—b       ^ 
— Q — I rt—  see2fi  und   — ^ rt—  sec2fc , 

welche  bekanntlich  gleiche  Vorzeichen  haben,  offenbar  beide  po- 
sitiv. In  dem  Falle  ab  —  c*>0  wird  man  also,  unter  der  stets 
zulässigen  Voraussetzung,  dass  a  und  b  beide  positiv  sind,  nach 
dem  Obigen  auch  sagen  können,  dass  die  Curve  des  zweiten  Gra- 
des eine  Ellipse  oder  imaginär  ist,  jenachdem  die  Grösse 

fle»+6rf«  +  fc^—abf-lcde 

positiv  oder  negativ  ist. 

Bisher  ist  offenbar  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass 
die  Grösse 

ae«  +  ftcP  + /b« — «6/ -  2€de 
nicht  verschwindet.     Ist  aber 

ae*  +  6rf« + /c«  —  abf—2cd€  =  0 
und  daher  aach 
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(acosa^  +  bsina^  +  2csinaco6a)Q^  -i-  2(äc08a  +  emna)Q  +  f=0, 

so  ist  Dach  dem  Obigen  die  Gleichung  unserer  Curve  des  zwei- 
ten Grades  eigentlich 

(acos9)i*+Ä8ing)i*  +  2c8in9>i cosg)i)ri^=ü,    • 

und  daher  entweder 

r,=0 
oder 

acoB^i^ +ö(i\ng>i^ +2ca\n<pi  coBtpi  =0. 

Nach  dem  Obigen  kann  man  diese  letztere  Gleichung  auch  unter 
der  Form 


/a  +  6  .   fl-Ä       ^  \ 
+  ("2 2^»ec2iiJ  sin(ft-g?,y 


=  0 


darstellen,  und  weil  nun  in  dem  Falle  aö  —  c^^O  bekanntlich  die 
Grössen 

—3—  +  — s—  sec2^   und    —^ ^  sec2fi 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

aco8^i*  +  Äsinyi*^  +  2csing)j  cos 9)1  ^0 
oder 


(j'Y^  +  ^^j-sec2fi^cos(j»— y,) 


=  0 
9 


offenbar  unzulässig.     Für  ab  —  c^y^O  kann  also  nur 

ri=0, 
för  flÄ— c*<0  dagegen  kann 


ri=0   und    tang(fi  — ^)==:i: 


-^  +  —2-"  sec2|i 

a  +  Ä      fl  —  b       ^ 
~2 f"  *®^^ 


sein ,  wo  im  letzteren  Falle  also  9)1  ein  constanter  Winkel  ist    Die 
Gleichung  r|=0  reprSsentirt  den  Punkt  (uq),  die  GMcbmigr 
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taiig(|i— 9,)  =  ± 


T  2  2 


sec^fi 


«     6 


welche  nur  in  dem  Falle  ab — c^<0  zalässig  ist,  repräsentirt, 
weil  der  Winkel  q>i  constant  ist,  zH-ei  durch  den  Punkt  (uq) 
gehende  gerade  Linien. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  des  Falls,   wenn 

ist  In  diesem  Falle  wollen  wir  zeigen,  das«  sich  im  Allgemei- 
nen immer  eiiie  gerade  Linie  und  ein  Punkt  von  solcher  Beschaf- 
fenheit finden  lassen,  dass  die  beiden  Entfernungen  eines  jeden 
Punktes  der  durch  die  Gleichung 

ax'^  +  6y*  +  Icxy  +  2dx^2eyi-f=z  0 

charakterisirten  Curve  des  zweiten  Grades  von  der  in  Rede  stehen- 
den geraden  Linie  und  dem  in  Kede  stehenden  Punkte  einander 
gleich  sind,  woraus  sich  dann  von  selbst  ergieht»  dass  in  dem 
Falle  ab — c*  =  0  die  Curve  des  zweiten  Grades  im  Allgemeinen 
eine  Parabel  ist,  deren  Directrix  und  Brennpunkt  die  in  Rede 
stehende  gerade  Linie  und  der  in  Rede  stehende  Punkt  sind. 

Uro  dies  zu  beweisen,    sei 

die  Gleichung  der  gesuchten  geraden  Linie,  und  X,  V  seien  die 
Coordinaten  des  gesuchten  Punktes.  Die  Entfernung  des  Punk- 
tes (xy)  in  der  Linie  des  zweiten  Grades  von  dem  Punkte  (XV) 
Ist  bekanntlich 

\r(x-^X)^  +  (y^y)^, 

Qod  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (xy)  in  der  Linie 
de»  iweiteo  Grades  von  der  Im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

Ax  +  By  +  C^O 

charakterisirten  geraden  Linie  ist 

(Ax  +  By+Cy^ 
A^+B^ 

Also  liefern  uns  die  Bedingungen  der  Aufgabe,  indem  (xy)  immet 
eineo  Punkt  In  der  Linie  des  zweiten  Grades  repräsentirt,  die 
GleicbuDg 
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welche  roan  leicht  auf  die  Form 

—  t  C«  -  (^« + ^  ( A'H  F«)l) 

bringt;  und  weil  nun  wegen  der  Bedingungen  der  Aufgabe  diese 
Gleichung  offenbar  mit  der  Gleichung 

<w:*  +  ^*+2cay  +  2<ii: +2cy +/*=0 
identisch  sein  muss,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

und 

wo  sich  nun  fragt,  ob  die  fünf  Grossen  A,  B,  C,  X,  F  so  be- 
stimmt werden  kr>nnen,  dass  diesen  sechs  Gleichungen  genügt 
wird»   was  wir  nun  untersuchen  wollen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung 

aÄ  — c*=0   oder   aft  =  c* 

ist,  so  haben  a  und  b  gleiche  Vorzeichen,  und  wir  sind  daher 
offenbar  anzunehmen  berechtigt,  dass  diese  Grössen  beide  positiv 
sind.     Aus  den  beiden  Gleichungen 

folgt  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 
oder 

wo  V*a  nnd  STb  reelle  Grössen  sind.  Im  ersten  und  zwettee 
Falle  ist  respective 

AB==V^ab    und   AB=^V^^. 
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Weil  niio  wegen  der  Gleichung  ab=zc^,  die  hier  immer  die 
GniiHllage  der  Untersuchung  bildet,  jenachdem  c  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  c=z\rab  oder  c=— VoÄ  ist,  und  bekanntlich  AB=z^c 
sein  soll,  so  muss  man  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
2Seichen  auf  einander 

A:=:±V"b,     B=f\ra 
oder 

setzen,  jenachdem  die  Grosse   e  positiv  oder  negativ   ist*),   so 
dass  sich  also  die  drei  Gleichungen 

immer  In  reeller  Weise  erfüllen  lassen ,  wie  ans  dem  Vorhergehen- 
den sich  in  ganz  unzweideutiger  Weise  ergiebt. 

Nachdem  wir  A  und  B  bestimmt  haben,  wollen  wir  nun  ftuch 
die  drei  Gleichungen 

AC-^{A^'\'B^X=-d, 

BC\^{A^^B^)Y=^e, 

C«-  {A^  +  Ä«)  {X^  +  F«)  =  — /• 

auflösen.    Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt:  , 

y_      d^AC       ,,^      e  +  BC , 

folglich 

r t ^  V«  _  (d  +  AC)*  +  (e  +  BC)* 

als»,  wenn  man  dies  in  die  dritte  Gleichung  einfflhrt: 

^     (d-fAC)*+(e  +  ßC)^ 

^  ""  A*+B^  "     '' 

woraus  sich  leicht 


^)  Der  Fall,  wenn  C,  und  wegen  der  Gleichung  ad—C^^O  alte 
•ach  eine  der  beiden  Grossen  a,  ö  Terschwindet,  erledigt  sich  von  selbst, 
fadem  et  in  diesem  Falle  ganz  gleichgültig  ist,  wie  man  die  Zeichen 
■immt,  weil  die  dritte  Gleichung  AB=  —  C  dann  immer  erfüllt  itt* 
Wir  werden  daher  auch  im  Folgenden  diesen  Fall  nicht  weiter  beton- 
tere hervorheben. 

Theü  XXV.  11 
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d:^  +  e^  +  2(dA+eB)C 

also 


i<«  +  Ä«  ~^* 


/)t^4.g«)-(cP4.e«) 
^■~  2(dA  +  eB) 

ergiebt    Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  C,  X,  Fdie  Formeln: 

r^M^±B^tz(^±e^. 

Y-     <^4-^C  g  +  gC. 

^-"""^2+ga'     '^—     ja+Ä«' 

mittelst  welcher  sieh  die  in  Rede  stehenden  Grossen  im  Allge- 
meinen immer  in  reeller  Weise  bestimmen  lassen,  wodurch  also 
bewiesen  Ist,  dass  unsere  Linie  des  zweiten  Grades  im  vorliegen« 
den  Falle,  wo  a6— c^=:0  ist,  in  der  That  im  Allgemeinen  eine 
Parabel  ist»   mit  der  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Directrix  und  dem  durch  die  Coordinaten  Ä,  T 
bestimmten  Brennpunkte. 

Wegen  der  doppelten  Zeichen  in  den  Ausdröcken  von  A  und 
B  konnte  es  scheinen,  als  wenn  es  zwei  Directrixen  und  zwei 
Brennpunkte  gSbe«  Dass  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  kann  leicht 
auf  folgende  Art  gezeigt  werden,  wobei  wir  die  absoluten  Werthe 
Ton  A,  B  respective  durch  A' ^  B'  bezeichnen  wollen. 

För  ein  positives  e  ist 

A=±A',    B^TB*, 
folglich 

^=±  MäÄ'-eB') =±^' 

y_      d-\^A<C  e-B'C , 

also  die  Gleichnog  der  Directrix: 
oder 

•o  dass  maD  also  zur  Bestiiomung  der  Directrix  und  des  Brea»> 
puolits  bloss  die  Formelo 
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T—  -.  ä  +  A'C  e-B'C 

hat»   welche  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthalten. 
Ffir  ein  negatives  c  iet 

folglich 

d  +  A'C        y_       e  +  g^C\ 

also  die  Gleichung  der  Directrix: 

±A'x±B'y±C'=0 
oder 

so  dass  man  also  zar  Bestimmung  der  Directrix  und  .des  Brenn- 
punkts hioss  die  Formeln 

A'a:  +  B'y  +  C'=:0, 
d  +  A'C        «_      e  +  B'C 

bat,  welche  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthalten. 

Weil  durch  das  vorhergehende  Verfahren  unmittelbar  die  Di- 
rectrix und  der  Brennpunkt  der  Parabel  bestimmt  werden,  also 
auch  leicht  deren  Axe  durch  die  gewöhnlichen  Formeln  der  ana- 
lytischen Geometrie  gefunden  werden  kann,  so  scheint  mir  die 
vorhergebende  Methode  vor  der  gewöhnlichen  Methode  der  Dis* 
cussion  auch  aus  diesem  Grunde  wesentliche  VorzOge  zu  haben. 

Nun  sind  aber  noch  zwei  Ausnahmeßllle,  in  denen  die  obigen 
Formeln  ihre  Anwendbarkeit  verlieren,  zu  betrachten. 

Der  erste  dieser  Fälle  ist  der  Fall,  wenn  A^+B^=0  ist»  wo 
X  und  Y  unendlich  werden.  In  diesem  Falle  ist  ^=0,  B^siO, 
also  0=0,  6=0,  und  folglich  wegen  der  Gleichung  a6-— e^=0 
auch  e  =  0,  so  dass  also  die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung 
des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen  in 
diesem  Falle 
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lat,  uod  folglich  eine  gerade  Linie  darstellt. 

Der  zweite  der  beiden  in  Rede  stehenden  Fälle  ist  der  Fall, 
wenn  dA+eB^iO  ist,  in  welchem  Falle  C,  und  demzufolge  auch 
X  und   T,  unendlich  werden.    Wenn  c  positiv  ist,  so  ist 

so  wie  c=  VHh.  Wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung  dA-i-eß=0 
ist 

dVb-e\raz=0, 
also 

e  =  a  77=  und   «  =  «77^» 
V  a  V  6 

so  dass  sich  also  die  zu  discutirendc  Gleichung  auf  eine  der  bei- 
den  Formen 

ax^  +  by^  +  2Wb.xy  +  2dx  +  2d-7=:^y+f=zO, 

V  ü 

aar*  +  fty«  +  2  Vfl6.ary  +  2e^ar  +  2cy  + /•=0; 
also  auf  eine  der  beiden  Formen 

\  a 
(« V^  +  y  VT)«  +  2 -^(a:  V^ +y  \^6)  + /•=  0 

bringen  lisst.    Wenn  c  negativ  ist,  so  ist 

^=±VT,    ß=±Va, 

so   wie    e^  —  Vaft.      Wegen    der    vorausgeseti^ten    Gleichung 
dA+eB=0  ist 

also 

.VT      .  .        VZ    - 
""vT        ''='*VT' 

folglich  die  zu  discutirende  Gleichung 
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V  ä 


oder 


Va 

Da  sich  oun  die  vorstehenden  Gleichungen  in  Bezug  auf 

«Va+yV^Ä  oder   xV^a — ySTb 

als  unhekannte  Grösse  wie  quadratische  Gleichungen  auflösen 
lassen»  so  ist  klar,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  durch  die  zu 
discutirende  Gleichung  des  zweiten  Grades  dargestellte  Cnrve  durch 
zwei  gerade  Linien  repräsentirt  wird  oder  imaginSr  ist»  welches 
beides  davon  abhängt,  ob  die  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden 
quadratischen  Gleichungen  reell   oder  imaginär  sind. 

Im  Obigen  ist  freilich  die  Gleichung 

cur«  +  by^  +  2ca:y+2€b:  +  2ey  +  f=0 

nur  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  worden» 
was  aber  auch  ganz  zulässig  und  völlig  hinreichend  ist;  denn  aus 
der  bekannten  Form  der  allgemeinsten  Formeln  zur  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  der  Ebene  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  die 
obige  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grössen  ihre  Form  im  Allgemeinen  nicht  im  Geringsten  ändert, 
wie  man  auch  das  Coordinatensystem  transformiren  mag. 


Nachdem  wir  hiermit  unsern  Zweck,  die  allgemeine  Gleichung 
des  zweiten  Grades 

oo:«  +  6y«+ 2ca:iy  +  2Ar  +  2ey  + /•=  0 

swiscben  zwei  veränderlichen  GrOnsen  zu  discutiren,  erreicht  haben, 
wollen  wir  nur  noch  in  der  Kürze  bemerken*,  dass  man  in  dem 
Falle»  wenn 

ist»  wo  sich  aus  der  Gleichung 
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0=(aco8a*  +  68ina'  +  2csinaco8a)p*+2(rfco8a  +  e8ina)^  +  ^ 
-f  2t(a^co8a-f  c^sina  \-  d)coB(pi  •Y{bQS\\ia-\-cQcosu-\-  e)€mfp^  )r| 
+  (a  cos  g)i*  +  b  sin  q>i^  +  2c  sin  <pi  cos  9)i)ri* 

belcanntiich   das  zweite  Glied  nreht  wegschaffen  lässt,  aus  dieser 

Gleichung  immer  das  erste  Glied  wegschaffen  kann.  Weil  c'=-H:^ab 
ist,  so  ist  die  vorstehende  Gleichung,  wie  man  leicht  findet: 

0  =  (cosa  V^±  sin  a  V^Ä)*^*  +  2(/icos  a+esina)  p +/* 

+ 2 1  (cos  a  V^«  isin  a  V^6)  (cos  9)1  Va  Jtsi  n  <jP|  V^6)p +dcos  9i +esin  gp^  {r^ 
-f  (cos  9)1  V^o+sing?i  V^)*r,*, 

also«   wenn  man,    um  das  erste  Glied  wegzuschaffen, 

cos  a  yfa  dh  «in«  V6  =t  0, 

2(dcosa  +  esina)p  •{-  fzzzO; 
folglich 

WO  die  WurzelgrOsse  reell  ist,   setzt: 

|2(dcosg)i  +«8in9?i)+(cos<;Pi  Va  +  sin^i  V6)«rilri=0,   " 
woraus  sich  r^  =  0  oder 

g        </cosyi +  esinyi 

(cos9|  Va±sing),  V^)* 
ergiebt. 

Setzt  man 

Vi  cos  <;pi  =  a^i ,    Ti  sin  9>i  =  ^1 , 
80  ist  obige  Gleichung  auch: 

DiesMi  hier  nur  beiläufig  berfihrten  Gegenstand  weiter  wa  ver- 
folgen, namentlicb  alleeinzelnen  möglichen  Fälle  zu  unterscheiden  imd 
gehörig  zu  discutiren,  ist  jetzt  nicht  meine  Absicht,  da  dem  et|CMit- 
liehen  Zwecke  dieser  Abhandlung  im  Obigen  schon  vollständig  ge- 
nügt ist. 
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UntersachoDg  des  Fehlers,    wenn  die  Ebenen  eines 

Glasspiegels   nicht   parallel  sind. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ignatz  Lern  och 

aa  der  Universität  su  Leraberg. 


Siod  (Taf.  11.  Fig.  5.)  die  Ebenen  AB,  DE  parallel,  DE  die 
belegte  Seite,  so  wird  der  von  iS  unter  dem  Winkel  SCF  aofTal- 
lende  Strahl  nach  CJ  gehrochen,  und  da  nach  dem  Gesetze  der 
Reflexion  der  Winkel  CJG=  KJH,  somit  auch  GCJ—JKH,  und 
der  letztere  der  Einfallswinkel  nach  der  Reflexion  an  die  Ebene 
AB  ist,  so  bildet  auch  der  aus  dem  Glase  austretende  Strahl  KO 
mit  seinem  Einfallslothe  KL.  denselben  Winkel ,  unter  dem  er  auf 
die  erste  Fläche  aufgefallen  ist;  es  ist  somit  SCF=LKO. 

Sind  jedoch  (Taf.  II.  Fig.  6.)  LMR  und  BMN  die  beiden 
Flächen  eines  Spiegels ,  diese  somit  unter  dem  Winkel  BML  ==  y 
geneigt,  BAL  ein  Durchschnitt  heider  Flächen  mit  der  Einfalls- 
ebene, diese  auf  die  obere  Fläche  MN  senkrecht,  der  Neigungs- 
winkel zwischen  den  Ebenen  BML  und  BAL,  nämlich  MBAz=it 
und  der  Winkel  BAL-r^-A,  so  denken  wir  uns  aus  A  mit  dem 
Halbmesser  Eins  eine  Kugel  beschrieben,  welche  die  Ebenen 
jKZV,  LA  und  LAB  schneidet,  und  bekommen  dadurch  das  sphä- 
rische Dreieck  abc,  in  welchem  bc^=zA,  bac=y,  fl6=:90— c,  acb 
ein  rechter  Winkel  ist;  aus  diesem  Dreiecke  folgt  coas-^  coigytgA, 
also 

tang^  =  cos£tangy,  (1) 

Qod  weil  A  und  y  sehr  kleine  Winkel  sind,  so  kann  man  die  Tan- 
genten den  Bugen  gleich  setzen,  und  bekommt: 

^  =:  y  cos  e.  (2) 
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Zar  Erklärung  der  ferneren  Rechnung  wird  es  besser  sein» 
wenn  wir  uns  in  Taf.  II.  Fig.  7.  das  Dreieck  ABL  in  die  Ebene 
des  Papiers  umlegen;  Ä  ist  dann  der  Punkt,  von  dem  der  Strahl 
iSC  kommt,  CF  das  EinfalUloth,  somit  SCF=^a  der  Einfallswin- 
kel; der  Strahl  wird  beim  Eintritte  in  das  Glas  zum  Einfallsiotli 
gebrochen»  und  wenn  der  Brechungswinkel  FCJ=^ß  beisst,  so  ist 

sina=-nsin/?.  (3) 

Der  gebrochene  Strahl  wird  an  der  spiegelnden  Ebene  AL  unter 
demselben  Winkel  m  reflektirt,  unter  dem  er  aufgefallen  ist,  macht 
nach  der  Reflexion  an  die  Ebene  Aß  mit  dem  Einfallslotbe  G£ 
den  Winkel  GEH=a',  und  wird  beim  Austritte  nach  O  gebrochen; 
daher  ist,  wenn  der  Brechungswinkel  GEO^=^ß*  gesetzt  wird, 

sinj3'=nsina'.  (4) 

Ferner  ist  ACJ=.900 — ß  und  zugleich  der  äussere  Winkel  des 
Dreiecks  C^ii,  daher  ^O^-^ß^A+m;  der  Winkel  EDL=m  Ist 
ein  äusserer  des  Dreieckes  £^Z>i4 ,  somit  /ii=y()^— a'-|-il;  aus  die- 
»en  beiden  Gleichungen  folgt 

a'  — /3  =  2.1.  (5) 

Der  Fehler  wegen  der  nicht  parallelen  Begränzung  des  Spiegels 
ist  ß*  —  a=j?,   somit  ist 

ß'=a  +  x.  (6) 

Um  X  zu  bestimmen  ist  sin/3' — 8ina  =  n(8ina'— 'sin/:^);  werden 
diese  Unterschiede  in  Produkte  aufgel(ist,   so  erhält  man: 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  und  (5) : 

a:  -     /2a  +  ar\ 
sin  2*cos( — 2 — )=«sin^cos(|8  +  A).  (7) 

Wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  o;  und  A  kann  sin^=;v,  s\nAs=A 

gesetzt,  ferner  x  gegen  2o,  A  gegen  ß  vernachlässigt  werden; 
dadurch  verwandelt  sich   die  Gleichung  (7)  in  arcosa  =  27tylcos^, 

,,  /Q.         p      Vw^— sin««^,  ^        .  2^Vn«-sin«a 

und  da  aus  (3)  cosp  =: folgt,  so  ist  ;r= ; 

n  °  cosa 

wird  hier  für  A  der  Werth  aus  (2)  substituirt,  so  ist  der  in  Se- 
kunden ausgedrückte  Fehler  ß* — o  oder 

f,_  2y"  cos  c  V^fi* — sin  ^a 

cos«  *  ^  ' 


eines  Glaseptegels  niciu  paraliel  sind,  Ifö 

Aiunerkung'.  Beim  Durchgange  eines  Lichtstrahlee  durch  ein 
prkmntiechee  Glaecturk  beträgt  der  Fehler  nnr  die  Hälfte  des  eben  ge- 
fnadenen,  d*  und  ß*  sind  dann  der  Einfallt-  und  Brechungswinkel  an  der 
zweiten   Ebene. 

Da  n  immer  grosser  als  die  Einheit  ist,  somit  io  Gieiehaog  (8) 
n* — sin'a  nicht  Null  werden  kann»  so  folgt,  dass  x  nur  dann 
Terschwindet,  wenn  entweder  y^O  oder  e=90^  wird,  d.  h.  wenn 
entweder  die  Gränzflächen  des  Glases  parallel  oder  wenn  die 
Einfallsebene  mit  der  Durchschnittslinie  der  Gränzflächen  paral- 
lel ist. 

Lässt  man  bei  demselben  a  und  y  die  Lage  der  Einfallsebene, 
also  «»  variabel  sein,  so  wird  für  €  =  0  und  £==180^  der  Feh- 
ler ein  Maximum,  filr  e>90^  aber  <270^  wird  x  negativ,  die 
Punkte  S  und  A  liegen  sodann  zu  verschiedenen  Seiten  des  Ein- 
follslotbes. 

Nimmt  man  in.  (8)  bloss  o  veränderlich,  so  beträgt  für  azzO 
der  Fehler  2/ncose,  und  wenn  noch  e  =  0  ist,  2yn;  nimmt  mit 
dem  Wachsen  des  Einfallswinkels  zu,  wird  fiir  a=90^  unendlich 
gross. 

*    Um  den  Werth  ;r  =  Qo  zu  bestimmen,  muss  man  zu  der  For- 
mel (7)  zorflckgehen;  aus  dieser  folgt,  wenn  o  =  90^  ist, 

X 

—  8in*g- = n  sin  A  cos  (ß-\'  A), 

und  wenn  noch  in  (1)  statt  der  Tangente  der  Sinus  gesetzt  und 
in  diese  Gleichung  substituirt,  ferner  A  gegen  ß  vernachlässigt 
wird,  so  belcommt  man: 

— sin^^  =  nsinycos£cos/}.  ,  (9) 

Diese  Gleichung  giebt  für  x  nur  dann  reelle  Werthe,  wenn  das 
GKed  rechter  Hand  des  Gleichheitszeichens  negativ  wird,  was 
wieder  nur  dadurch  rociglich  wird ,  dass  b  >  90^  und  <  270^  be- 
deute; es  kommt  daher  auf  die  Stellung  des  leuchtenden  Punktes 
an,  ob  fdr  a=90^  von  der  belegten  Fläche  reflektirtes  Licht  durch 
die  obere  Glasfläche  herauskommt  oder  nicht. 

Das  eben  Gesagte  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern ,  sei  (Taf.  U. 
Fig. 8.)  e=:180o,  der  Winkel  BAL^y:=:W,  der  Einfallswibkel 
SCF=«  =  90o,  n  =  |,  so  ist  /3  =  4P  48' 35"4,  CDL=zEDA 
=48«  11' 53",  !>£;<?=  «'=410  47' 37"  und  Gi:0=/3'= 88^32' 16, 
der  Strahl  tritt  somit  durch  die  obere  Ebene  aus  dem  Glase 
heraus. 
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Ist  dagegen  (Taf.  IL  Fig.  9.)  e=0,  CAL—20f,  SCF=€t^90^, 
so  ist  wieder  ß^il^^'36''i,  CDJ  =  ^W6A''6,  DEG^a^ 
=  410  49' 35'' 4,  aber  sinß'  schon  grosser  als  die  Einheit;  der 
Strahl  erleidet  somit  bei  E  eine  totale  Reflexion. 

Aus  der  Gleichung  (8)  folgt  für  e  =0,  y  =  30*,  c=60o,  n  =  i. 
07=2' 27^,  und  wenn  s=3(P  ist,  y,  a,  n  ihre  Werthe  beibehal- 
ten, so  ist  07  =  1'  19'' 5;    der  Fehler  ist  also  bedeutend. 

Will  der  Mechaniker  untersuchen,  ob  die  Ebenen  eines  Gla- 
ses einander  parallel  sind,  so  bedient  er  sich  hierzu  des  Spbae- 
rometers,  das  ist  eines  Instrumentes,  mittelst  dessen  er  den  Ab- 
stand beider  Flächen  an  jeder  Stelle  sehr  genau  bestimmen  kaun. 

Der  Geometer  kann  die  besagte  Untersuchung  beim   unbe* 
legten  Glase  auf  folgende  Art  vornehmen:  er  legt  das  Glasstiick 
auf  eine  nahe  horizontale  Ebene,   oder,  was  besser  ist,    auf  drei 
fixe  Spitzen,  visirt  durch  ein  Femrohr  auf  ein  an  der  vorderen 
Ebene  sichtbares  Bild  eines  gut  begrenzten  Objektes  und   iSsst 
das  Glas  auf  den  Spitzen  um  die  ganze  Peripherie  drehen.    Bleibt 
das  Bild  an  derselben  Stelle,   so  ist  das  Glas  parallel  begranzt, 
sind  dagegen  die  Glasebenen  gegen  einander  unter  einem  Winkel 
y  geneigt,  so  wird  bei  der  Drehung  des  Glases,  das  auf  die  obefe 
Ebene  geföllte  Einfallsloth   eine   nach  aufwärts    gekehrte  Kegel* 
fläche  beschreiben,  die  Achse  dieses  Kegels  steht  auf  der  fixen 
Ebene  senkrecht,  der  Scheitel  liegt  in  der  oberen  Ebene  und  der 
Winkel  am  Scheitel  ist  =2y. 

Wegen  der  Bewegung  des  Einfallslothes  wird  sich  auch  die 
Einfallsebene,  somit  auch  das  an  der  oberen  Ebene  durch  Reflex 
entstandene  Bild  ändern,  diess  letztere  daher  im  Fernrohre  eine 
krumme,   in  sich  zurückkehrende  Linie  beschreiben. 

Die  Bahn,  welche  das  Bild  durchläuft,  wollen  wir  durch  die 
Fig.  10.  aafTaf.lI.  versinnlichen;  die  Kugelfläche  ist  aus  dem  Schei- 
tel des  Kegels  beschrieben  und  schneidet  die  (ixe  Ebene  in  i/J^ 
die  Achse  des  Kegels  in  P,  das  Einfallsloth  während  der  Drehung 
iB  der  Kreislinie  abcdef....x  (a,  6,  Cp.,...x  sind  die  einxelnen  Pom» 
tionen  des  Einfallslotbes),^  und  endlich  den  einfallenden  Strahl  in  & 

Offenbar  sind  Sa,  Sb,  Sc,  5/, ....  Sz  die  Maasse  der  Einfalls- 
wfaikel  während  der  Drehung  des  Gtasstflokes;  sind  also  5a^, 
SbBf ....  SzZ  die  Schnitte  der  Ehifallsebenen  mit  der  Kugelflficbe 
und  ist  Sa  —  aA,  Sb  =  bB,  Sc  —  cC,  Sf=zfF,....Sz=:zZ,  sa 
sind  J,  B,  C,  D,  F, ....  Z  die  entsprechenden  Punkte,  In  wet-^ 
eben  der  reflektirte Strahl  die  Kugelfläche  trifft,  also  ist  ABCD..^  Z 
die  vordere  Hälfte,    A  der  hOch^te,    Z  der  niedrigste  Punkt  der 
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Itaho,  welche  das  Bild  im  Fernrohre  beichreibt.  Der  Winkel, 
onter  welchem  der  höchste  und  tiefste  Pkinkt  vom  Mittelpankte 
der  Kugel  erscheint,  wird  durch  den  Bogen  AZ  gemessen,  und 
weil  ^Z=:iSZ— S^=2&--2iSa=2az  und  ax=2y  ist,  so  ist 
AZ  =  ^Y»  ^'^^  erscheint  der  Fehler  in  der  Neigung  der  Glas« 
flächen  viermal  vergrussert  in  der  Bewegung  des  Bildes  und  kann 
8omit  nicht  nur  leicht  erkannt,  ja  sogar  gemessen  werden. 

Uei  einem  belegten  Glase,  bei  einem  Spiegel  also,  bleibt  das 
ganze  Verfahren  bis  auf  den  Umstand  dasselbe,  dass  die  vordere 
tmbelegte  Ebene  des  Spiegels  Gzirt  werden  muss,  was  dadurch 
geschieht,  dass  man  die  drei  Spitzen  nach  abwSrts  gekehrt  he* 
festigt  und  den  Spiegel  an  diese  anliegend  unterstOtzt.  Das  durch 
Reflex  entstandene  Bild  wird  auch  hier  bei  der  Drehung  des  Spie- 
gels dieselbe  Bahn  beschreiben. 


Untersacfaang  äes  Fehlers,   wenn  bei  einem  Spiegel 
instramente  die  Spiegel  auf  dem  Limbus  nicht  senk- 
recht stehen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ignatz  Lemech 

an  der  Unirertität  so  Lern b erg. 


Der  Fehler,  welchen  eine  geneigte  Stellung  beider  Spiegel 
bei  einem  Sextanten  auf  die  Genauigkeit  der  Messung  äussert, 
ist  meines  Wissens  noch  in  keinem  Werke  vollständig  untersucht 
m  finden.  Ich  glaube  demnach,  dass  die  Mittheilung  der  nach- 
folgenden  Untersuchung  dieses  Fehlers  allen  Freunden  des  Spie- 
gtbextanteB  and  Jenen,  wekhe  Vortrige  über  praktische  Geome- 
trie stt  halten  haben,  willkommen  sein  kdone. 
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Wir  wollen  vorerst  den  Fall,  dass  bei  einem  Winkelmesser 
zwei  ebene  Glasspiegel  vorkommen«  annehmen;  der  Fehler»  i^el- 
eher  bei  Instrumenten^  die  nur  einen  Spiegel  haben,  wegen  der 
geneigten  Stellung  desselben  entsteht«  erseheint  dann  als  eio 
spezieller  Fall  des  eben  behandelten  Fehlers. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  IL)  cd  das  Einfallsloth  auf  dem  Spiegel 
abf  CD  auf  dem  Spiegel  AB,  beide  Lothe  mit  dem  Punkte  iS, 
von  welchem  der  Strahl  Sc  auf  den  Spiegel  üb  W\i,  in  einer 
Ebene,  demnach  beide  Spiegel  auf  die  Ebene  ScC  senkrecht. 
Wird  der  Einfallswinkel  Scd  =  ß  gesetzt,  so  kommt  der  StraM 
Sc  nach  der  ersten  Reflexion  in  C  an,  sobald  5ci£  =  dcC  ist, 
und  zwar  unter  dem  Einfallswinkel  cCd,  welcher  wieder  dem  Re- 
flexionswinkel />d? gleich  ist;  der  Strahl  hat  also  den  Weg  ScCR 
zuröck  gelegt. 

Werden  beide  Spiegel  verlängert,  bis  sie  sich  schneiden,  und 
sind  aM,  AM  die  Schnitte  der  verlängerten  Spiegel  mit  der  Ebene 
ScC,  so  ist  aMA=ia  ihr  Neigungswinkel,  der  Winkel  cCM  be- 
trägt 90O— (a  +  jJ),  somit  cCD=a  +  ß,  und  wenn  cCÄ  =  2c()  ge- 
setzt wird,    so  ist 

2(o=2ia  +  ß).  (1) 

Nehmen  wir  nun  an,  beide  Spiegel  werden  aus  der  votaus- 
gesetzten  vertikalen  Stellung  gebracht,  der  Strahl  nehme  sodann 
den  Weg  ScC'R'  t  auch  sei  cC'R'=^2g)',  so  ist  wegen  der  an- 
richtigen Stellung  beider  Spiegel  der  in  der  Messung  des  Winkels 
begangene  Fehler 

2fl)— 2G)'=a:.  (2) 

Des  Folgenden  wegen  wollen  wir  noch  auf  den  Umstand  auf- 
merksam machen,  dass  die  Einfallslothe  beider  Spiegel  eine  ent- 
gegengesetzte Richtung  haben,  dass  der  Strahl  cC  auf  den  Spie- 
gel AB  so  auffallt,  als  käme  er  von  einem  Punkte  iS|  her,  der 
eben  so  weit  hinter  dem  Spiegel  ab  liegt,  als  iS  vor  demselben  ist 

Zur  Erklärung  der  Rechnung  nehmen  wir  Taf.  II.  Fig.  12.  zu 
Ufllfe.  In  dieser  Figur  ist  adB  die  Ebene,  auf  weicher  vorerst  die  Spie- 
gel ab  und  AB  senkrecht  gestellt  angenommen  werden;  Cd  ist 
das  Einfallsloth  auf  ab;  CD  auf  AB;  CQ  die  Verlängerung  von 
CD,  somit  dQ=ia  der  Neigungswinkel  beider  Spiegel;  iS  der 
Punkt,  von  welchem  der  Strahl  SC  auf  ab  unter  dem  Einfallswin- 
kel Sd  =  ß  aufl&llt,  S^C  der  reflektirte  Strahl,    somit  SSi^'iß. 

Wird  5|Cnach  iS^  verlängert,  so  ist  iS^  der  Punkt,  von  wel- 
chem die  Strahlen  auf  den  Spiegel  AB  aufzufallen  scheinen,   der 
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Einfallswinkel  S^D  ist  gleich  dem  Reflexionswinkel  DR,  somit 
6SbA  =  2o>;  ist  ferner  CP  die  VerlSngening  von  SC,  so  ist 
PS,=  SSi=2iJ,    PD^QS^ß'-ct,    daher  S,Z)  =  a  +  /J    and 

S^R  —  2ca  =  1{ct^ß),   also  wieder  die  Gleichung  (1). 

Kommt  der  Spiegel  ab  aus  der  angenommenen  Stellung,  so 
tritt  das  Einfallsloth  aus  der  Ebene  SAB  heraus;  ist  nun  d*C 
dasselbe  nach  der  Verstellung  des  Spiegels,  so  ist»  da  iS  seinen 
Ort  nicht  ändert,  Si/'  =  j3' der  gegenwärtige  Einfallswinkel;  denken 
wir  ans  durch  SCd'  eine  Ebene  Sd'PS^  gelegt  und  die  sämmt- 
liehen  Ebenen  durch  eine  Kugelfläche  geschnitten,  welche  aus  C 
mit  einem  beliebigen  Halbmesser  beschrieben  ist,  so  liegt  der 
reflektirte  Strahl  in  der  letztgenannten  Ebene,  und,  Sd'  =  d'S^ 
vorausgesetzt,  so  ist  CS^  die  Richtung  des  reflektirten  Strahles 
and   «Sa  =  2^'- 

Für  den  Spiegel  AB  ist  die  Verlängerung  des  Strahles  S^Q 
oimlich  «$4,  der  Punkt,  von  dem  die  Strahlen  aufzufallen  schei- 
nen, und  bei  der  senkrechten  Stellung  dieses  Spiegels  S^D  der 
Einfallswir\kel.  ^ 

* 

Wird  jedoch  das  Einfallsloth  CD,  somit  auch  der  Spiegel  AB 
verstellt,  und  hat  das  Einfallsloth  sodann  die  Richtung  CD',  so 
ist  S^D*  der  Einfallswinkel,  der  reflektirte  Strahlliegt  in  der  durch 
S^CD'  gelegten  Ebene,  nämlich  S^DS^,  und  wenn  S^D'=zDR' 
vorausgesetzt  und  mit  oo'  bezeichnet  wird,  so  ist  «$4/1^' =  2o>' ,  da- 
her S^R — S4R',  also  2»— 2o>'  =  .T  der  gesuchte  Unterschied. 
Diees  vorausgesetzt,  betrachten  wir  in  dem  Dreiecke  Sdd'  die  Seite 
dd'  =  y,  Sd=ß,  den  Winkel  Sdd'  =  s  als  gegeben;  y  ist  das 
Maass  des  Winkels,  um  wie  viel  der  Spiegel  aus  der  vertikalen 
Ebene  verstellt  worden  ist,  s  der  Neigungswinkel  zwischen  den 
Ebenen  cU'Cund  dCS;  bezeichnen  wir  den  Winkel  dSd*  mit  m,  so 
ist  dieser  und  Sd'  =  ß'  zu  bestimmen ;    man  hat 

cos  ß'  =  cos  ß  cos  /  -f  sin  ßainy  cos  e ,  (3) 

t&üjgm—  sine  sin  y 

o  cosysin/3 — cos/Ssinycos«  ^  ^ 

In  dem  Dreiecke  PDD*  ist  DP  =  /9  —  a,  nehmen  wir  hier 
wieder  DD'  =  d,  den  Winkel  PDD'zizb'  als  gegeben  an,  setzen 
PD^^v,    den  Winkel  DPD'  =  n,   so  ist 

cosv  =  cos(/? — a)cosd+  8in(/?— a)  sind  cos  t',  (5) 

sin  i'  sin  d 

^"^••""cosdsindJ— a)  — coflOJ-.a)sindcos«'*         (^) 
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Aus  dem  Dreiecke  S^Piy ,    wo  PD^—v,    S^P^Iftf ,  S^PJy 
zsn+m  bekannt  sind«  ist  S^iy^^m'  za  bestinunen;  man  bekommt 


cos  ca'  =  tos  2ß'  cos  v  -f  sin  2/3'  sin  v  cos  (n  -|-  fti). 


0) 


Wollte  man  noch  den  gegenwärtigen  Neigungswinkel  beider  Spie* 
gel  bestimmen  y  was  wir  jedoch  bei  unserer  Aufgabe  als  Nebeo- 
sache  betrachten,   so  setze  man  den  Winkel  PS^iy^s,  so  ist 


sin(n  4-111)81  nv - 

^    ""  cos  V  sin  'Iß'  —  cos  2/3'  sin  v  cos  (w  +  m)  * 


(8) 


Dann  folgt,  wenn  noch  D'C  nach  Q'  verlängert  wird,  aus  dem 
Dreiecke  S^d'Q' .  in  welchem  die  Stficke  €/'<S,=/3',  S^Q' =:  m\ 
d'S^Q'  =  s  bekannt  sind,   ßlr  die  Seite  </'Q'=a'  die  Gleichuag: 

cos  a'  =  cos  ß'  cos  g>'  -f  ^>>*  ß'  s>d  ^'  cosi,  (9) 

und  er'  ist  der  Neigungswinkel  beider  Spiegel. 

Wir  wollen  hier  einige  nach  diesen   Gleichungen  gerechnete 
Beispiele  beifügen,  wobei  ß  stets  20^  angenommen  worden  ist 


No. 


1 
2 
3 
4 

5 
6 


85 

85 

60 

+  10' 

+  10* 

85 

85 

60 

—10' 

-10* 

86 

85 

0 

-10* 

—10» 

86 

86 

0 

+  10* 

-10* 

85 

86 

0 

-10» 

+  10* 

85 

85 

20 

-10* 

+  10' 

+  1'37'^ 
-1'58'' 

—5' 8* 
—2'  5^2 


Nun  wäre  co'  in  Gleichung  (7)  durch  die  GrOssen  a,  /9,  y,  S, 
e  und  c'  auszudrQcken ,  allein  der  vollständige  Ausdruck  wird  sehr 
komplizirt;  zu  unserem  Zwecke  ist  es  jedoch  hinreichend,  die 
Abhängigkeit  des  Fehlers  von  den  eben  genannten  Grossen  nur 
durch  einen  genäherten  Ausdruck  ersichtlich  zu  machen,  was 
allerdings  möglich  ist,  weil  y  und  d  immer  als  sehr  kleine  Bogen 
vorausgesetzt  werden  können,  und  m,  so  auch  n^  in  sehr  vielen 
Fällen  entweder  sehr  spitze  oder  nahe  an  180^  liegende  Winkel  sind. 

Zur  Ableitung  der  Näherungsformeln  setzen  wir  /3  — /3'=ii, 
so  bekommen  wir  aus  (3)  nach  einer  leichten  Reduktion,  bei  wel- 

eher  sin u=u,    cosu=I,   cosy=] — ^»  8iny  =  y  gesetzt  worden 
ist»  mit  hinreichender  Schärfe  u  =  yco8€  —  ^cotg/3,  somit  ist 
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/r  =  /J-y^C08C+?^--^5i-cotg/J.  (10) 

Die  Gleicbang  (4)  übergebt  bei  dieser  Voraussetzung  in 


y  sine 
sinp 


m=^  .:    .  (II) 


Bei  den  Ausdrücken  (5)  und  (6)  rouss  man  jedoch  auf  den  Um« 
stand >  ob  o  grösser  oder  kleiner  als  ß  ist.  Rücksiebt  nebmen. 

Setzen  wir  v— (/?— •c)=tii,  wobei  unter  (i^— «)  stets  der  po- 
sitive Unterscbied  verstanden  wird,  so  bekommen  wb  ans  (5) 
entweder 


oder 


v  =  (/f-«)~3^cosc'+^-^i^cotg(/J-a),     .    (12) 


V  =  («-ft  +  »*'  cose'  + s cotg(/J^«),         (13) 


die  erste  dieser  Gleicbungen,  wenn  /?>a,  die  letztere,  wenn  tt>/3  ist. 
Aus  (6)  folgt: 

»=sin(^-«)-  <^^> 

Diese  Gleicbung  giebt  das  Resultat  jedoch  nur  so  lange  mit  bin- 
reichender  SchMrfe,  als  (/?—  a)  positiv  ist  und  wenigstens  einen  Grad 
beträgt;  wird  z.  B.  (/?-^a)=:P,  4=10',  e  =  80<>  angenommen, 
so  folgt  aus  (6)  n=:5«'35'',  aus  (li)  n=:56'25''7;  wird  dagegen 
(/}— a)=30',  aslV,  €=80<>  gesetzt,  so  giebt  die  Gleicbung  (6) 
fi=:19o  12'  37''7,  jene  (14)  aber  n  =  180  48'  ^VZ;  In  diesem  Falle 
differiren  die  Resultate  schon  uro  24  Minuten. 

Ist  a>ß,  so  wird  in  (6)  tangn  negativ,  dann  ist 

endlich  Ist  wegen  (I)  und  (2): 

a'  =  («  +  ft-|.  (16) 

Ein  Weg,  auf  welchem  man  fiir  a  einen  genäherten  Ausdruck 
erhalten  kann,  ist  folgender:  In  dem  Fal(e,  als  /?>a  ist,  sind 
SR  und  n  sehr  spitze  Winkel,  man  kann  somit  cos(iit-fn)=-f-l 
•etaen,  dann  übergebt  die  Gleichung  (7)  in  coso'=:cos(2/}'— y), 
also  ist  id'=:2/3'— v;  werden  in  diese  Gleichung  die  Werthe  aus 
(10)«  (10)  and  (12)  gesetzt,  so  bekommt  man: 
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(I) 
x"  =  iy"coaS'-''2d''coss'—2y''^&inrcoigß  +  5M"*8inr  cotg(/5  -  a). 

Ist  jedoch  «>  /?,  so  ist  in  Gleichung  (15)  n  nahe  an  180^^  m  ein 
kleiner  Winkel,  man  kann  somit  co6{it-f'^)  =  —  1  setzen;  dann 
fibergeht  die  Gleichung  (7)  in  cos  o>' =  cos  (2j3' -f- v) ,  somit  ist 
n*T=i2ß'  -f  V,  und  aus  diesem  Ausdrucke  folgt  mit  ROcksicht  auf  die 
Gleichungen  (16),  (10)  und  (13)  wieder  die  Gleichung  (I). 

Für  ß  =  a  wird  x  in  Gleichung  (I)  unendlich  gross,  worauf  wir 
später  kommen  werden. 

Will  man  jedoch  auch  den  Einfluss  der  Winkel  m  und  n  be- 
rücksichtigen, so  setze  man  entweder  die  Werthe  aus  (10),  (II), 
(12),  (14)  und  (16)  oder  aus  (10),  (11),  (13),  (15)  und  (16)  in  (7>; 
bei  der  Entwickelung  der  Ausdrücke  kann  man  offenbar  wieder 
alle  Glieder  vernachlässigen,  in  welchen  die  Summe  derExponeo- 

X  iJt  X 

ten  von  y  und  d  mehr  als  zwei  beträgt,  zugleich  cosn  ^  1»  ^'"^^^  o" 

setzen,  so  bekommt  man  für  die  Fälle,  dass  ß  grOsser  oder  klei« 
ner  als  a,   folgende  Gleichung: 

ar"  =  4/*^  cos  a  —  W  cos  «' 

+  "^?~7 — TäT  CO«  («  +  P)  COS  £  COS  t  —  COS  0  siu  c  sm  t 
'    sm(a-fp)  ^       ^    ^  ^'  r 

-V»»inl'l2cotg(«+/»)cos«.+cotg/J-5ia!!^g^|?2^,[-^> 

Wird  a=:0  gesetzt,    so  übergeht  diese  Gleichung  in 

x"  =  4y"  cos  € — 25"  cos  c'  \ 

-  cofe/3sln r |4y''«+2y''«cos £  +  »"«sin ««'-47"^" cos (i  +  0 1)  ' 

Auch  die  Gleichung  (II)  wird  unbrauchbar,  x  wird  nämlich 
unendlich  gross,  sobald  a^zzß  wird;  für  diesen  Fall  bekommeo 
wir  aus  (5)  v  =  d,  aus  (6)  n  =  180o— «';  ß'  und  m  behalten  ihre 
Werthe;  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  v  und  n  folgt  ans 
(7)  nach  einer  der  vorhergehenden  analogen  Reduktion: 

x"  =  4/"  cos  £  — 2^*^  cos  «'  \ 

+sinr|4y''«''cotg2^cos£cos£'-?2;^^^^^^^ 

— 4y''»cotg2/Jcos»f— d''»cotg2/J))     , 


ftummenie  dfe  Spie^ei  auf  dem  Umbu$  nicMi  senkreekt  stehen.  ]73 

Nun  vrird  es  erldlrlicb,  warum  der  Weg,  aaf  welchem  wir 
die  GleichuDg  (1)  erhalten  haben,  nicht  aach  auf  den  Fäll  uzizß 
anweodbar  iat. 

Sind  jedoch  t  und  e'  rechte  Winkel,  so  werden  die  Aus- 
drucke viel  einfacher,  und  (Ilj,  (Hl),  (IV)  fibergeht  der  Ordnung 
nach  in 


x"- 


=-^i^^t4y"d''co8/J+V'«co8aco«/J+«"«co8(«+^)l,  *)  (V) 


ar*=-cotR/S8iiil''C2/'  +  «")«,  (VI) 

sin  l" 


*•=- 


=-  ^^\*f^<:oaß  +  4y''«co8«|S  +  «"««»«aiSI.  (VII) 

« 

Diese  letzte  Gleichung  hätten  wir  auch  aus  (V)  erhalten  können. 
Die  Umstaltung  dieser  Gleichungen  fdr  den  Fall,  als  y  oder  d 
Null,  €  oder  ^  rechte  Winkel  sind,  unterliegt  keiner  Schwierig- 
keit Der  Winkel  ß  kann  nicht  NuN  sein,  denn  dann  wfirde  der 
Strahl  auf  den  ersten  Spiegel  senkrecht  auffallen  und  wfirde  In 
sich  selbst  zurück,  also  nicht  auf  den  zweiten  Spiegel  reflektirt 
werden ;  ß  ist  uberdiess  ein  konstanter  Winkel  und  beträgt  bei  den 
neisten  Spiegelsextanten  nahe  20^;  weil  ferner  2o»  =  2(a-f'/Q 
immer  kleiner  als  180^,  also  a-|-/?<90^  sein  muss,  so  ist  auch  a 
ein  spitzer  Winkel ;  die  möglichen  Werthe  desselben  sind  von  Null 
bis  60  Grade;  in  (V)  ist  also  cosiu-i-ß)  stets  positiv;  endlich  wol- 
len wir  noch  erwähnen,  dass  y  und  ö  negativ  zu  nehmen  sind, 
sobald  das  entsprechende  Einfallsloth  unterhalb  der  Limbusebene 
Hegt,  und  dass  die  ersten  zwei  Glieder  in  den  Gleichungen  (II) 
bis  (IV)  fiber  die  folgenden  der  Art  vorherrschend  sind,  dass  die 
Werthe  der  fibrigen  Glieder  nahezu  unberficksichtigt  bleiben  kön- 
nen; bei  diesem  Umstände  kann  der  Fehler  sehr  nahe  als  bloss 
▼on  y,  d,  e  und  c'  abhängig  betrachtet  und  die  Abhängigkeit  nach 
diesen  zwei  Gliedern  beurtheilt  werden.  Nimmt  man  also  bei  den 
Gleichungen  (I)  bis  (IV)  bloss  auf  die  ersten  zwei  Glieder  Rfick- 
sicht,  so  folgt: 

1)  dass,  so  lange  b  und  c'  gleiche,  aber  spitze  Winkel  sind, 
dofr  Fehler  viel  grösser  ausfällt,  wenn  y  und  d  ungleich  bezeichnet 
sind,  und  dass  x  mit  y  eine  gleiche,  mit  d  eine  entgegengesetzte 
BeseicbBODg  erhall; 


•)  Die«e   Gleichnng  hab«   ich   avch  auf  eintm  andern,  ab«r  weit- 

lisflg«ni  Wege  erhalten,    wie  in  der  «^riteo  Anfinge  meiner  „Prnkti- 
•  clien  Geometrie"   ersichtlich  Itt. 

Thell  XXV.  1« 
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2)  dacs  der  abBolqte  Wertb  de»  Fehlers  nahe  derselbe  Meibt, 
•o  lange  y  und  6  gleicb  bezeichnet,  also  beide  positiv  oder  baide 
negativ  sind ;  diess  bestätigen  aach  die  oben  gerechneten  Beieyiele. 

Sind  jedoch   s   und  c'^  rechte  Winkel,   so  wird    der   Fehler 
bedeutend  geringer«  wie  die  nachfolgenden  Beispiele,    wobei 
der  j3=:20^  angenommen  wurde,  zeigen. 


« 

r 

9 

X 

0 

+  10' 

+  10* 

-43" 

60 

—  10' 

+  10» 

3" 

0 

0 

irW 

-4"8 

0 

±10' 

0 

—  19" 

In  diesem  Falle,  nämlich  {  =  £'=90^,  verursacht  die  mridi* 
tige  Stellung  des  unbeweglichen  Spiegels  einen  grosser»  Felder, 
als  der  des  beweglichen;  ferner  haben  gleich  bezeickiete  Wertfce 
von  y  und  ö  einen  grossem  Fehler  sur  Folge,  als  ungleich 
seielmete» 


Bei  gleichen ,  aber  ungleich  bezeichneten  Werthen  vcm  f 
i  kann  in  (V)  der  Ausdruck    innerhalb  der  Klammern  auch  MuH 
werdet!,  wenn  nämlich 


,,,  ^  _80i:tang|g  V  tang^  +9 
cos«—  25  +  tg«/J 

wird;  lässt  man  /SssSO^' bedeuten,  so  ist  o=^32<>54'  26''  eder 
a!=:410  14'ö^ 


Wir  haben  nun  noch  den  Fehler  zu  bestimmen,  welcher  durch 
die  geneigte  Stellung  eines  einzigen  Spiegels  entsteht. 

Dieser  Fehler  ist,  wie  Taf.II.  Fig.  12.  zeigt, 

2>-Äi3'=j.,  (17) 

woraus   /?'=/}  — ^  folgt;    wird  dieser  Werth  in  die  Gleicfattii^  (I) 

substituirt  und  auf  den  Umstand  RQcksicht  genommen,   daes  j 
ein  hieiner  Bogen  ist,  so  bekommt  man 

x"  =  2y''cos£— /«»inr  cotg/?.  (1G| 
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Da  in  diesem  Fülle  der  Spiegel  beweglich  ist,  somit  ß  alle  mog- 
lieken  Werthe  von  0  bis  90^  erbalten  kann,  so  ist  die  Gleichung  (18) 
ffr  ß^O,  also  fSr  senkrecht  auffallende  Strahlen,  nicht  brauchbar, 
X  wird  nämlich  unendlich  gross.  In  diesem  Falle  (ß  =  0)  folgt 
aus  (4)  111  =  180^ — $;  wendet  man  nun  auf  das  Dreieck  Sdd' 
(Tat.  U.  Fig.  12.)  unter  der  Annahme,  dass  ß  nicht  Null,  aber  m 
bekannt  ist,  eine  der  Neper'schen  Gleichungen  an,  so  bekommt 
man: 


— ö — I  


(^^) 


^^  =  90«;   i/J=0. 

«  kann  ateo  welchen  Werth  immer  haben,  so  ist  tangf  ^  ^  ^J=0, 
also  ß'z=y,   und  die  Gleichung  (17)  übergeht  sodann  in 

ar  =  — 2y.  (19) 

WM  es^OO^y  60  bekommen  wir  aus  (18)  die  folgende  Cfleicfaung: 

x^^^/^Bln  r  cofgp.  (20) 

Dieser  Ausdruck  wird  fiir  ß=9(fi  Null,  was  ganz  natürlich  ist, 
deon  unter  dieser  Annahme  folgt  aus  (3)  /?'  =  90^,  und  da  bei  einem 
Spiegel  a=0  ist,   so  folgt  aus  (16)  :r  =  Null. 

Lässt  man  e  =  85<>,  y^lCV,  ß=6^  bedeuten,  so  folgt  au8 
(18)  jrs:!'  34''6;  bei  denselben  Werthen  von  e  und  y,  aber  /3=:80^, 
wird  «=sr  WS.  Aus  (20)  folgt  für  ßz=6^  und  y=10'  ar=-19''9 
and  für  ß=W^  bei  demselben  y  a:=-0''3;  aus  (19)  folgt  (üt 
y^zW  «s:^-20'.    Dieser  letzte  Fehler  ist  sehr  bedeutend. 


!«• 
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XV. 

lieber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  Sieben  und 
die  Verwandlung  der  gemeinen  Bruche  in  Decimalbruche. 

Von 

Herrn  A,  P.  Reyer^ 

Haoptoianii  in  der  k.  k.  dtterreichitcben  Araiee  so  Tri  est. 


Heber   die  TliatlbArkelt   der   aaUeii   dareli 

1)  Es  sei  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl  4051461932  dar ch 
7  theilbar  sei  oder  nicht. 

Annahme.  Die  zur  Untersuchung  bestimmte  Zahl  heiaat 
die  gegebene  Zahl;  jede  nächst  höhere  Zahl,  welche  durch 
7  theilbar  ist,  heisse  M;  jede  nächst  kleinere  Zahl,  welche  durch 
7  theilbar  ist,   heisse  N. 

Ist  demnach  die  gegebene  Zahl  =47,  so  ist  49  ihr  das« 
gehöriges  JU  und  42  ihr  dazu  gehöriges  iV.  Die  Zahl  2  Ist  daa 
Coroplement  von  47  auf  49  oder  M;  die  Zahl  S  ist  das  Supple- 
ment von  2  auf  7« 

Um  zu  untersuchen,  ob  eine  gegebene  Zahl  durch  7  theilbar 
sei  oder  nicht,  theile  man  selbe  von  der  Rechten  zur  Linken  io 
Ciassen  von  je  3  Ziffern  ab.  Die  höchste  Classe  kann  natfirllcber 
Weise  auch  aus  weniger  als  3  Ziffern  bestehen. 

Obige  Zahl  in  Ciassen  abgetheilt  hat  man  41051  |46I|932  vor  aich. 

Bei  der  Operation  denke  man  sich  jede  Classe  in  2  Ablliai* 
lungen  getrennt,  wovon  die  eine  AbtheUung  die  Hunderter,  dia 
andere  Abtheilung  die  Zehner  und  Einheiten  bilden.  Dar 
Deutlichkeit  wegen  sollen  Mr  jetzt  die  Abtbeilungen  durch  Pookta 
unterschieden  werden  und  man  hat  4|05l|4.61|9.32  vor  sieb. 
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Um  di«  Operatloo  al^braiacb  darcbzonihren»  kann  man  diese 
ZabI  durcb  a\b.e\d.€\f.g  aod  die  verschiedenen  Complemeote  auf 
jlf  durch  P'g»r  darsteilen. 

Uro  nun  zu  finden »  ob  obige  Zahl  durch  7  theilbar  sei,  addire 
man  zu: 


g  die  zweifache  Zahl  f  und  man 
hat  g+2f; 

das  Coroplement  p  vong-i-2f  auf 
üf  addire  man  zu  e-^^d  und  man 
h^i  p  +  e+2d; 

dasComplement  g  von  p-{-e+2d 
auf  lU  addire  man  zu  c-f  26,  und 
man  erhält  ^-f-c-f  26; 

das  Complement  r  von  g-i-c-i-^b 
auf  Jf  addire  man  endlich  zua  u« 
man  erhält  den  Ausdruck  r+a. 

Ist  nun  die  Summe  aas  r+a,  d.  h. 
ans  dem  letzten  Gomplemente 
und  der  letzten  Classe  durch  7 
llieilbar,  so  ist  auch  die  ganze 
Zahl  durch  7  theilbar. 


32  die  doppelte  Zahl  9  und  man 
hat  50; 

das  Complement  6  von  50  auf  50 
addire  man  zu61-}-2.4,  und  man 
hat  75 ; 

das  Complement  2  von  7&  auf  ?7 
addire  man  zu  51 -f  2.0  und  man 
erhält  53; 

das  Complement  3  von  53  auf  56 
addire  man  endlich  zu  4,  und 
man  erhält  den  Ausdruck  3^4. 

Ist  nun  die  Summe  aus  S-f  4,  d.  h. 
aus  dem  letzten  Complemente 
und  der  letzten  Classe  durch  7 
theilbar,  so  Ist  auch  die  ganze 
Zahl  durch  7  theilbar. 


Diese  ganze  Operation  stellt  sich  also,   wie  folgt  dar: 


m\b.e\d.e\f.g, 

g  -i-2f       gibt  das  Complement p, 
p^e+2d  „     „  „  g» 

9-|-c-|^26   „    „  „  r, 

r'^a  „    „  „         0, 


folgUcb  ist  obige  ZaU  durch  7 
theilbar. 


4|0.51|4. 6119.32, 

32-fl8     =50gibtda8Complera.6, 

6+61+8=75  „     „         „       % 

2+51+0=53  „     „         „       3, 

3+4     =  7  „     „         „       0, 

folglich  ist  obige  Zahl  durch  7 
theilbar« 


Man  sieht ,  dass  die  ganze  Operation  auf  der  Addition  je  dreier 
Zahlen  beruht,  nämlich  auf  der  Addition  des  Complementes  auf 
M  der  vorhergehenden  Classe,  zu  der  zweiziffrlgen  Zahl  und  der 
doppelten  dritten  Ziffer  der  darauf  folgenden  Classe. 


3)  Id  der  Praxis  geht  diese  Operation  ungemein  schnell  vor 
sieb ,  Indem  die  üebeitraguag  des  Complementes  auf  M  von  einer 
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Cl88«e  auf  die  andere  und  die  Addition  der  kleinen  Zahlen  nur 
das  Werk  eines  Angenbliclces  ist,  weil  alle  irorkommenden  7  o4et 
die  durch  7  theilbaren  Zahlen  Obergangen  werden;  glaaM  nun» 
schneller  zu  Ende  zu  kommen,  so  kann  man  die  Neuner  auf  2, 
die  Achter  auf  1  reduciren,  und  hat  endlich  sich  wegen  Ueber- 
tragung  des  Complementes  nur  dem  Gedächtnisse  einzupr&gen, 
dass  die  Zahlen  84,  91,  98,  105,  112,  119,  126  durch  7  theilbar 
sind,  indem  die  höchste  Summe,  welche  durch  die  Addition  dreier 
Zahlen  zum  Vorschein  kommen  kann,  =6-f^-f  18=123  ist. 

Sollte  sich  zufölliger  Weise  eine  ganze  Classe  vorfinden,  welcbe 
mit  0  besetzt  ist,  so  wird  nicht  das  Complement  auf  ilf ,  seil* 
dem  dessen  Supplement  zu  7  auf  die  nächste  gütige  Classe 
tthartragen.    Ein  Belaptel  möge  dieses  erläutern: 

Es  sei  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl  37|000r2(>4  durch  7  theil- 
bar sei. 

Es  ist  64  4-4=68;  2  ist  das  Complement  auf  70  oder  iV. 
Nun  sage  man  "nicht,  2-f37  ist  39,  sondern  5437  ist  42.  Dieses 
geht  daraus  hervor,  well  die  Rechnung  eigentlich  wie  folgt  ge- 
stellt sein  sollte:  Es  ist  644-4=68;  2  ist  das  Complement  auf 
70  oder  lU;  2-|-0  =  2;  5  ist  das  Complement  auf  7  oder  Jlf; 
6  f  37=42;    folglich  ist  die  angeführte  Zahl  durch  7  theiikar. 

Sollten  zwei  volle  nebeneinanderstehende  Classen  mit  0  be- 
setzt sein,  so  wird  wieder  nor  das  Complement  fibertragen»  in- 
dem zwei  ganze  Classen,  mit  0  besetzt  und  eingeschoben,  die 
Reste  nicht  ändern. 

3)  Wenn  eine  Zahl  nicht  durch  7  theilbar  ist,  so  ist  bei  einer 
geraden  Classen- Anzahl  das  Complement  der  letzten  Classe 
auf  if  der  wahre  Rest;  ist  die  Classen-Anzahl  ungerade,  so.  ist 
dessen  Supplement  auf  7  der  wahre  Rest 

Es  mögen  folgende  zwei  Beispiele  zur  Erläuterung  der  ange- 
fflhrten  Regeln  dienen: 

Erstes  Beispiel.  Welchen  Rest  gibt  die  Zahl  38|826|1Q2|345, 
durch  7  getheilt? 

45^-6  =51  gibt  das  Complenyent  6, 

5+2+2     =9     „       „  „  5. 

5+26+16-=46    „      „  „  3, 

3+38  =41     „       „  .  „  I; 

folglich  Ist  1  der  wahre  Rest. 
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Z  w el  t  e  0  Beispiel.  Welchen  Rest  gibt  die  Zahl  a87;516|42a 
dveh  7  getbellt? 

204-  8        =28  gibt  das  ComplemeDt  0, 
0+16+10b=26    „      „  „  2, 

2+87+  4=93     „      „  .,  6. 

Wire  nun  die  Ciassen- Anzahl  gerade,  so  wGrde  5  der  wahre 
Rest  seiD,  da  aber  die  Classen-Anzabl  ungerade  Ist,  so  Ist  2  — 
das  Supplement  des  Restes  von  5  auf  7  -*  der  wahre  Rest 

4)  Die  bisher  beschriebenen  Operationen  auf  eine 
grössere  Zahl  angewandt,  mit  Elidirung  von  Zahlen» 
Ueberspringung  von  Klassen  und  Auffindung  des  Restes. 

Beispiel.     Es  sei  die  Zahl 

XIII.XII.  \I.    X.  IX.  VIII. VII.  VI.   V.    IV.  III.  If.    I. 
53lI(KK)|000|027|123|456|000|786|2a7|322l463|425|^ 


zur  Untersuchung  gegeben. 
L  1  +  6       =7  gibt  0  V 


II.  5 

=:    5 

»9 

2 

WL-i^  8 

-10 

»9 

4 

IV.  4+  0 

=  4 

99 

3 

V.  3+  4 

=  7 

»9 

0 

VI.  80 

=  86 

9» 

S 

s 

3 

TM.     . 

• 

* 

• 

o 
*3 

Vin.  2-f  8 
IX.  4  +  23  + 

=  10 

2  =  2y 

4 
6 

"2- 
5" 

5 

A 

D 

X.  6  +  27 

=  33 

»9 

2 

Xi.  Xli.     . 

• 

• 

• 

XIII.  2+31  +  10=43    „     6 


weil  42,  als  durch  7  theilbar,  über- 
gangen wird; 

weil  63,  als  durch  7theilliar,  liber- 
gangen  wird; 

well  22+6,  durch  7  theilbar,  auch 
übergangen  wird; 

well  07,  als  durch  7  theilbar,  wie- 
der wegbleibt; 

weil  kein  Rest  blieb  und  7  nicht 
berficksichtigt  wird; 

wird  übergangen,  dafSr  aber 
nicht  5, 

sondern  das  Supplement  auf  7, 
d.  h.  2  fibertragen , 

und  56  wieder  nicht  berfick- 
sichtigt, 

weil  0  in  der  dritten  Stelle  nichts 
Sndert; 

werden  fibergangen,  und  da  swel 
volle  Classeu,  welche  mit  0  be- 
setzt sind  und  fibergangen  wer- 
den, nichts  Sndern,  seist 

da  nun  dleClai^sen-Ansahl  unge- 
rade Ist, 
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nicht  6,    sondern  deMtn   Supplement  1   von  6  aitf  7  der  wahre 
Rest. 


Arithmetischer   Beweis  über  die  Richtigkeit  des  gan- 
zen  Verfahrens. 


5)  Das  Verfahren,  welches  gezeigt  wurde,  beruht  darauf ,  d^ 
die  zwei  Zahlen  98  und  1001  durch  7  theilbar  sind.  Auf  der  Theü- 
bsrkelt  von  98  heruht  die  Operation  jeder  einzelnen  Classe,  auf 
der  Theilbarkeit  von  1001  heruht  die  Uebertragung  des  Corople- 
mentes  und  die  Elidirung  der  Classen  bis  auf  die  letzte. 

Beweis   aber    die  Richtigkeit  des    ersten   Theiles  der 

Operation. 

6)  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl  623  durch  7  theilbar 
ist  oder  nicht. 

Wenn  man  allgemein  die  höchste  Ziffer  einer  dreiziffrigen  Zahl 
durch  a  und  die  nSchststehende  zweiziffrige  Zahl  durch  b  aos- 
dräckt,  so  stellt  100a  -f  b  den  Werth  einer  jeden  dräziffrigen 
Zahl   vor. 

VXia  +  b  ist  =:98a-f2#i  +  6;  98a  ist  durch  7  theilbar;  wenn 
nun  2a -f- 6  &uch  durch  7  theilbar  ist,  so  muss  die  ganze  Zahl 
durch  7  theilbar  sein.  2a -f  6  stellt  aber  allgemein  die  Summe 
ans  der  ersten  zweiziffrigen  Zahl  und  der  doppelten  dritten  Zif- 
fer dar. 

Ist  nun  z.  B.  a=6  und  6=23,  so  ist  100a4-6=:100.6  f  23; 
98a-f  20^6  =  98.6  +  2.6-1- 23;  98a,  folglich  98.6,  ist  dnrch  7 
theilbar;  ist  nun  2a -f  6  oder  2.6 -|- 23  durch  7  theilbar,  so  muss 
auch  die  ganze  Zahl,  d.  h.  100a -f  6  =100. 6 -|- 23,  d.  h.  623,  durch 
7  theilbar  sein.  Es  ist  aber  im  obigen  Beispiele  23 -|- 6.2  =  36 
dnrch  7  theilbar,   folglich  ist  auch   wirklich  623  durch  7  theilbar. 

Aufgabe.    Ist  317  durch  7  theilbar? 

Auflösung.  17-f3.2  =  23.  Diese  Zahl  ist  nicht  durch  7 
theilbar,  folglich  ist  die  Zahl  317  auch  nicht  durch  7  theUbar. 
Das  Complement  von  23  auf  M  ist  6;  wäre  also  diese  Zahl  ob  5 
grosser  oder  um  2  kleiner,  so  niOsste  die  ganze  Zahl  durch  7 
theilbar  sein,  und  es  ist  auch  28  wie  21,  322  wie  315,  dureb  7 
theilbar. 
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Beweis  ffir    die  Richtigkeit  des    sweiten  Theilee   des 

Verfahrens. 

7)  Da  es  sich  schnell  entscheiden  iSsst,  ob  eine  dreiziffrige 
Zahl  durch  7  theilbar  ist  oder  nicht,  und  welchen  Rest  selbe  gibt» 
so  ist  die  Aufgabe  gel5st,  wenn  man  ohne  Aenderuug  des  mög- 
lieben Restes  die  sämmtlichen  Classen  auf  0  bringt  und  die  Un- 
tersuchung dann  nur  mit  der  letzten  Classe  vorzunehmen  hat.  Diese 
Rednction  der  Classen  auf  0  beruht  auf  der  Theilbarkeit  der  Zahl 
1001  durch  7  und  auf  den  zwei  Lehrsätzen: 

a.  Wenn  zwei  Grossen  durch  eine  dritte  Grosse 
theilbar  sind,  so  ist  auch  ihre  Summe  durch  jene  dritte 
Grosse  theilbar. 

b.  Wenn  irgend  eine  Zahl  durch  eine  andere  Zahl 
theilbar  ist»  so  ist  auch  das  Vielfache  von  jener  durch 
diese  Zahl  theilbar. 

Aufgabe.  Es  ist  zu  untersuchen»  ob  die  Zahl  352|615|381 
durch  7  theilbar  sei  oder  nicht. 

Es  ist  81  4-0=87»  folglich  ist  4  das  Complement  auf  ilf  oder 
91.  Wäre  nun  die  Zahl  um  4  grösser»  so  würde  man  385  vor 
neb  haben.  Da  nun  385  durch  7  theilbar  ist»  so  wird  hinsichtlich 
der  Theilbirkeit  der  ganzen  obigen  Zahl  durch  7  nichts  geändert» 
wenn  anstatt  385  drei  Nullen  substituirt  würden»  oder  wenn  man 
die  ganze  Classe  auch  wegliesse»  und  wenn  man  vor  der  Hand 
den  Rest  unberücksichtigt  lässt»  den  die  Zahl  gäbe»  wenn  sie 
nicht  durch  7  theilbar  sein  sollte.  Um  nun  die  Zahl  352|615|381 
aof  zwei  Classen  zu    reduciren»    addire  man  zu  352i6I5|381  die 

Zahl 41004» 

ehne  Zahl»  welche  durch  7  theilbar  ist  und  daher  betreffs  der 
Theilbarkeit  obiger  Zahl  nichts  ändern  kann.  Die  Summe  beider 
Zahlen  ist  =352|619|385.  Da  nun  385  durch  7  theilbar  ist»  so 
kann  man  daför  drei  Nullen  substituiren»  und  man  hat  anstatt 
352i615;381  ohne  Aenderung  betreffs  der  Theilbarkeit  die  Zahl 
352|619;000  vor  sich.  Ist  aber  3521619  durch  7  theilbar  oder  nicht 
theilbar»  so  wird  diese  Eigenschaft  auch  nicht  geändert»  wenn 
man  die  Zahl  mit  lOüO  multiplicirt»  oder  umgekehrt  von  352|619|000 
die  drei  Nullen  weglässt»  und  was  daher  von  352|619  gilt»  moss 
Mch  von  35216191000»  von  352|619|385  und  von  352|615|381  gelten. 
Vergleicht  man  nun  die  Zahlen  3521619  mit  3521615(381»  so  hat 
niafi  dadurch  eine  Classe  elidirt»  indem  man  zur  folgenden  das 
Complement  von  la-^h  auf  Mf  in  unserm  Falle  von  81-1-2.3^:87 
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auf  91^4  cur  folgeiNleD  Classe  addhrt  hat  uod  die  rorhergeheeile 
aU  niübt  nekr  vorhanden  betrachtet. 

Wiederholt  man  nun  diese  Operation  bei  der  Zahl  3621619,  so 
findet  man,  dass  19-1-2.6=31,  daher  das  Conipleroent  auf  M 
wieder  4  ist.    Es  ist  aber 

3521619  und 
41004 

3561623. 

Die  Zahl  623»  als  durch  7  theilbar,  kann  wieder  wegbleibea,  aad 
man  hat  die  Zahl  356  vor  sich.  Was  nun  hinsichtlich  der  Theil- 
barkeit  durch?  von  352.615|381  gilt,  muss  daher  auch  von  366|000!000 
oder  von  356  gelten.  Diese  Zahl  ist  aber  nicht  durch  7  thellbar, 
denn  306=56  4  2.3  =  62  ist  nicht  durch  7  theilbar,  sondern  gibt 
4a8  Complement  1  aui  M  oder  63.  Da  die  Zahl  352|615|381  aus 
drei  Classeu  besteht,  so  ist  nach  3)  nicht  das  Complement  1  auf 
Mf  sondern  dessen  Supplement  auf  7,  also  die  Zahl  6,  der  wahre  Rest 

Arithmetischer  Beweis  bezüglich  der  Auffiodung  der 

Reste. 

8)  Wenn  man  eine  Zahl  von  drei  oder  weniger  beliebigen  Zif- 
fern fffr  sich  allein  betrachtet,  z.  ß.  eben  die  Zahl  356,  so  findet 
man,  dass  nicht  das  Complement  auf  M ,  sondern  dessen  Sifpple* 
Inent  auf  7  der  wahre  Rest  ist;  denn  man  sieht,  dass,  wenn  das 
Complement  1  zu  62  addirt  wurde,  die  ganze  Zahl  durch  7  thell- 
bar wfire,  d.  h.  die  vorliegende  Zahl  356  ist  uro  6  zu  ^tonB. 
Die  Zahl  6  Ist  aber  das  Supplement  von  1  auf  7,  folglich  Ist  bei 
einer  Zahl  von  nur  einer  Classe  nicht  das  Complement  auf  Af, 
sondern  dessen  Supplement  auf  7  der  wahre  Rest.  Wenn  man 
irgend  einer  Zahl  6  Nullen  anhSngt,  so  wird  man  finden,  dass 
diese  angehängten  6  Nullen  den  ursprtlngiichen  Rest  nicht  ändern 
(und  nur  von  Nullen  kann  die  Rede  sein,  weil  durch  das  Ver&b- 
ren  alle  Ciassen  bis  auf  die  letzte  in  lauter  Nullen  verwandelt 
werden) ;  6  folgende  Nullen  eben  so  wenig  (indem  sich  nach  6  Divi- 
sionen gleicher  Ziffern  die  Reste  wiederholen),  und  was  daher  o 
flir  einen  Rest  gibt,  wenn  a  eine  Classe  von  irgend  3  oder  weni- 
ger Ziffern  rorstellt,  den  gleichen  Rest  muss  auch  a  mit  6it  IM* 
len  geben,  a  mit  6ii  Nullen  stellt  aber  allgemein  jede  Zahl  vea 
einer  ungeraden  Classen-Anzahl  dar,  und  daher  gibt  jede  Zahl 
von  einer  ungeraden  Classen-Anzahl,  welche  oleht 
durch  7  theitbar  Ist,  das  Supplement  auf  7  des  ieiat«v 
Complementes  zum  Reste.     Dass  bei  einer  Zahl  von  einer 
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l^eraden  Classen  Anzahl  da«  Camplement  auf  Jf  und  nicht 
dessen  Supplement  auf  7  der  wahre  Rest  sein  ronss.  fot 
leicht  eimrasehen.  Irgend  eine  Zahl  durch  7  gethellt  kann  nur 
die  Reste  1,  2,  3,  4,  S,  6  geben.  MuKipIieirt  man  diese  Reste 
mit  1000,  so  geben  diese  Prdducte  durch  7  dividirt  die  Reste 
6,  5,  4f  Zf  2,  1.  Multiplictrt  man  nun  irgend  eine  Zahl  von  un« 
geraden  Classen  mit  1000,  so  wird  selbe  in  eine  gerade  Classen- 
Ansah!  rerwandelt,  und  muss  der  Multiplication  von  1000  wegen 
die  verkehrten  Reste  der  frühem  Zahl  geben.  Geben  also  die 
Zahlen  von  ungerader  Classen- Anzahl  das  Supplement  auf  7  als 
wahren  Kest^  so  müssen  Zahlen  von  gerader  Classen- An- 
zahl das  Complement  auf  M  als  wahren  Rest  geben. 

Aufgabe.    Welchen    Rest   gibt  die  Zahl    293|000l0 

wo  293  schon  der  letzte  Ausdruck  einer  auf  Nullen  redu- 
cirten  Zahl  ist? 

93  +  4=3  97  gibt  das  Complemenl:  1  auf  98.  Ist  nun  die  Clas- 
seD«ADzabl  gerade,  so  ist  l  der  wahre  Rest;  ist  die  Classen-An- 
zahl  ungerade,  so  ist  das  Supplement  von  I  auf  7,  also  6,  der 
wahre  Rest»  oder,  was  rias  Gleiche  ist,  der  Unterschied  aus  dem 
letzten  Ausdrucke  und  N.  Der  letzte  Ausdruck  ist  93't-4?s:97. 
Sein  dazu  gehöriges  N  ist  91  und  6  ist  die  Differenz.  Da  man 
in  der  ganzen  Abhandlung  alle  Subtractionen  vermieden  hat,  so 
hat  man  daher  vorg'ezo^en,  das  Supplement  auf  M  anstatt  der 
Dilerena  ass  dem  letzten  Ausdrucke  und  iV  zu  suchen. 

9)  Um  Zeit  zu  ersparen,  kann  man  gleich  beim  Anschrei- 
ben 4er  Zahlen  die  Eintheilung  in  Classen  von  der  Linken  zur 
Rechten  vornehmen;  in  diesem  Falle  muss  aber  die  niedrigste 
Classe  durch  1  oder  2  Nullen  zu  einer  ganzen  Classe  ergänzt  wer- 
den, wenn  I  oder  2  Ziffern  fehlen  sollten. 

Die  Operation  wird  wie  gewöhnlich  vorgenommen,  es  ist  aber 
zu  bemerken,  dass  der  gefundene  Rest  nicht  der  wahre  ist,  in- 
dem man  die  Operation  nicht  mit  der  eigentlichen,  sondern  mit 
der  zehn-  und  respective  hundertfachen  ursprdn glichen  Zahl 
vorgenommeo  hat,  und  der  gefundene  Rest  daher  ein  falscher  ist 

Um  nun  ans  dem  berechneten  falschen  augenblicklich  den 
wahren  Rest  zu  finden,  multiplicire  man  im  ersteren  Falle  den 
gefundenen  falschen  Rest  mit  2,  im  letzteren  Falle  mit  3,  und 
suche  das  Complement  auf  M,  welches  der  wahre  Rest  sein 
wird.    Zwei  Beispiele  mögen  das  AngefQhrte  erläutern. 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl 
518M  d«reh  7  theilbar  sei  und  welchen  Rest  sie  im 
Veroeln«ngsfalle  gibt. 
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Diese  Zahl»  nach  der  gewlAiiliehen  Regel  uotersucht»  ||ibi 
den  Kest  2.  Tbeilt  man  diese  Zahl  gleich  von  der  Linken  mt 
Recliten  id  Classen  ab  und  ergänzt  die  niedrigste  Classe  mit  0» 
so  bat  man  die  Zahl  518|160  Tor  sich.  Diese  Zahl  gibt  den  bi- 
schen Rest  6.  Mnitiplicirt  man  nun  wegen  AnhSngung  einer 
Null  den  gefundenen  Rest  6  mit  2,  so  hat  man  die  Zahl  12;  das 
Complement  auf  ilf=14  Ist  aber  2«  welches  wirklich  der  wahre 
Rest  ist. 

Zweites  Beispiel.  Es  sei  obige  Untersuchung  auf 
die  Zahl  6389274  anzuwenden. 

Diese  Zahl  auf  die  gewuhnlicbe  Art  untersucht  gibt  das  Com* 
pleroent  4,  folglich  wegen  ungerader  Classen- Anzahl  den  Rest  3. 
Theilt  man  nun  die  Zahl  gleich  während  des  Anschreibens  von 
der  Linken  zur  Rechten  in  Classen  ab  und  ergänzt  im  gegebenen 
Falle  die^  niedrigste  Classe  durch  zwei  Nullen,  so  hat  man 
die  Zahl  636|927|400  vor  sich.  Diese  Zahl  gibt  als  letztes  Com- 
plement die  Zahl  1,  also  wegen  ungerader  Classen- Anzahl  den 
Rest  6.  Dieser  falsche  Rest  muss  nun  in  den  wahren  ver- 
wandelt werden.  Es  ist  aber  6.3=18,  folglich  ist  3»  das  Com- 
plement auf  M9  der  wahre  Rest. 

10)  Der  Grund  dieses,  Verfahrens    ist  folgender:     Die  mög- 
lichen  Reste  bei  einer  Division   durch  7  sind   I,  2,  3,  4,  5,6. 

Setzt  man  die  Division  mittelst  angehängter  Nullen  noch  wei- 
ter fort,  so  bekommt  man: 

bei  Anhängung  von  einer  Null  die  Reste  3,  6,  2,  5,  1,  4, 

„    zwei  Nullen,,      „      2,  4,  6,  1,  3,  5, 
*.    drei       „      „      „      6,  6,  4,  3,  2,  1, 
»>  >»  $9    sechs  „      „      „      1,  2,  3,  4,  6,  6; 

wenn  man  nun  die  ersten  Reste  mit  2  und  die  zweiten  Reste  mit 
3  multiplicirt,  so  kommen  folgende  Productezum  Vorschein,  und  zwar: 

bei  AnhSngung  von  einer  Null  die  Producte  6,  12,    4,  10,  2,    8^ 

„zwei  Nullen  „       „  6,  12,  18,    3,  9,  16. 

Sucht  man  nun  allerseits  dieComplemente  auf  M,  so  erhält  man: 

im  ersten  Falle  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
„   zweiten  „        „        ,,1,  2,  3,  4,  6,  6, 

d.  h.  die  nrspriln^cben  oder  wahren  Reste.    Die  dritte  und  vierte 
Reihe  dient  als  Erklärung  betreffs  der  Uel»ertragnng  der  Comple^ 


9»  M 


>»  •» 
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nmttey   wenn  eine  ganzem  Classe  oder  zwei  neben  einander  ste- 
iMAde  ganze  Claesen  mit  0  besetzt  sind« 

11)  Durch  die  schnelle  Methode,  um  zu  wissen,  ob  eine  Zahl 
durch  7  theilbar  sei  oder  nicht,  wurde  es  ai5glieh  gemacht,  einige 
Versocbe  über  die  Eigenschaften  der  Zahl  7  anzustellen,  von 
welchen  eine  nicht  uninteressante  die  folgende  sein  dürfte: 

Jede  beliebige  Zahl,  wenn  sie  so  oft  neben  einan- 
der geschrieben  wird,  bis  die  Ziffernanzahl  durch  0 
theilbar  wird,  ist  durch  7  theilbar;  handelt  es  sich 
aber  um  eine  Zahl  von  6  oder  6m  Ziffern,  so  muss  die 
gegebene  Zahl  7mal  an  einander  geschrieben  werden, 
am  durch  7  theilbar  zu  sein. 

Ans  dieser  Regel  folgt  nun,  dass 

1  Ziffer  6mal  angeschrieben  werden  niuss,  um  durch  7  theilbar  zu  sein. 

2  Ziffern  3mal  angeschrieb.  werden  roOssen,   „ 


3 

2mal 

4 

3mal 

S 

6mal 

« 

7raal 

7 

6mal 

8 

Smal 

9 

2mal 

10 

Smal 

65 

6mal 

90 

7nial 

117 

2iiul 

f>  9$  9»  99  »9 

99  »9  99  99  »9  99  9»  *9  99 

»9  »9  99  9»  99  »9  9»  99  99 

99  99  99  99  99  »9  99  99  99 

99  99  99  99  99  99  99  99  99 

99  9»  9*  99  9«  99  99  99  99 

9»  99  99  »9  9»  99  9»  99  9» 

99  99  99  99  99  99  99  99  99 

99  99  99  •  99  99  99  99  99  99 

99  99  99  99  99  99  .99  99  99 

99  99  99  99  99  99  99  99  99 

99  99  99  »9  99  99  99  99  99 


Es  ist  ganz  einerlei,  ob  sich  in  irgend  einer  Stellung  Nullen 
vorfinden  oder  nicht.  Es  frigt  sich  z.  B.  wie  oft  die  Zahlen 
3701,  0468,  0034,  0006  angeschrieben  werden  müssen,  um  durch 
7  theilbar  zu  sein.  Nach  oben  angeführter  Regel  Smal,  weil  13 
das  kleinstmuglichste  Product  aus  4,  und  zugleich  durch  6  theü- 
bar  ist;  demgemäss  werden  die  Zahlen 

376137613761,    ferner  46804680468,  ferner  3400340034, 

femer  600060006 
dareb  7  theilbar  sehi. 
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13)  Ui«  Kiehti^keit  <lieMr  R«gel  beruht  tli«ils  mT  dkn  Lci»^ 
»fttzen  »ab  7),  tbeils  auf  10),  iind  ror  Allem  darauf,  «roU  MM 
flurch  7  tbeilbar  iat. 

Brate«  B«lBpieL  Die  ZaM  345,  zweimal  angeschriebM, 
also  346345»  muas  darch  7  tbeilbar  aeio.  346345  ist  =x  800900 
+  40040^5005;  da  imn  lOOl  dorch  7  tbeilbar  IaI,  se  moaa  aock 
5005,  4004,  3003  nod  ibre  VieJfacben»  also  300300  und  400M, 
duich  7  tbeilbar  aeio.  Siad  aber  mebrere  Zahlen  durcb  7  thail- 
bar,  so  ist  aucb  ibre  Samine  und  im  gegebenen  Falle  346345 
darcb  7  tbeilbar. 

Zweites  Beispiel.  Die  Zahl  34,  dreimal  angeschrieben» 
also  343434,  muss  durch  7  tbeilbar  sein.  Die  Zahl  343434  iit 
=  34 -^  3400 +  340000.  Die  Zahl  34  gibt  den  Rest  a.  die  Zahl 
3400  muss  den  Rest  lOOa  und  die  Zahl  340000  den  Rest  lOOOOa 
geben.  Die  Zahl  343434  gibt  also  ilen  Rest  lOIOIa.  Ist  aber  der 
Rest  10101a  durch  7  tbeilbar,  so  ist  die  ganse  Zahl  durch  7  tbeil- 
bar; nun  ist  aber  10101  durch  7  tbeilbar,  folglich  muss  auch  der 
Rest  10101a  und  daher  die  Zahl  343434,  oder  Oberhaupt  aftaftaO 
durch  7  tbeilbar  sein,  wenn  (i3r  a  und  b  zwei  beliebige  Zifan 
substituirt  werden. 

Dieser  Beweis  findet  auch  aufs  erste  Beispiel  seine  Aiwee* 
düng,  denn  3453^15  ist  =: 345 +345000.  Die  Zahl  345,  durcb  7  %ft 
tbeilt,  gibt  den  Rest  b,  die  Zahl  345000  muss  den  Rest  10606 
geben,  folglich  gibt  die  Zahl  345  +  345000  den  Rest  10016.  Da 
nun  der  Rest  10016  durch  7  tbeilbar  ist;  so  muss  auch  die  gam^ 

Zahl  345345  oder  allgemein  abcabc  durch  7  tbeilbar  sein. 

• 

Andere  Beispiele.  Eine  Ziffer  Oroal  angeschrieben  nioi 
durch  7  tbeilbar  sein,  weil  man  in  den  Ausdrflcken  nbabob  oder 
abeabe  nur  irgend  eine  bestimmte  Ziffer  subsfituiren  kann,  oder 
man  serlegt  den  Ausdruck  aaaaaa  in  a00oü0+a00aO+«00a,  ^' 
eher  Ausdruck  ebenfalls  durch  7  tbeilbar  ist. 

Neun  Ziffern  zweimal  angescbrieben  lassen  sieb  ^If^ 
ttein  durch  abcdefgkiabcdefgki  vorstellen.  Diese  Zahl  li^^  ^ 
wieder  so  zerlegen,  das«  je  2  homogene  Zahlen  durcb  mOOOOOOW^ 
vior^talelit  werden  Jcünaen.    Die  Zahl  fnOOOOOOOOm  gibt  gtoi^ 


*)  Der  wahre  algebraiatbe  Antdmck  hi  ieooona+IOOtM+l<NXW 
+  100^+10a+^,  also  ein  wirklieber  Ausdruck,  wohiogegen  «^^ 
aar  ein  Prodact  Torstellt;  der  Korse  wegen  hat  man  sich  aber  4/««' 
Fielbeil  erlaubt. 


tmä  dfe  Verwmdkm  der  gewninm  BricMe  fn  OecfmaiMüeAe.  \9f 

Beste  wie  wOQmt  4eDtt  swei  eiegeecbobeee,  mitObeeetiAeCiMeee 
tederedieReeUnicbt,  Dieaes  VerMwp«i»  aoaleg demersten  Pnief lelf, 
4orciige(ährt>  feeigt,  daes  obige  Zahl  wirklich  iursb  7  theilhar  ist 

13)  Zani  Schlusae  soll  noch  einiger  kleiner  Spielereien  mit 
der  Zahl  7  gedacht  werden.  Es  gübe  z.  B.  Jemand  die  Anfgabe» 
aogenblieklich  6  Ziffern  anzuschreiben»  welche  durch  7  theilbar  seie 
oittesen.  Da  2  Ziffern»  dreimal  angeschrieben»  durch  7  theilbar 
«MI,  so  darf  man  nor  swei  Ziffern  anschreiben  und  diesen  zwei 
Ziffern  Summen  und  Unterschiede  aus  der  gegebenen  Zahl  und 
7a  vorsetzen,  und  man  hat  eine  Zahl,  die  durch  7  theilbar  sein 
muss.  Ist  die  gegebene  Zahl  z.  B.  46»  so  schreibe  man  46 — 7o» 
46  und  46-|-7^  an  einander  und  die  Zahl  wird  durch  7  theilbar 
sein.  Gilt  in  diesem  Falle  a=:2  und  6=3»  so  hat  man  die 
Zahl  324667  vor  sich,  welche  durch  7  theilbar  ist.  Oder:  es 
sei  eine  Zahl,  z.  B.  36297,  gegeben;  man  verlangt,  dass  diese 
Zahl  in  eine  durch  7  theilbare  verwandelt  werden  soll,  aber  mit 
dem  Bedinge,  dass  die  vorhuchste,  dass  die  höchste  Ziffer 
geändert»  oder  wieder  dass  keine  geändert,  sondern  ein«  Zif» 
Ter  vorgesetzt  werden  soll,  u.  s.  w.  —  Da  97 4*4=2101,  daher 
4  das  Complemeot;  4 -|- 36  =  40»  daher  die  Zahl  2  das  letzte  C#m- 
plement  ist,  so  darf  man  im  ersten  Falle  nur  die  6  in  8»  im  zwei* 
ten  Falle  die  3  in  6  verwandeln»  im  dritten  Falle  aber  lUe  Zahl 
l  vorsetzen»  und  man  bat  3  Zahlen»  welche  der  Angabe  ent* 
sprechen»  denn  es  i^t  sowohl  38297»  als  auch  66297»  als  auob 
130297  durch  7  theilbar. 

14)  Es  giebt  noch  verschiedene  Arten,  «m  die  Tbeilbarkelt  der 
Zahlen  durch  7  zu  bestimmen.  Die  gewohnlichen  wurden  als  bekannt 
übergangen  und  der  andern  aufgefundenen  Methoden  wurde  auch 
nicht  erwähnt,  da  sie  doch  nicht  schneller,  als  die  eben  dargestellte, 
wom  Ziele  führen.  Nur  mit  einer  dieser  Methoden  worde  eine 
Ausnahme  gemacht,  weil  selbe  auch  ziemlich  flink  von  statten 
gebt  und  auf  der  Eintheilung  in  Classen  von  je  zwei  Ziffern  be* 
ruht  Da  die  verschiindenen  Beweise  auf  ähnliche  Art  hergestellt 
werden  können,  so  hat  man,  der  KQrze  wegen»  nur  das  Verblh 
ren  allein  angegeben. 

Anfgabe.  Es  ist  au  nnterenchen,  ob  die  Zahl 
3386831209   durch  7  theilbar  sei   oder   nicht. 

Um  zu  finden»    ob  die  angefilhrte  Zahl  durch  7  theilbar  sei 
oder  nicht»    theile  man  sie  in  Classen  von  je  2  Ziffern  ab  und 
bat  2SI86I83I12I09. 

fio  «de  W  der  erntete  Bfedibde»  seciM  man  zor  ei«t#n  Cläe^d 
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4m  CoBiyl<wi6Bt  auf  M  mmi  aMire  dieses  Cempleiewt  lOfiMli  ge- 
noaraien  su  der  zweiten  Claeee  hincii.  Man  eticlie  wieder  das 
Cemplenent  anf  M  ond  addire  die  sehnfache  ZaM  su  der  dritteii 
Classe,  ond  setze  dieses  Verfahren  fort»  bis  die  letzte  CUsse 
durch  das  lOfache  Conipleinent  der  vorhergehenden  Classe  ei^^änzt 
ist.  Ist  nun  die  letzte  ergSnzte  Classe  durch  7  theil- 
bar,   so  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theilbar. 

Diese  Operation  auf  obige  Zahl  aageweodet  stellt  sich  alssi» 
vnie  folgt,  dar: 

das  Complement  von  09  auf  M  ist  5, 


5.104^12=  62;  das 

CoropL  „     „    „    1, 

1.10+83-  93;    „ 

99                 9»           99          »»       0, 

5.10+86=136;    ,, 

»                  >>            ff         ff       ^9 

4.10+23=r  63;    „ 

0* 

ff                  »f            ff         ff       V» 

folglich  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theilbar.  Dieses  Verfahr« 
iSsst  sich  abkürzen  und  muss  auch  abgekürzt  irerden,  um  die 
hohen  Zahlen  zu  vermelden,  denn  wenn  das  Complement  =6  j«t 
und  zofklligerwelse  zu  99  zu  addiren  wäre,  so  kSme  die  8iimne 
199  zum  Vorscheine,  und  bei  so  hohen  Zahlen  benothlgte  man 
fast  wieder  der  Reihentafel,  um  zu  wissen,  dass  3  das  Comple- 
ment auf  My  d.  h.  auf  161 ,  ist.  » 

Abgekürzt  kann  aber  dieses  Verfahren  auf  zweierlei  Arten 
werden,  wobei  stets  das  zweckdienlichere  angewandt  werden  noss. 

Erstens  addire  man  gleich  das  einfache  Complement  t« 
den  Zehnern  der  folgenden  Classe;  oder 

Zweitens  werfe  man  aus  dem  zehnfachen  Complemeale 
gleich  alle  Siebner  weg  und  addire  den  Rest  ganz  einfach  zur 
folgenden  Ciasse,  wenn  die  8unime  aus  dem  einfaehen  CoSh 
plemente  und  den  Zehnern  der  folgenden  t^lasse  in  eine  Ssiffrlge 
ZM  übergeht  Dieses  Verfahren,  auf  obige  Zahl  angewandt,  gibt 
folgende  Operation: 

das  Complement  von  09  auf  if  ist  =5, 

6+1(2)  ist  =62  und    „  „  „  62  „    „    „  =1, 

lX*Hw/      9»     SS  Wo     „  „  „  „    Uo    „      „      „    3B9, 

5+8(6)  „  s:  136.  Um  nun  zu  verhindern,  dass  eine  dreisiftige 
Zahl  sum  Vorscheine  kOmmt,  so  sage  man  nicht,  6 +-8(6)  ist  136«  son- 
dern man  werfe  aus  der  Zahl  SO  aUe  Siebner  weg  wmI  aan  sage: 
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1-f  86  ist  =87  and  das  Coroplement  auf  M  ist  S5  4, 
4+2(3)  ist  =63; 

folglich  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theilbar. 

15)  Die  Auffindung  des  Restes,  fOr  den  Fall  als  die  Zahl  nicht 
durch  7  theilbar  ist,  stösst  auch  auf  keine  Schwierigkeiten,  ist 
aber  doch  weniger  einfach,  als  nach  der  ersten  Methode.  Es 
bandelt  sich  dabei  vor  Allem,  ob  die  Classen-Anzahl  durch  3 
theilbar  ist  oder  nicht. 

Wenn  n  eine  durch  3  theilbare  Classen-Anzahl  vorstellt,  so  muss 
jede  in  Classen  eingetheilte  Zahl  aus  n,  n-f  1  oder  n — 1  Classen 
bestehen.  Besteht  nun  die  Zahl  aus  n  Classen,  so  findet  man 
den  wahren  Rest,  wenn  man  das  Complement  der  letzten  Classe 
auf  M  mit  A  multiplicirt.  Das  Complement  neuerdings  9Mi  M 
gesucht  gibt  den  wahren  Rest.    Besteht  die  Zahl  aus 

it-|-l  Classen,  so  findet  man  den  wahren  Rest,  wenn  man 
das  Complement  der  letzten  Classe  auf  Jlf  zu  7  ergänzt.  Diese  Er' 
gSnzang  ist  der  wahre  Rest.    Besteht  endlich  die  Zahl  aus 

ft  —  1  Classen,  so  findet  man  den  wahren  Rest,  wenn  man 
das  Complement  der  letzten  Classe  auf  M  mit  2  multiplicirt  Das 
Complement  neuerdings  auf  M  gesucht  gibt  den  wahren  Rest. 

Da  n  die  Zahl  3  oder  ihre  Vielfachen  vorstellt,  so  ist 

n=3.  6,  9,  12,  15,  18  u.  s.  w. 
n  +  l  =  4,  7,  10,  13,  16,  19  u.s.  w. 
n  — 1=2,  5,    8,  11,  14,  17  u.  s.  w. 

Die  Reste  aus  Zahlen  von  dieser  Classen-Anzahl  sind  je  nach  Um- 
st&oden  aus  obigen  drei  Regeln  zu  entnehmen. 

Folgende  Beispiele  sollen  als  Erläuterung  des  Gesagten  dienen. 

Beispiele.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Zahlen  52936, 
123956789,  3825748  durch  7  theilbar  seien  oder  nicht,  und  wenn 
sie  es  nicht  sind,  welche  Reste  sie  geben. 

a.  Die  Zahl  5129|36  besteht  aus  3  Classen  und  entspricht  da- 
her der  fOr  n  aufgestellten  Regel. 

Die  Zahl  36  auf  M  ergänzt  gibt  das  Complement  6, 
6-f  2(9)  ist  =89  und  2  ist     „  „  aufilf, 

20  +  6       „    =25     „    3    „      „  „  „  iV. 

TheU  XXV.  13 
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Nach  der  ersten  Regel  wird  das  Compleiuent  3  mit  4  maltiplicirt 
und  neuerdings  von  12  das  Coniplement  auf  ^  gesucht»  weldies 
:=2  ist,   und  der  Rest  ist  gefunden. 

b.  Untersucht  man  die  Zahl  13|82i67|48,  so  sieht  man,  dass 
seihe  vier  (blassen  hat,  und  daher  wird  der  Rest  nach  der  zweiten 
Regel  bestimmt. 

Die  Zahl  48  gibt  das  Coroplement  1  auf  ^. 

10+67  oder  1+6(7)  ist  =77  und  0  ist  das  Complement  auf  Jf. 

0  +  82  „  =82    „•  2 

20  +  13  ,.  =33    „     2 

Dieses  Complement  2  auf  ^ergänzt  gibt  5,  welches  der  wahre  Rest  ist 

c.  Untersucht  man  die  Zahl  l|23|95|67i89,  so  findet  man»  das« 
sie  f3nfClassen  hat  und  daher  wird  der  Rest  nach  der  dritten  Regel 
bestimmt. 

Die  Zahl  89  gibt  das  Complement  2  auf  M, 

2+6(7)  ist  =1  87  und  4  ist  das  Complement  auf  ^. 

5+95     „  =100   „   5  „    „  „  „   „  (durch  Wegwerfbng 

der  SietNier) 

5+2(3)  „  =73    „4 

40+1       ,.  =41    „1 


»f      >»  f»  »»     f» 


»  >»  >9  »» 


>B         >•  99  »*       9« 


»         99  »»  »»        » 


Wird  nun  nach  der  dritten  Regel  dieses  Coniplement  mit  2  multipTi* 
cirt,  so  erhält  man  2.  Dieses  Product  auf  M  ergänzt  gibt  das 
Complement  5  und  man  hat  den  Rest  dieser,  ebenfalls  nicht  durch 
7  theilbaren  Zahl  gefunden. 

Will  man  eine  gegebene  Zahl,  die  untersucht  werden  soll, 
ob  sie  durch  7  theilbar  sei  oder  nicht,  von  der  Linken  zur  Reek- 
ten  eintheilen,  so  kann  es  geschehen,  nur  muss  dann  in  diesem 
Falle  die  letzte  Classe  rechter  Hand  durch  eine  Null  ergänzt  wer- 
den, wenn  eine  Ziffer  fehlen  sollte.  Man  verfährt  bei  der  Unter- 
suchung nach  der  Regel,  und  gibt  die  Zahl  einen  Rest,  so  suche 
man  aus  diesem  falschen  Reste  den  richtigen,  und  zwar  nach  der 
unter  9)  angeföhrten  Regel. 


Ueber  eine  Bifpeiuieliaft  der  Kahl  8. 

16)  Der  Ausdruck  ^  ^^  ist,  wie  bekannt,  die  Form  fär  alle 
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Brflche^  welche  sich  genau  in  einen  sehntheillgen  Bruch  ver- 
ffandeln  lassen»  und  die  Anzahl  Ziffern  des  zehntheiligen  Bruches 
wird  =:  m  oder  n  sein ,  jenachdem  der  Exponent  m  oder  n  der 
grossere  ist. 

Wäre  die  Zahl    o»»  5«  3p    '"    einen    zehntheiligen    Bruch    zu 

▼erwandeln ,  s'b  wird  derselbe  aus  zwei  Theilen  bestehen :  erstens 
aus  jenen  Ziffern,  welche  sich  nicht  wiederholen  und  von  den  Ex« 
ponenten  m  oder  n  abhängen,  zweitens  aus  jenen  Ziffern,  weiche 
sieh  wiederholen,  daher  eine  Ziffernreihe  bilden  und  vom  Expo- 
nenten p  abhängen.     Wenn  nun  bekannt  ist,  aus  wie  viel  Ziffern 

^  bestehen  rouss,  ehe  sich  die  Reihe  wiederholt,  wenn  ^  in  einen 
sehntheiligen  Bruch  verwandelt  wird,  so  ist  auch  bekannt,  aus  wie  viel 

Ziffern  die  Zahl  jr^p^j^j^nr » in  einen  zehntheiligen  Bruch  verwandelt, 
so  bestehen  hat,  nSmIich  aus  m  oder  n  unwiederholbaren  Ziffern  und 
aus  einer  Ziffern  reihe,  welche  die  Entwickelung  von  ^r  gibt. 

Die  Regel,  nach  welcher  die  Ziffernreihe  von  rt  gefunden 
wird»  'ist  sehr  einfach,  nämlich: 

Wenn    die    Zahl  qt    in    einen    zehntheiligen    Bruch 

zu  ferwandeln  ist,  so  wird  die  Ziffernreihe  aus  3P'* 
Ziffern   bestehen. 

Beispiel.  Wäre  />=6,  so  ist  3^=729*  (Zähler  und  Nen- 
ner dfirfen  naturlicher  Weise  kein  gemeinschaftliches  Maass 
haben,  und  es  ist  nur  von  ächten  Brüchen  die  Rede).     Die  Zahl 

Kg  muss    nach    der    angeführten   Regel    eine    Ziffernreihe    von 

3p-«  =  3*-*=3*=8I  Ziffern  haben.    Es  hat  demgemäss 

^  eine  Ziffernreihe  von  3*-«=3»  =27  Ziffern. 

„  3*-«=3*  =9  ,; 


o 
3« 

>* 

a 

5» 

>» 

Cf 

9f 

a 

3» 

fl* 

„  »9     U  1»         —  «*  >9 


»»  »> 


3»-«=3»  =3 
3»-«=3o  =J 


s» 


„  „  3*-*=3-*=g.  also  auch  von  einer  Ziffer. 

13* 
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Man  siebt  aus  dieser  abnehmenden  geometriscben  Reibe,  dass 

sowobl    die  Zabl  ^>    als  aucb  g,   in  einen  zebntbeiligen  Brach 

verwandelt»   eine  Ziffernreibe  von   nur  einer  Ziffer  haben  rouss, 

und  dass  daher  der  Ausdruck  on,  Kn  *\i  i  a — ^  ^''®  Formel  fÖr 

alle  ächten  Brüche  ist,  welche,  in  einen  zebntbeiligen  Bruch  ver- 
wandelt, mit  einer  Ziffernreihe  von  nur  einer  Ziffer  sich  endigen. 

5 

Aufgabe.    Aus  wie  viel  Ziffern  wird  der  Bruch  rj? 

bestehen,  wenn  er  in  einen  zebntbeiligen  Bruch  ver- 
wandelt wird,  wie  viel«  unwiederbolbare  wird  er  haben 
und  aus  wie  viel  Ziffern  wird  die  Ziffern  reihe  beste- 

17 
hen,  desgleichen  der  Bruch    Tängg^ 

5  5 

Auflösung  I)    T44  — 94  50  32*     Wegen    des   Exponenten  4 

wird  der  Bruch  4  unwiederbolbare,  und  wegen  3^  wird  der  Bruch 

5 
noch  eine  wiederholbare  Ziffer  haben.     Es  wird  also  t^ts  sein 

0,abcde,  wobei  e  die  Ziffernreihe  bilden  wird.     Es  ist  aber  auch 
wirklich    jjj  =  0,0347|2 .... 

17  17 

Auflösung  2)    löögö  =  56"^T~3i*    Wegen  des   Exponenten 

5  wird  der  zehntbeilige  Bruch  aus  5  unwiederholbaren ,  und  wegen  des 
Exponenten  4  aus  9  wiederbolbaren  Ziffern  bestehen.     Es  wird 

17  17 

also  sein  Y2öis^=^0,abcde\fghiklmnp.,,,    Es  ist  aber  foqÄA  ^uch 

wirklich  0,0013111728395061172839506  u.  s.  w. 

17)  Der  Beweis,   dass  q^  einen  zebntbeiligen  Bruch  von  3p-* 
wiederholbaren  Ziffern  gibt,   ist  leicht  herzustellen. 

1  2    .      . 

Dass   X  und  k»  in  einen  zebntbeiligen  Bruch  verwandelt,  eine 

Ziffernreihe  von  nur  einer  Ziffer  gibt,  bedarf  keines  Beweises. 

Verwandelt  man  ^  in  einen  zehntheiligen  Bruch,  so  ist  es  be- 
kannt, dass  g  =  0,aaa ....  ist.    Substituirt  man  also,  für  a  die  Werthe 

12  6 

1,2,  5  U.S. w.,  so  ist  g  =0,111...;  g  =  0.222...;  5  =  0.565....  u.s.w. 
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Da  p=:0,aaa..,.  ist»  so  ist  auch  p-s  = -^ — ^  "">     Nimmt 

mao  nun   (ilr    a   irgend    einen    Werth   an,    also  z.  B.  4,    so    ist 

a       4      0,444 

g3^y=:  \    =0,148....     Mao  m5ge   aber  anstatt  4  was  immer 

fUr  einen  Werth  substituiren,  so  muss  die  neue  Ziffemireihe  aus 
drei  Ziffern  bestehen ,  weil  je  3  gleiche  Ziffern  stets  durch  3  theil- 

bar  sind.     Da  man  sich  im  Bruche        «^  ""  so  viele  a  oder  gleiche 

Ziffern  denken  kann,  als  man  will,  und  3  gleiche  Ziffern  durch  3 
dlfldirt  eine   Ztffernreihe  von  3  Ziffern  bilden,    so  ist  allgemein 

-^ — 7^-^^^Q,bcdbcd.*,.  u.  s.  w.     Dividirt  man  die  neue  Gleichung 

a        Otoaa      n  l  ^l  jl  ^  •*  o  l  *  ®        0,aäa.... 

«I  =  — K —  ^=  \ß,ocaocaoca  •  • » .  mit  o,  so  bat  man    «5  =  — k-« — 

=  -^ K -—--•     Snbstituirt  man  för  bcd  drei  beliebige,  nicht 

durch  3  theilbare  Zahlen,   z.  B.  148,    so  hat  man  -^ k ^— 

vor  sich.     Diese  3mal  3  Ziffern  müssen   wieder  durch  3  theilbar 

sein  und  es  mOssen  filr  jede  Reihe  von  3  Ziffern  3  Combinationen 

herauskommen,  was  eine  Ziffernreihe  von  9  Ziffern  gibt,  und  es 

.  .          a         a      0,bcdbcdbcd  ....    .      t    n  /.  *  .t » 
kann  daher  sj-H=g4  = g durch  0/ghMmnp  vor- 

geistellt  werden.     Es  ist  aber  auch  wirklich  sj  =  -^ g '-^^ 

=  0,049382716....,  wobei  fär  a  der  Werth  4  angenommen  wor- 
den ist. 

Verfolgt  man  diese  Untersuchun«i:  weiter,  so  findet  man,  dass 
3  mal  9  Ziffern  wieder  einen  neuen  Ziffern-Cyclus  von  27  und  so- 
fort endlich  von  81,   243,  729  Ziffern   geben  mOssen,   und  dass 

daher  der  Bruch  ^,  wenn  er  in  einen  zehntheiligen  Bruch  ver- 
wandelt wird,  stets  aus  einer  Zifferureihe  von  3?"'  Ziffern  besteht. 

18)  Es  wäre  nicht  uninteressant,  die  Eigenschaften  der  an- 
dern Primzahlen  in  dieser  Hinsicht  zu  untersuchen.  Gelänge  es 
nur,  dafür  eine  allgemeine  oder  nur  wenige  Regeln  aafzu- 

stelleD,  80  Hesse  sich  aus  dem  Nenner  eines  jeden  Bruches  w 

•dioD  entnehmen,  ans  wie  viel  Ziffern  sein  zehntheiliger  Bruch,  oder 
▼ielmehr  aus  wie  viel  unwiederholbaren  und  wie  viel  wiederhol- 
baren Ziffern  dersell»e  bestehen  mdsste.  Der  praktische  Nutzen 
wire  freilich  nicht  viel  mehr  als  0,  immerhin  wäre  aber  die  Lehre 
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von  deo  Eigenschaften  der  Zahlen  um  eine  Kleinigiceit  berdchert. 
Ob  es  sich  aber  mit  einer  allgemeinen  oder  mit  wenigen 
Regeln  überhaupt  abmachen  Hesse,  ist  eine  andere  Frage,  denn 
bei  der  Untersuchung  von  nur  wenigen  Zahlen  findet  man  schon 
die  verschiedenartigsten  Resultate.  Meisteiitheils  besteht  die  Zif- 
femreihe  aus  ä— 1  Ziffern,  wenn  b  der  Nenner  des  Sehten  Bruches 

ist,    häufig  auch  aus  -o—  Ziffern,  und  öfters  besteht  die  Ziffero- 

reihe  aus  noch  weniger  Ziffern.  Man  hat  t-  in  Decimalen  ver- 
wandelt und  nach  und  nach  in  ö  alle  Primzahlen  von  7  bis  150 
substituirt,  so  dass  man  32  Verwandlungen  vor  sich  hat.  Es  ist 
nicht  gelungen,  daraus  eine  allgemeine  Regel  eu  abstrahiren,  wobi 

aber  scheint  es  sich  zu  bestätigen,  das»,  wenn  t-  in  einen  zehn- 
theiligen Bruch  verwandelt  wird  (es  versteht  sich,  dass  b  eine  Primzahl 
ist),  der  neue  Bruch  nur  ans  6  —  1  Ziffern  bestehen 
künne,  oder  aus  einem  Factor  von  b  —  1,  welche  gefun- 
dene Ziffernreihe  sich   dann   stets   wiederholt. 

Würde  s.  B.  Jemand  ggs  in  einen  zebntbeiligen  Bruch  zo  m- 

wandeln  haben,  und  es  läge  ihm  daran,  die  ganze  Zifernreihe 
zu  haben,  so  wäre  zu  untersuchen,  welche  Factoren  in  ^ 
enthalten  sind.  Man  wird  die  Factoren  498,  332,  249,  166, 
83,    12,   6,    4,   3,    2    finden.       Fände    man    nun,     dass  z.B. 

^  nach  15   Ziffern  die   Ziffernreihe    ersch5pft   hätte,  so  weiss 

a 
man  gleich,   dass  ein  Fehler  untergelaufen  sein  müsse,   denn  gy^ 

konnte  wohl  allenfalls  eine  Ziffernreihe  von  12  Ziffern  haben,  ^^^ 
12  ein  Factor  von  996  ist;  wenn  aber  die  Ziffernreihe  mit  <ler 
12ten  Ziffer  nicht  beendigt  ist,  so  kann  dieses  erst  wieder  bei  der 
838ten  Ziffer  stattfinden  u  s.  w.  bis  zur  498sten  Ziffer.  Ui  «i^ 
dann  die  Ziffernreihe  nicht  zu  Ende,  so  ist  es  ein  Beweis,  dass 

^  aus  einer  Ziffernreihe  von  6—1,  also  von  996  Ziffern  bestehen 

mOsse.  Dass  im  gegebenen  Falle  die  Ziffernreihe  nicht  aus  2  m' 
fern  bestehen  könne,  ist  klar,  weil  6  aus  3  Ziffern  besteht,  tb^^ 

auch  aus  3  Ziffern  kann  die  Reihe  nicht  bestehen,  weil  ygQ=O,00l001'" 

Ist,  folglich  wären  nur  4,  6,  12  oder  mehr  Ziffern  mögileb.  0^ 
IS  noch  eine  kleine  Zahl  ist,  kann  man  die  Division  leicht  V» 
am  ISten  Ziffer  fortsetzen  und  dann  die  weitere  Division  ai>%^ 
ben,  weil  man  schon  die  Division  bis  lor  838ten  Ziffer  fortsetzen 
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mflsste  uod  dann  wahrscheinlich  noch  nicht    die  Ziffemreibe    zu 
Ende  wäre. 

Um  Liebhabern  der  Rechnenkunst  allenfallsige  weitere  Nach- 
forschungen zu  erleichtern,  ist  am  Fusse  dieser  Abhandlung  die 
Anzahl  der  Ziffern  angegeben ,  aus  welchen  die  Ziffernreihe  besteht, 

wenn  man  t-   in  einen  zehntheiligen  Bruch  verwandelt  und  dabei 

in  b  die  Primzahlen  von  7  bis  150  substituirt  werden. 

19)  Wenn  man  eine  Regel  fiir  alle  Primzahlen  wOsste,  so 
wfirde  aus  jedem  Nenner  irgend  eines  Bruches  zu  entnehmen  sein* 
ans  wie  viel  Ziffern  die  Ziffemreibe  bestehen  müsste;  denn  von 
den  Elxponenten  der  Zahlen  2'",5"  würden  die  un  wiederhol  baren 
Zahlen  abhängen  und  von  den  andern  Wurzeln  und  Exponenten 
die  wiederholbaren.  Um  Regeln  für  Producte  aus  Primzahlen 
oder  für  Potenzen  derselben  aufzustellen,  mdsste  man  langwie- 
rige  Proben   machen,    jedoch   wahrscheinlich  dürfte  sein,    dass 

-r-  eine  Ziffernreihe  von  (6 — 1)6"~*   Ziffern    hat;    besteht   aber 
o** 

die  Ziffernreihe  aus  einem  Factor  von  b — 1,   also  aus  F  Ziffern» 

«e   dürfte  tt  eine  Reihe  von  Fx  F**-*  Ziffern  haben,    t — ,  wo 
o"»  o .  c 

b  und  c  Primzahlen  sind,    müsste  (6  — l)(c  — 1)   oder  nach  üni- 
•tinden  FxG  Ziffern  haben,   z.  B.  f5i7=If37  ^^^^^  demnach 

«ine  Ziffernreibe  von  15  Ziffern,    weil   j.  eine  Ziffernreihe  von  9 

«nd    KZ  von  3  Ziffern  bat. 

Sind  Potenzen  von  3  im  Factor,  oder  die  Zahl  11,  so  gestal- 
tet es  sich  wieder  anders,  man  sieht  aber,  dass  die  Auffindung 
dieser  Regeln  eben  keiner  besondern  Schwierigkeit  unterworfen 
wäre,  würde  man  nur  über  die  Hauptregel  in  Ordnung  sein.  Da 
aber  uberbavpt  diese  ganze  Theorie  ohne  irgend  einen  praktischen 
Nutzen  Ist,  so  verlohnt  es  sich  ohnedies  nicht  der  Mühe,  darüber 
weitere  Nachforschungen  zu  machen*). 


•)  Allgemeine  Untersiirhungen  über  diese  Gegenttamle  enthalten  ht- 
ksoBtlich  a.  A.  die  Disquisitionet  arlthmeticae  von  Gant«. 
Sectio  VI.  p.  540.  und  andere  Schriften;  aach  in  dem  Artikel  Deci- 
Malbroeh  im  mathematiechen  Wörterbnche  von  Klögel  fin- 
de! sieh  Manche«.  DeMenungeachtet  habe  ich  anch  die  im  letatea  TheHe 
des  obigen  mir  eingesandten  Anfeatiee  enthaltenen  Bemerkungen  mit 
abdradien  isMeo.  G* 


196  Beper:    üeber  die  TheUbarheil  der  Zahlen  durch  Stehen  eic. 

20)    Tabelle   Ober    die    Ziffernreihe,    weon    -r    in    einen 

zebntheiligen  Brucb    zu   verwandeln    ist   und   in    6   die 
Werthe  derPrirozahlen  von  7  bis  löOsubstituirt  werden. 


a 

7 

hat 

eine 

Zifferureihe 

von 

6 

yjhat 

eine  Ziffc 

11 

»> 

»9 

>9 

2 

73 

99 

99 

13 

»» 

99 

99 

6 

79 

99 

9» 

17 

» 

99 

16 

83 

9» 

»> 

19 

»9 

99 

18 

89 

»> 

»9 

23 

99 

9» 

99 

22 

97 

99 

9» 

29 

>» 

99 

»9 

28 

101 

99 

»> 

31 

» 

• 

» 

15 

103 

»> 

99 

37 

9» 

99 

»> 

3 

107 

99 

99 

41 

% 

» 

»> 

»9 

6 

109 

9» 

9» 

43 

»> 

9> 

9» 

21 

113 

99 

9» 

47 

9» 

» 

9> 

99 

46 

127 

f> 

99 

63 

ff 

»9 

»9 

99 

13 

131 

99 

9» 

59 

9» 

9» 

9» 

99 

58 

137 

99 

»9 

61 

9» 

99 

99 

60 

139 

99 

9> 

67 

9t 

99 

»9 

9» 

33 

149 

9* 

99 

a 

7» 


9» 

99 

O 

99 

99 

13 

» 

99 

41 

9» 

99 

44 

»> 

99 

96 

9> 

99 

4 

9> 

99 

34 

99 

99 

63 

99 

9» 

NK 

99 

»f 

112 

99 

»9 

G 

99 

99 

130 

99 

>9 

8 

99 

99 

46 

99 

99 

148 

99 


99 


99 


99 


42     = 


a 


6.7=^X7  Ziffern. 


a 
11«   » 


99 


>9 


„    22     = 


259=ninO5=0«ß392|2424 
ö|  >  ^*  |Sq  haben  nar  6  Decim. 


37      37 


56r7.3* 


.178130511463844797 


2.11=j^Xll  Ziffern. 
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XTI. 

Das  sphärische  Dreieck,    mit  seinem  Sehnendreiecke 
verglichen,   mit   besonderer  Rucksicht  auf  Geodäsie. 

Neuer  merkwürdiger  Lehrsatz. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Bei  der  Berechiiang  topographischer  Dreiecksnetze  bedient 
man  sich  jetzt  wohl  ziemlich  allgemein  des  berflfaroten  Legen- 
dre'scfaen  Theorems,  welches  bekanntlich  die  Berechnung  des 
sphärischen  Dreiecks  mit  Seiten,  die  gegen  den  Halbmesser  der 
Kngel^aof  welcher  es  liegt,  sehr  klein  sind,  auf  die  Berechnung  eines 
ebenen  Dreiecks  mit  denselben  Seiten  zurückfuhrt,  mit  einer  Annähe- 
rung, bei  welcher  erst  Grüssen,  die  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  Drei- 
ecks Ton  einer,  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind,  vernach- 
Uüisigt  werden.  Ausser  dieser  Methode  der  Berechnung  topo« 
graphischer  Dreiecksuetze  giebt  es  aber  bekanntlich  noch  eine 
andere,  welche  insbesondere  dadurch  eine  gewisse  Berühmtheit 
erlangt  hat,  weil  sie  bei  der  Berechnung  der  grossen  franzosischen 
Gradmessung  in  der  Base  du  syst^roe  m^trique  von  De- 
lambre  in  Anwendung  gebracht  worden  ist.  Diese  Methode  setzt 
an  die  Stelle  der  Berechnung  der  sphärischen  Dreiecke  die  Be- 
rechnung ihrer  ebenen  Sehnen-  oder  Chorden  Dreiecke,  welche 
darcfa  die  Sehnen  der  Seiten  der  sphärischen  Dreiecke  gebildet 
werden,  und  beschäftigt  sich  also  eigentlich  mit  der  Berechnung 
der  Oberfläche  eines  in  die  Erde  beschriebenen  Polyeders  mit 
drebeitigen  Gränzflächen.  Ob  diese  keineswegs  onelegante  Me- 
thode gegenwärtig  bei  der  Berechnung  topographischer  Netze  noch 
io  einigen  Ländern  in  Anwendung  gebracht  wird,  ist  mir  unbe- 
kannt; darf  ich  indess  aus  einigen  Aeusserungen,  die  ich  in  einer 
Recension  des  Handbuchs  der  höheren  und  niederen  Mess- 
künde  von  Barfuss  in  der  Zeitschrift  des  österreichi- 
schen Ingenieur- Vereins.  1854.  Juni.  Nr.  11.  und  12.»  welche 
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Herrn   Riedl  von  Leuen stern  in  Wien    zum  Verfasser  hat, 
finde,  einen  wenn  auch  nur  unsichern  Schluss  ziehen,  so  scheint 
man  in   Oesterreich,   welches  durch  die  Grossartigkeit  und  Ge- 
nauigkeit  seiner  geodätischen  Operationen    sich    immer   so  sehr 
ausgezeichnet  hat^   die  Delambre'sche  Methode,    und  FielleichC 
nicht  mit  Unrecht,    noch   nicht  ganz  bei  Seite  gelegt  zu  haben. 
Die   von    Delambre    selbst  angewandte  Berechnungsmethode*) 
und  seine  betreffenden  Formeln  scheinen   mir  Manches  zu  «rfin- 
schen  fibrig  zu  lassen  und  setzen  den  Gebrauch  besonderer  Tafeln 
voraus;  andere  neuere  Arbeiten,  die  vielleicht  diese  Methode  einer 
besonderen  Untersuchung  unterzogen  haben,  sind  mir  unbekannt 
geblieben.    Meine  eigenen  Untersuchungen  über  dieselbe,  welche 
mich  zugleich  zu  einem  neuen,   wie  ich  glaube,   sehr  bemerkens- 
werthen  Lehrsatze,  der  dem  berfihniten  Legendre'schen  Theo- 
reme ganz   analog   ist,    und   neben   demselben  wohl   eine  Steile 
verdienen  dürfte,   gefiihrt  haben,    will  ich  mir  im  Folgenden  mit- 
zutheilen  erlauben,  weil  ich  glaube,  dass  dieselben  sowohl  in  all- 
gemein wissenschaftlicher  Beziehung,  als  auch  namentlich  für  die 
Staaten,    wo  die  Delambre'sche  Methode  vielleicht  noch  ange- 
wandt wird,   nicht  ohne  Interesse  sein,   und,    wie  ich  wQnsche, 
dieser  Methode  vielleicht  wieder  eine  erhOhete  Aufmerksamkeit  su- 
wenden  werden. 

Die  Seiten  und  respectiven  Gegenwinkel  des  spbirischen 
Dreiecks  bezeichne  ich  wie  gewöhnlich  durch  n,  6,  e  und  A,  R^  C; 
die  Seiten  und  Winkel  des  entsprechenden  Sehnen-  oder  Chor- 
den-Dreiecks sollen  durch  a|,  6| ,  Ci  und  Ai,  1?|,  Q  bezeichnet 
werden;  alle  diese  Grössen  sollen  der  Einfachheit  wegen  im  Fol- 
genden in  Theilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmessers  der 
Kugel,  auf  welcher  das  sphärische  Dreieck  liegt,  ausgedriickt  an- 
genommen werden. 

Nach  den  bekannten  Fundamental-Gleichungen  der  sphärischen 
und  der  ebenen  Trigonometrie  haben   wir  die  folgenden  Formeln: 

cos  A  -f  cos  B  cos  C 
cosa=  — 


cos  6 


sin  A  sin  C 
cos  B  -{■  cos  Ccos^ 


sin  Csin  A 

cos  C + cos  A  cos  B 
cosc  =  ■  '    '  ; — 3—5 — u    "    f 
Bin  Asm  B 


*)  M.  •.  ft.  B.    G^od^tU,     •«   Trat!«   de   Im    fiyare   dt    l( 
terre,  par  Francoear.    Brazelle«.  1886.  p.  148. 


ptr^Ucken,  mit  öeimderer  RilckticIU  auf  GtodäUe.  lOB 

ferner : 


and 


ai=2siti4a>    bi^%s%n\by    C|=:28inic 

^^^^'= — 2^; — ' 

^^*^= — 2^:^;^ — ' 

C08C,-  2^^^ 

Mittelst  dieser  Formel  können  die  Winkel  J,,  Ä,,  Cj   des  Seh- 
nen-  oder  Chorden -Dreiecks  aus  den  Winkeln  A,  B,  C  des  ent- 
sprechenden sphärischen  Dreiecks  berechnet  werden. 
Es  ist  aber  auch: 

.        sin  16*  +  ein  Je*  —  sin  Ja* 

cos  Ai  =  o   '     liL    '"1 » 

*  26in46sin4c 

-.        sin  ic*  +  sin  Ja*  —  sin  Jft* 

cos  Ä  =  rt~: — r ; — i , 

'  2sin«csin^a 


^  _  sin  jg^  +  sin  j<^«  ~  sin  je« , 
*  2sin4a<<tini6  ' 


also»   weil 


•    1  «      1— cosq        .              1— .cos6       .    ,  _      1  — cos 
8inia*=: s ,    sini6<=: ^ »    sin  Je*  = ^^ — 


ist: 


j   1  —  (cos  b  -f-  cos  c—  cos  q) 

cos  ^1  SS  j     «!     TT     ^^     1  > 

'  4sin468in4c 

_        1 — (cosc  +  cosa — cos6) 

cos  £»•  = j—, — ; ; — ; , 

*  4sinicsin4a 

^        1 — (cosfl+cosÄ  —  tose) 

cos  iJi   == j—, — i ; — TT . 

^  4sin«asin90 


iasin« 
Setzen  wir 

i(^  +  Ä  +  C)  =  S,     ' 

so  ist  bekanntlich: 

.    ,  _  cosScos(S— il) 

*^  Bin  B  Bin  C 

.   lA«          cosScos(Ä^Ä) 
«^****'=^ sinCsinJ      - 

.   ,  ,  co8iScos(5— C) 


SOO  ^tf^^'*'-'  Das  spk^t9€ke  Dreieck,  mit  seinem  Seknendreiecke 
also 


=  —  C08  S 


siD  16*  +  sin  Je*— ein  Jo* 
8inÄco8(S— l?)+8inCcos(S— C)  — ein  Jco8(iS— ^ 


ein^^ein  AsinC 
und 

.     ,.»    .     ,    .        COSffl    C08(S~1?)C08(5— C) 

*         siDii*  sin  j?  sin  C 

folglich,    weil  bekanntlich  immer 

»r<  J  +  Ä  +  C<37r, 

also 

und  daher  cos 5  stets  negativ  ist: 

.     ,.     .     ,  COSÄ4/  C08(S-^C0S(S-  C) 

sinl6sinlc  = , — :iW ; — ^  .    ^ > 

J*         *  sinif  v  sin^smC 

folglich  nach  dem  Obigen: 

sin  \h^  -f-  sin  je* — sin  ja* 
sin^&sinic 

sin^cos(.S--g)  +  sinCcos(S— Q-sin^^cosCS— J) 
"■  VsinÄsinCcosdS— Ä)  cos  (S-C) 

also: 

singco8(«S~g)H-sinCco8(iS~C)-8iu^co8(>S-il) 
^^^    i-  2  V8inÄsinCcos(S— Ä)cos(S-C) 

Auf  diese  Weise  haben  wir  also  jetzt  zur  unmittelbaren  Berech- 
nung der  Winkel  Ai,  Bi,  Ci  des  Sehnen-  oder  Chorden-Dreiecks 
ans  den  Winkeln  A,  B,  C  de»  entsprechenden  sphärischen  Drei- 
ecks die  folgenden  Formeln: 

sin  JB  cos  (S — JB)  +  sinCcosCS^-O -- sin  ^4  cos  (S — il) 

cos  At  ^  • ~ 7= — ~ —  .    -  9 

^  2V8inÄsinCcos(S  — Ä)cos(S— C) 

„       8inCco8(S— C)  +  sin2lcos(iS— J)— slnÄcos(S— i?) 

cos Bt  SS  „  '  ...        —  .         —y 

2  V  ein  C  sin  A  cos  (S—  C)  cos  (S— J) 
^       sinilcos(5— /<)+sinÄcos(S— Ä)— sinCco8(iS— C). 

cos  fJt   =2 n  _  _ f 

2  V  sin  A  sin  ^  cos  (5  -  A)  cos  (5—  fi) 
aas  denen  sich  auch  die  folgende  bemerkenswerthe  Relation: 
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2co8ili  V8lnÄsinCco8(S— Ä)co8(S— C) 

+  2co8iB,  V  8in  CsmA  co8(S—  C)  cos(S  -  il) 

+  2co8  Ci  V  8in  J  8in  B  cos  (Ä —  il)  cos  {S  —  C) 
=  sin  J  cos  (S—  ^4)  +sin  B  cos(S—  Ä)  +  sin  Cco8(Ä— C) 
oder 
COS^l  C08JB| cosCi 

V  sinAcoBiS-l)  ^  V8inBco8(S~^BJ     V  sin  CcÖ8(S—  C) 

_  sin  A cos (iS— ^)  -f  sin BcosiS—B)  +  sin  Ccos (5—  C) 
"■  2  V  sin  il  sin  Ä  sin  Ccos  (Ä— J)  cos  (5— Ä)  cos  (Ä—Cj 

ergiebt 

So  elegant  die  obigen  Formeln  zur  Berechnung  der  Winkel 
^i>B\>  Ci  aus  den  Winkeln  Ay  B,  C  auch  sind,  so  sind  die- 
selben doch  för  den  praktischen  Gebrauch  viel  zu  weitläu6g,  in- 
dem bei  diesem  Gegenstande  überhaupt  Alles  auf  die  Entuicke* 
lang  zweckmässiger,  eine  mriglichst  einfache  numerische  Rechnung 
gestattender  Formeln  ankommt,  wozu  wir  daher  jetzt  (ibergehen 
wollen. 

Wenn  wir  zu  dem  Ende  den  Excess  des  sphärischen  Dreiecks 
ABC,  den  man  durch  die  unmittelbare  Messung  seiner  drei  Win- 
kel A,  B,  C  kennen  lernt,  durch  E  bezeichnen,  so  ist  bekanntlich 


also 


s— Ä=i«+l£;— jB=;«— (Ä— 4^), 

S— C=4jr+  i£-  C=4^  -  (C— 4£); 


rolglich 


co8S  =  —  sin4£,    cos(5 — ^)  =  sin (2I  —  4£) ; 
und  daher  nach  dem  Obigen : 
.   ,  -      Bin  4£sin  (2I  ~  4£)        ,        .    ,•,      sin  Ä  sin  C    .    .  . 

woraus  man  sieht,  dass  der  Excess  in  Bezng  auf  die  Seiten  des 
sphiriscben  Dreiecks  eine  GrOsse  der  zweiten  Ordnang  ist,  was 
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roao  bei  allen  folgenden  Entwickelungen  stets  wobi  vor  Augeo  so 
bebalten  bat. 

Naeb  dem  Obigen  ist  nun: 

cos  (S  —  2I)  =:  cos  i£  sin  ^  —  sin  i£  cos  il  9 

cos  (S^  B):zz  cos  iE  sin  B —  sin  1£  cos  B , 

cos  (5 —  C)  =:  cos  i£sin  C — sin  iE  cos  C ; 

also,    erst  mit  Vernacblässiguhg  von  Grössen,    die  in  Bezug  auf 
die  Seiten  des  sphSriscben  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

cos(S— il)  =sin^ — ifcosil, 

cos(S —  B)  =  sin  B —  i£co8  B, 

cos(Ä— 0  =  »inC— i^cosC; 
folglicb : 

8inficos(S— Ä)  +  8inCcos(S-C)-sinJcos(iS— iij 
=sinJB*+sinC*— sin^* — j£(sinÄcosB+sioCcosC— sinJcoSii), 

oder,  weil 

,             1  — cos224       .    „       l-cos2i?       ,   ^^      1— cos^C 
8inJ«s= 2 »    «inÄ*= 5 ,    slnC*= g ' 

sin2lcoSil=:isin2^,    BinBcosBzzziBwiB,    siBCcosC^sisiDSC 
ist,   aucb: 

sinJBcos(S— iB)  +  sinCcos(S— O— Bini<cos(iS— i<) 

l ~ (cos 21? -t- cos2C- co82il)      ,^.  .  ^^^  .  ^^       .  ^^ 
= ^ —^ —  i£(8in  2B  +  sin2C —  sin  2^1). 

Ferner  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  nacb  dem  Obigen: 
cos  (S  -  B)  co8(S  -  C)  =  sin  ßain  C—  i£sin  (B  +  C) 

=s\nBsinC{l^iEp^t^}. 

siUiBsinC 

folglicb : 

sliillstoC€os(«-B)coi(S~C)==:sinÄ«slnC»|I-.4£^^J^t9l. 

sin  /»sin  c 

91m  MiQb  ll«m  binomischen  Lebrsalae,  immer  mit  demselben  Grade 
d«v  Gfnanigimit»  wm  vorher: 
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tai«ÄslnCco8(S— fi>co8(S— C)r* 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  immer  erst  mit  Vernacblfissigang 
▼on  Grossen  oder  Gliedern  >  die  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphä- 
riscbeD  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

.^         .      6in^  +  sinC»~sini<>,,  .  ,^6in(^4-C). 

2cos^,= .    j^      ^ ll-f  i£;    .    ^  .   ^1 

sin  o  810  C  sin  X»  sin  C 


oder 


^  ^  sin  B cos  B  -f  sin  Ccos  C~  sin  A  cos  A 
"*^  sin  ^Tsin  C 


^         .       sin  £?•  +  sin  C*  —  sin  il* 
2C0Sifi  = ; — 5— T — 7> 

*  sin  j?  sin  C 


,sin(g-f  C)   sinfi^  +  sinC^  — sin^^ 
•"         'sin  £sin  C  sin  A  sin  C 

sin  ficos  B-\-  sin  Ccos  C—  sin  A  cos  2I 


-2 


sin  B  sin  C 


Nun  ist  aber 


^=:7r  +  £-(Ä+C), 
also 

6ioil=— sin|£:-(i?+OI  =  cos£8in(Ä+0  — 8in£;cos(Ä+C), 

cos^=-co8|£— (i?+C)l=~cos£cos(Ä  +  C)-8in£sin(i?+0; 

folglich  9  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern ,  welche  in  Be- 
zug auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

8lnil=     8ln(Ä+C)  — £008(1?+ C), 

C08^=— cos(B+  C) — £  sin  (Ä  +  C) ; 

also,   mit  derosetben  Grade  der  Genauigkeit: 

«iii^=«in(Ä+C)«— 2£;8in(fi+C)co8(B+C), 

ood,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug  auf  die 
Seileo  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

sin  2i«  =  «In  (B  +  C)«, 

«in  Jco8  J=  -  8iD(B-f  C)co«(£-f  C). 
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Folglich  ist,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  Id  Be- 
zog auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

sinß«  +  sinC*-8in^« 

=  sin  Ä«  +  sin  C«  -  sin  (B  +  C)«  +  21;  sin  (Ä  +  C)  cos  (B+  C), 
oder,    wie  man  leicht  findet: 

sinÄ«  +  8inC*— sinJ« 
=— 26in  JBsin  Ccos(Ä  +  C)  +  2£;sin(i?  +  C)  cos  (B+C), 

also: 

sin  A  sin  C  v     ^     /i  sin/?  sin  C. 

Ferner  ist,  mit  Vernachlässigung  von  Grossen,  welche  in  Bezug 
auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  zweiten  Ord- 
nung  sind: 

sinB«  +  sinC«— sin^         ^       /i>./>x 

.    o  i   r» =— 2cos(Ä+C) 

sin  ^  sin  C 

und 

sin  JBcosÄ  +  sin  Ccos  C— sin  J  cos -4 

=  sinÄcosÄ  +  shiCcosC+sin(Ä  +  C)cos(£r+C) 
=:6in  BcobB  +  sin  Ccos  C 

+  (sin  Äcos  C+  cos  Ä'sin  C)  (cos  B  cos  C— sin  Ä  sin  C) 
=  sin  Bco8B  +  sin  C  cos  C  +  sin  Ä  cos  B  cos  C* 

+  sin  Ccos  Ccosß*— sin  Bcos  Äsin  C*  —  sin  Ccos  CsinÄ* 
==  sin  Ä  cos  Ä  (i + cos  C^ — sin  C*)  +  sin  Ccos  C  (1 + cos  B« — sin  JP) 
=  2cosAcosC(sinficosC-f  cosi^sinC) 
=  2co8i?cosCsin(Ä+C). 

Also  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

sin(Ä+C)  sing*-t-sin C^— sin^*    g^sin^cosg-f sinCcosC— sin^Jcesit 
sin  B  sin  (f  sin  B  sin  C  sin  Äsin  C 

6in(g  +  C)cos(B  +  C)         cosgcos  Csin(JB4-  C) 

"*  sin^sinC  sinÄsinC 

=  -2  5^?-^^4^{cos(Ä+C)  +  2cosÄcosC| 
sinJosinC*       ^ 

=     2?^?^^54^(8«ni?8inC-3cosJBcosC). 
sin^sinC  ^ 
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Erst  mit  VernachlSssigiing  von  Gliedeni,  welche  in  Bezag  aaf 
die  Seiten  des  sphSrischen  Dreiecics  von  der  vierten  Ordnung 
•ind,  ist  also  nach  dem  Obigen: 

.  , ,  sin  (Ä  +  C)  ,  ,    -»  .    ^     «        ^       ^ 
+  \L  gin^glnp  (810  B  «in  C—  3  cos  Äcos  C) , 

folglich : 

cos  /<i  = — cos  {B  +  C) 

-h  gT^f  t  9  {cos(g+  C)  +  isinÄsinC-icosJBcosCI, 
•    sin^sinC  *       V      ■      /  ■  *  • 

also,   wie  man  hieraus  leicht^ findet : 

cos  Ji  =  — cos(Ä+  O  — i£:sin(Ä+  V)  (3  — cotÄcot  C). 
Setien  nir  nun 

so  ist,  weil 

ii  =  ^  +  £;— (fi+C) 

tat: 

also 

co8/l,  =  — cost(l+ar)£;-(Ä+C)} 
=  — cos(l  +  ^)£.co8(fi  +  C)  — sin(l  +  a:)£;.sin(fi  +  C), 

and  folglich,  erst  mit  Vernachlftssiguag  von  Grössen,  die  in  Be- 
sog  auf  die  Seiten  ded  sphSrischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung  sind: 

cobAx  =— cos(ä  +  C)  — (1  +  ^)£;8in(i?+  O, 

also  Dach  dem  Obigen: 

— cos(i?  +  C)—{\-{-x)E%\n{B'^C) 

= — cos  (B  +  C) — iEsin  {B  +  C)  (3 — cotB  cot  C) , 

woraus  sich 

l<i-cotiBcot€ 


a:  =  — 


ergiebt;   und  setzen  wir  nun  überhaupt: 

Thtll  XXV.  14 
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Folglich  ist,  mit  Vernachlissigung  von  Gliedern,  weiche  in  Be- 
zug auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

sin  Ä*  +  sin  6'*  —  sin  Ä^ 
=  sin  B^  +  sin  C« — sin  (Ä  +  C)«  +  ^E  sin  {B  +  C)  cos  (Ä+  C), 

oder,    wie  man  leicht  findet: 

sinÄ*  +  sinC* — sin^l^ 
=— 2sinÄsin  Cco8(B  +  C)  +  2£;sin(iB  +  C)cos(fi  +  C), 

also: 

sinBaiüC  \      ■     /i  sinfisinC; 

Ferner  ist,  mit  Vernachlässigung  von  Grossen ,  welche  in  Bezug 
auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  zweiten  Ord« 
nung  sind: 

sinJB«+sinC»-sin^«         .       ,j,^^. 
,    p  .    ^ = — 2cos  (1?+C) 

und 

sin  Acos  B  +  sin  Ccos  C —  sin  A  cos  A 

=  sin  A  cos  B-\-am  Ccos  C  +  sin  (B  -^  C)  cos  (iff  -h  C) 

= sin  B  cos  B  -f  sin  Ccos  C 

+  (sin  Acos  C+  cos  Ä'sin  C)  (cos  S  cos  C — sin  B  sin  C) 
=  sin  BcosB  +  sin  C  cos  C  +  sin  ^cos  B  cos  C* 

+  sin  Ccos  Ccos  B^ — sin  B cos  Äsin  C*  —  sin  Ccos  Csin B^ 
==  sin  B  cos  Ä  (i  +  cos  C«  --  sin  C«)  +  sin  Ccos  C  (1 + cos  B« — sin  B^) 
=  2  cos  A  cos  C  (sin  A  cos  C -|- cos  A  si  n  C) 
=  2co8i?cosCsin(B+C). 

Also  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

sin(JB-t-C)  sing^-fsinC^*— sin^'    gSin^cosig-fsinCcosC— sin^cosii 
sin  A  sin  C         sin /^  sin  C  sin  Bsm  C 

^  sin(JB+  C)cos(g+C)         cosJBcos  C8in(g  +  0 

"•  sinßsinC  *  sinÄsinC 

=     2^~^§^t^(siniBsinC-3cosBcosO. 
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Erst  mit  VernachlSiisigiing  von  Gliedeni,  welche  in  Bezog  anf 
die  Seiten  des  spbfirischen  Dreiecics  von  der  vierten  Ordnung 
sind»  ist  also  nach  dem  Obigen: 

*  \      •      /  ■  sinÄsinC 

.  ,  .  8in(fi  +  C)  ^  .    -^  .    ^     ^        ^       ^ 
sin  ^  sin  f!^  (sioÄ  sm  C — 3cos^cosC), 

folglich : 

cos  /<i  = — cos  {B  +  C) 

-f  £;*'°^£t  ^  tcos(^+  C)  +  IsiogsinC-  icosJBcosCI, 

BID  ^9  Olli  \^ 

also 9  wie  man  hieraus  leicht* findet: 

cosil,  =  — cos(JB+  O  — i£:8in(Ä+  C)  (3  — cotBcotC)- 
Setzen   nir   nun 

so  ist»  weil 

ist: 

^i=j.  +  (l+a:)£;-.(Ä+C), 
also 

co8/<,  =— cost(l+ar)£;-(B+C)} 
=  — cos(l  +  a:)£.co8(l?  +  C)  — 8in(l  +  a:)£.sin(fi  +  C), 

and  folglich,  erst  mit  Vernachlftssiguag  von  Grössen ,  die  in  Be« 
zag  auf  die  Seiten  ded  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

cos/<i=— cos(Ä  +  C)— (l  +  ar)£;8in(Ä+0, 
also  nach  dem  Obigen: 

—  cos(i?  +  C)  — (1 +;r)£sin(i?+ O 
= — cos(B  +  C) — iEsin  {B  +  C)  (3 — cot^  cot  C) , 
woraus  sich 

1  +  cot^  cot  e 

x  = 3 

ergiebt;   und  setzen  wir  nun  überhaupt; 

Tlitll  XXV.  14 


2Ü6  Grunert:  Das  sphärische  Dreieck,  mii  seinem  Seknendreiecke 
A^^A^xE,    Bi  =  B+yE,    Ct^C+iE; 

so  ist: 

1  +  cotJBcotC                l  +  cotCcot^                 1+coUcot». 
a:= j ,    y  =  — 4 '    ^  = 4  ' 

oder  auch: 

COS(g— C)  _       COS(C— ^) C08(i<  — ^ 

^=''"48ioÄ8inC'    ^"^     48iii^sin^'    '""      4 sin ^  sin i?' 

Hiernach  ist: 

cot  AcotB  +  cot  Äcot  C  +  cot  Ccot  A . 

^  +  y  +  «=— ! —4 — ' • 

aber 

«in(Ä+C) 
cot-4coti?  +  cotCcot^  =  cot^  ain  Jg  sin  C  * 

und  nach  dem  Obigen ,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der 
vierten  Ordnung: 

cos24  =  — co6(Ä  +  C)-^8«n(^+C), 

8\nA=     sin(Ä  +  C)— £co8(Ä+C); 
also : 

cotil=— tcos(i?+C)+£sin(Ä+C)l(sin(Ä  +  C)-£;co8(B+C)|-* 
=-(cot(Ä+C)  +  i;itl— i:cot(B+C)l-i 
=— {cot(JB  +  0  +  *?lU  +  ^cot(Ä  +  C)| 
=-cot(fi  +  C)  - 1;  {1  +cot(JB  +  o«i 
=— cot(B+  C)  —  £cosec(Ä+  C)«, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

^        _  ^    ,  ^  cos(g+C)     £ 

cot  J  cot  Ä  +  cot  Ccot  Az=z^  sinÄsinC  ~  sin  JS  sin  C  sin  (1? +  C) 

=  -  ^^**^^*  ^+  *  ^8inÄslnCsio(JB+C)' 

also 

E 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 
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_  E 

*  +  y  +  '"-""^+4sinÄ8iDC8in(B+C)' 

erit  mit  Veroachlässigiing  von  Gliedern«  die  io  Besag  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind; 
ond  weil  nun 

ist,   so  ist 

E 

E 

=  ''  +  ^""**^4sinÄsinrsin(Ä+C)^^' 

folglich 

"*»+^>+^»"''  +  4sinÄ8inC8in(JB  +  C)* 

also,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug 
aofdieSeiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

Ai  +  Bi  -|-  Ci  ==  w. 

Weil  nun  in  dem  Sehnen-  oder  Chorden- Dreiecke 

Oy :  6]  z:;  sin  Ai :  sin  Bi 

ist,  so  ist 

— = sin  At"^  sin  Ät . 

Erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind, 
ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden 

A^  =  A^xE,    Bi  =  B+ffE; 

also: 

sioi^i  =  sin  .4  +a:EcoaA=:  sin^  (1-f  :riEcoti4), 
sin Bi  ^  sin  JB+^Ecos  ^=3sin  B(l+yEcMB); 

folglich 

^=^3^  (1  +  ^£coti<)-*(l  +y£cotÄ) 

^"T— j  (l^xEcoXA^ryEtoXB), 
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Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

1  +  cotBcotC    ^  .  .  l+??tCcotil    .-> 
:rcotJ— ycoti7= — j eot^  + j coiB 

cot  A  —  coiB     sin  (A  —  B) 


folglich 


oder 


4sin2l8iDJB' 


bi       sing         cot^-cot^ 
ai-"sin^^*+  4  ^^ 


6,  ^g'n^n      sin(^-^£g)^ 
Ol        sioi^  4sinj8inJS      *' 


Nan  ist 


sin(g — jE)     sinBcosjjE  —  cos  igsinjjK 
sio(il— }£)  '^  sin  ^i  cos  J-E  —  cos  A  sin  J£J 

sinß  —  iEcoBB 


BinA  —  IE  cos  A 

sin ß    l—lEcotB 
sin^  '  1  —  IE  cot  A 

=  ;-{^  (1 -i^cot  ^)-»  (1 -iEcot /?) 
=j!jf  (1  + iEcot^)  (l-i£cotÄ) 


folglich 


,  ,  cotil — cotJB^ sinJ    8in(ß^lE) 

*+        ^  ^  — sinÄ*8in(2i-i£)' 


wobei  immer  erst  Grössen  oder  Glieder  vernachlässigt  wordeü 
sind,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreieeb 
von  der  vierten  Ordnung  sind.  Also  ist  nach  dem  Obigen  m^ 
demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

ft,  _  sin  (g— iE) 
aj  ""sin(J  — !£;)• 
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and  erst  mit  Vernachlissigirag  vod  Grössen  oder  Gliedero»  dereo 
Ordnong  io  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphfirlschen  Dreiecks  die 
vierte  übersteigt  *) ,  ist  folglich : 

.   _      sin(g^iJEO     . 
^'-''*8in(^-i£;)* 

Deberhaupt  ist  also,  erst  mit  Vemachlässigong  von  Gliedern, 
die  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  einer 
die  vierte  Obersteigenden  Ordnung  sind: 

_.   BinjA-kE)  _      sin  {A  —  jE) 
'''~^'8in(Ä-4£)  — ^>  8in(C-i£:)' 

.  sin(Ä— JJEO  sin(ß— J£) 

^  =  ^»sin(C-lJS)  =  ^'sin(i<-tÄ)* 

_      sin(C--iE)_^  sin(C— jJEQ. 
^'"'^sinM-Jfi)"'   '8in(i?— JA)' 

and  es  ergiebt  sich  nun  hieraus  der  folgende  merkwürdige  Satz, 
der  nach  meiner  Meinung  wohl  dem  Legen dre'schen  Theorem 
ao  die  Seite  gesetzt  zu  werden  verdienen  möchte: 

Die  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  dessen 
Seiten  gegen  den  Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher 
es  liegt,  sehr  klein  sind,  werden  auf  die  Winkel  des 
entsprechenden  Sehnen  oder  Chorden-Dreiecks  redu* 
cirt,  wenn  man  von  jedem  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  den  vierten  Theil  seines  sphärischen  Exces- 
«es  abzieht;  und  berechnet  man  dann  nach  den  gewöhn* 
liehen  Regeln  der  ebenen  Trigonometrie  die  Seiten 
des  Sehnen-Djeiecks,  indem  man  eine  Seite  desselben 
als  bekannt  annimmt,  so  werden  dabei  erst  Glieder 
vernachlässigt,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  von  einer  die  vierte  Oberstei- 
genden Ordnung  sind. 

Schon  weil  der  Bruch  4  kleiner  als  der  bei  dem  Legendre'schen 
Theorem  zur  Anwendung  kommende  Bruch  \  ist,  scheint  mir  dieGe- 
nanigkeit  des  obigen  Satzes  etwas  grösser  zu  sein,  als  die  von  dem 
Legendre'schen  Satze  gewährte  Genauigkeit,  was  ich  der  Kfirze 
wegen  hier  jetzt  nicht  weiter  erörtern  will,  sondern  zur  Vergleichung 
nur  auf  die  Formeln  in  dem  Aufsatze  Thl.XXlll.Nr.lll.S.lU.  hin- 

*)  Da  die  Seiten  beider  Dreiecke ,  dei  iphäriichen  und  dei  Sebnen- 
dreiecks,  offenbar  von  gleicher  Ordnaog,  die  letzteren  äbrigena  noch 
kleiner  nie  4ie  enteren  aind. 
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weise.  Bei  dem  Legend re*echen  Satze  wird  der  ganze Ejseess 
aphSrieclien  Dreieoks  auf  seine  drei  Winicel  gieicb  vertheilt,  «e 
dass  jeder  Winkel  um  den  dritten  Theil  deeExces^es  vermindert  vrird ; 
bei  meinem  obigen  Satze  weiden  nur  j  des  Excesses  des  sphä- 
rischen Dreiecks  auf  seine  drei  Winkel  gleich  vertheilt,  so  dass 
jeder  Winkel  uro  den  dritten  Theil  dieses  Theils  des  ganzen 
Ezeesses  ?ermlndert  wird. 

Man  muss  wohl  festhalten ,  dass  im  Obigen  bloss  die  Formefo 

s\n{B'-{E)         _      sin(C— i£) 
^^^^smiA'-lEy    ^'"-'''sin(^-J£0 

bis  auf  Grossen  der  vierten  Ordnung  festgestellt  worden  sind ,  wes- 
halb es  also  auch  keineswegs  befremden  kann»  dass  im  Dreiecke 
AiBiCi  die  Summe  der  Winkel  nicht  ganz  genau  180^  oder  ^v  ist, 
sondern  dass  dabei  auch  eine  dem  im  Obigen  immer  festgehal- 
tenen Grade  der  Genanigkeit  entsprechende  Vernachlässigunfc  ein- 
tritt,  wie  oben  gezeigt  worden  ist.  Deshalb  darf  der  obige  Satz 
auch  nicht  ganz  so  ausgedruckt  werden,  wie  das  Legendre'sche 
Theorem 9  sondern  muss  auf  den  ihm  oben  gegebenen  Ausdruck 
gebracht  werden. 

Aus  der  Sehne  s  findet  man  bekanntlich  den  Bogen  Ares  m 
einem  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreise  auf  feig^wie 
Art.    Weil 

.    Arcj        1   $ 

2r  2   r 

ist,  so  ist  nach  einer  bekannten  cyclometrischen  Reihe: 

Arcf        I    f       1    I    1    *»  ^1    1.3    1    f* 

"2r^4r  +  3*2'8Hi  +  80'32i^  + 

also: 

A  -     J_     **     _l^     ^'* 

ArCf  -  J  +  ^^^  +  gjgj;^  +  ....  , 

oder  der  Ueberschuss  des  Bogens  Ober  die  Sehne  ist: 

Arcf     «  -  24r«  +  640r*  +  •"" 

wobei  man  sich  in  den  meisten   Fällen  mit  der  durch   die  NSke- 
rungsfermel 

A  ^' 

A'«*-*  =  24;s 
gewährten  Genauigkeit  wird  begnügen  können. 
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Uebe»  Convergenz  und  Stetigkeit   der  Potenzreihen. 

Voo 

Herrn  Dr.  F.  Arndts 

Privatdoceoten   an  der  UniTersität  za  Berlin. 


Diese  Abhandlung  ist  dazu  bestimmt,  die  Theorie  der  Stetig. 
keit  der  Potenzreihen  zu  ihrem  Ende  zu  (lihren,  was  durch  meine 
bisherigen,  im  20.  Theile  dieser  Zeitschrift  publicirten  Unter* 
snchnngen  noch  nicht  geleistet  worden  ist.  Ich  bezeichne  diese 
Reihen  mit 

{R) a,  Oi^i   a^'^,,,..  aiux^,..»,i 

wo  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  a:  von  dieser  Variabein 
unabhängig  sind.  Die  Grundlage  unserer  Betrachtungen  bildet 
folgendes 

Theorem. 

Wenn  die  Potenzreihe  (R)  für  den  besonderen  Werth 
4  van  jr  convergent  ist,  so  conveTgirt  sie  auch  für  jedes 
jpf  dessen  numerischer  Werth  unter  dem  numerischen 
Werthe  von  ^  liegt,  und  die  Convergenz  wird  sogar  noch 
stattHnden,  wenn  man  nach  Substitution  des  neuen 
Werthes  von  x  allen  Gliedern  der  Reihe  das  positive 
Zeichen  giebt. 

Beaeichnet  man  nämlich  mit  i  eineGrOsse,  deren  numerischer 
Werth  (ß  unter  der  Einheit  liegt,  so  kann  der  neue  Werth  von 
jt  doTch  6i  ausgedruckt  werden ,  und  die  in  Bezog  auf  Convergenz 
sa  prüfende  Reihe  ist  A,  Ai(jj)9  A^ijj)^,,,,.,  wo  An,  J  die  nu- 


212    Arndt:   Oeber  Cotwergetm  und  St$ti§keU  der  Foien%reiken. 

nierischen  Werthe  von  a«,  i  bedeuten.  Betrachtet  man  nun  dii 
Reihe  als  eine  nach  Potenzen  von  j  fortschreitende,  so  erbeUt 
ihre  Convergenz  augenblicklich.  Denn  da  die  Reibe  (K)  nach  d«r 
Voraussetzung  für  a:  =  d  convergent  ist,  so  verschwindet  ihr  all- 
gemeines Glied  /inö»  mit  n  =  oo,  folglich  auch  der  Coefficient  voo 
j^,  es  vrerden  mithin  alle  Glieder  der  unendlichen  Reihe  A,  ^i^^* 
A^J*,,,..  eine  endliche  positive  Grosse  C  nicht  Obersteigeo;  noa 
ist  C,  Cj,  Cß,....  eine  convergente  Reihe,  da  y  kleiner  als  ilie 
Einheit,   folglich  auch  A,   Ai(JJ),  A^(JJ)^,,.,.,   und  uro  so  mehr 

Aus  diesem  Theoreme  fliessen  sogleich  folgende  Sätze: 

1.  Man  darf  in  der  für  ar  =  ^  convergenten  Reihe  (Ä),  nach 
dem  nir  a:  ein  Werth  gesetzt  worden,   der  numerisch  unter    dem 
numerischen  Werthe  von  ö  liegt,    die  Vorzeichen  der  Glieder  be- 
liebig ändern,  ohne  dass  die  Convergenz  aufhört. 

2.  Wenn  eine  Potenzreihe   RSr  einen  besonderen  Werth   Fon 
a:  divergent  ist,   so  divergirt  sie  auch  für  jeden  numerisch  gros 
Sern  Werth  von  x,  wie  auch  immer  die  Zeichen  der  CoefBcien ten 
beschaffen  sind. 

3.  Wenn  die  Reihe  (R)  für  x=:d  convcrgirt,  so  wird  auch 
noch  die  Reihe  der  numerischen  Werthe  ihrer  Glieder  convergent 
sein,  wenn  nur  die  Reihe  (R)  selbst  noch  för  einen  Werth  von 
a:  convergirt,  dessen  numerischer  Werth  den  von  ö  Gbersteigt. 

Hiernach  sind  in  Bezug  auf  die  Convergenz  einer  Potensreihe 
nur  folgende  Fälle  möglich: 

4.  Die  Reihe  kann  für  den  einzigen  Werth  x=0  convergent 
sein,  z.B.  ar,  1.2ar*,  1.2.3a;',.... 

5.  Sie  kann  (ilr  alle  x  zwischen  0  und  -f  oo  convergent  sein. 
Hieraus  allein  folgt,  dass  die  Convergenz  auch  für  alle  x  zwischen 
0  und  — 00  statt  hat;  ferner,  dass  die  Heihe  immer  convergent 
bleibt  von  x=i  —  oo  bis  x=  +  <x>,  wenn  man  statt  der  Coefficien- 
ten  ihre  numerischen  Werthe  setzt.  Reihen  dieser  Art  sind  die 
e*f  sino*,  C08X. 

6.  Findet  weder  der  eine,  noch  der  andere  Fall  statt,  «o 
lassen  sich  för  a:  eine  untere  und  eine  obere  Grenze  —  /  und  -l"^ 
angeben ,  so  dass  för  alle  x  zwischen  diesen  Grenzen  Convergent 
fOr  alle  x  ausserhalb  derselben  Divergenz  stattfindet,  und  dies 
gilt  immer  noch,  wenn  man  für  die  Coefficienten  der  Reihe  Ihie 
numerischen  Werthe  substituirt.  Reihen  dieser  Art  sind  die  Ar 
log(l+a:),  arctg.T, 
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7.  bt  der  nmnensche  Werth  von  y  grOstter  als  /»  so  ist  es 
»UB^licby  dass  der  nnmerische  Werth  von  OnY^  unter  einer  end- 
lieben positiven  GrSsse  C  bleibe,  wenn  n  in*s  Unendlicbe  wäcbst* 
Es  sei  nämlicb  (y)  der  absolute  Werth  von  y,   und  t  so  gewählt, 

dass  T-T'<t<l.     Bliebe  nun  any"  numerisch  unter  C,    so  wOrde 

a,  Oiyt,  OsT^**»..*.  eine  convergente  Reihe  sein;  dies  ist  aber  on- 
nSglich,  da  der  numerische  Werth  von  yi  über  /  liegt  und  die 
Reihe  {R)  für  alle  x  ausserhalb  der  Grenzen  — /  und  ^l  nach 
der  Voraussetzung  divergent  ist. 

Es  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  in  diesem  Falle  das  all- 
gemeine Glied  an/"  nicht  unendlich  gross  zu  werden  braucht  mit 
II  zugleich.  Es  konnte  z.  B.  dasselbe  för  eine  gewisse  Reihe  von 
Werthen  der  Zahl  immerwährend  wachsen,  fiir  eine  andere  Reihe 
von  Werthen  sogar  unendlich  klein  werden. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  beweisen  wir  folgendes 


Theorem. 

Die  Summe  jeder  Potenzreihe  {R)  ist  in  dem  Inter* 
vall  ihrer  Convergenz  überall  eine  stetige  Funktion 
von  X, 

Ich  bemerke  zuvörderst ,  dass  es  genilgt ,  die  positiven  Werthe 
von  X  in  Betracht  zu  ziehen.  Die  Grenzen  der  Convergenz  be« 
zeichne  ich,  wie  oben,  mit  — /,  -{-l,  wo  />0,  übrigens  auch 
=  00  sein  kann.     Die  Summe  der  Reihe  {R)  erhält  also  für  jeden 

Werth  von  a;^0  und  </  einen  bestimmten  Werth.    Den  Werth 
von  X  bezeichne  ich  mit  ^,  und  setze 

«+fli^  +  ««^*  +  fla^'+  in  inf.  ^  f(ö). 

Die  Zunahme  i  von  ö  kann  positiv  oder  negativ  sein;  im  ersten 
Falle  rouss  man  i  so  kfein  genommen  denken,  dass  d-|-t</,  un- 
ter welcher  Voraussetzung  die  Reihe  convergent  bleibt,  wenn  man 
d-|-t  statt  d  setzt.    Betrachten  wir  nun  zuerst  t  als  positiv  und  setzen 

a  +  a,(«  +  t)  +  a.(d+t)«  +  C8(d  +  t)»+  in  inf.  =  f(ö+i). 

Es  ist  zu  zeigen,  dass  die  Differenz 

/l«+»)-A«)=«i((«+0-»)  +  ««((^+0«-^+fl|((*+0^«»)+  in  Inf. 
mit  t  sogleich  unendlich  klein  wird. 
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Nach  dem  Vorhergehenden  bleiben  die  Reihen  ßfr  f{i)^  A'~H) 
noch  convergenly  wenn  man  «tatt  der  CoefBeienten  ihre  noneii- 
eehen  Wertbe  setzt.  Bezeichnen  wir  also  den.  nunierischea  Werth 
von  an  mit  An,  so  ist  ili ((d  + 1)  —  d) ,  ila((d  +  t)*— *•),....  eben- 
falls eine  convergente  Reihe,  deren  Summe  wir  mit  D  bezeieh- 
nen  wollen.  Der  numerische  Werth  von  f(fi  + 1)  —  flfi)  ist  ofleD* 
bar  </>,  wir  haben  also  nur  nachzuweisen  >  dass  D  mit  t 
unendlich  klein  wird.  Zu  dem  Ende  theilen  wir  die  Reihe  C(3r  D 
in  zwei  Theile: 

t  =:  A,  ((d  f  0  -  d)  +  ....  +  An^l  ((d  +  0»-l  -  d»-l) , 

r  =  ^R((d  +  t)«— d«)  +  J„+i((d  +  t')«+»-(5"+i)+  in  inf., 

und  bezeichnen  mit  b  eine  beliebig  kleine  positive  Grosse.    Wegeo 
der  Convergenz  der  Reibe  ßir  D  wird  für  jedes  t</ — d  der  Rest 
r  mit  n  =  OD  verschwinden,  man  wird  also,  nachdem  fiir  t  ein  be- 
stimmter Werth   (</<--d)  gesetzt   worden,   die  Zahl  n  so  ^oss 
nehmen  können,  dass  die  Bedingung  r<s£  erfüllt  ist.     Dieselbe 
wird  auch  niemals  aufgehoben  werden,  wenn  man  t  stetig  abneh- 
men lässty    da  die  Glieder  von  r,    wie  man  sieht,  mit  t  zugleich 
sämmtlich  abnehmen.     Man   kann  also,    nachdem  ein  angemesse- 
ner Werth  von  n  gewählt  worden,    t  noch  weiter  abnehmeD  Jan- 
sen und  so  klein  machen,  dass  t  ebenfalls  ^\b  wird,   ohne  das« 
die   erste   Bedingung  T^\t  dadurch    aufgehoben   wird.      Hieraas 
folgt  aber  <  +  r  oder  /><«,  w.  z.  b.  w.  —  Ganz  ähnlich  wird  der 
Beweis  ffir  ein  negatives  i  geführt. 

Es  ist  aber  der  Falj  noch  übrig,  wo  die  gegebene  Reihe  auch 
noch  für  den  Grenzwerth  x^l  convergent  ist.  Dass  unser  Lebr^ 
satz  auch  in  diesem  Falle  noch  richtig  bleibt,  werden  wir  don^ 
neue  Principien  zeigen,  denn  die  vorhergebenden  Schlösse  vriir- 
den*  ihre  Kraft  verlieren,  wenn  es  sich  nicht  gerade  erei^ete, 
dass  die  Reihe  der  numerischen  Werthe  der  Glieder  noch  ftir 
o;  =  /  convergent  bliebe.  In  diesem  Falle  ist  z.  B.  die  Reibe 
a,  —4^*,  \x^»  — ia:^,....  für  ar=l.  Uebrigens  erstreckt  sich  die 
Gültigkeit  der  folgenden  Betrachtungen  allgemeiner  über  alle  or^iL 

Es  sei  i  positiv  und  unter  der  Einheit;  q>i,  tp^,  9)^,....  eine 
«nendliche  Folge  von  Grjissen,  deren  Wertbe  von  t  unabh5ni»t» 
sind,  auch  soll  ^t?«  mit  n  =  Qc  verschwinden.  Die  Summe  der  coo- 
vergenten  Reihe  <p(l  —  t),  9it(l -t),....  9?iit"(l-i),....  (S)  «vM 
sich  der  Mull  nähern »  wenn  t  gegen  die  Einheit  convergirt.  ««> 
Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  theilen  wir  ^  in  zwei  Tb^le: 

rrTg^'^a  — i)  +  9ii^it«+»(l-l)+  in  inf.. 
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«od  bezeidmen  mit  b  eine  beliebig  kleine  positive  Chrueee.  Aach 
sei  n  so  gross  genomroen,  dass  jedes  Glied  der  unendlicbeo  Folge 
^»  9fH-i>  ^n^-Sf««  numerisch  kleiner  als  \b\  alsdann  ist  der  nu- 
merische Werth  von  r  kleiner  als  l€i*»(l — t)(l  +  t  +  i*....)<l6.i", 
also  um  so  mehr  <i£.  Hierauf  nehme  man  t  der  Einheit  so 
nahe,  dass  auch  t  numerisch  <ft6",  alsdann  ist  aber  der  nume- 
rische Werth  von  Ä  ,<«,  w«z.b.  w.  *) 

Allgemeiner  ist  folgendes 


Theorem. 

Es  sei  t  positiv  und  unter  der  Einheit;  4>,  O^  ^1^*-  " 
eine  nnendÜche  Folge  von  Gliedern,  deren  Werthe  von 
t  anAbhliiiipilP  sind,  auch  soll  <Z>ji  sich  der  Grenze  L 
nShern,  wenn  n  unendlich  gross  wird.  Die  Summe  der 
convergenten  Reihe  ^(1— t),  <I>it'(l  — £),  <I>£i*(l — t)»....  wird 
gegen  die  Grenze  L  convergiren,  wenn  i  sich  der  Ein- 
heit nähert. 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  lässt  sich  auf  den  vorhergehen- 
den zurOckfilhren.    Setzt  man  nämlich 

a>(i-t)+<P,t(i-o  +  <Pai«(i-t)f  ....  =  «. 

L(l-t)  +  Li(l-i)  +  Li«(l-t) +  ....  =  /.; 

&o  findet  auf  die  Reihe 

(L_<I>)(l-.,-)-KL-<I>,)i(l-i)  +  (Ii-<l>«)»'*(l-0+....  =  L-S 

der  vorhergehende  Satz  Anwendung. 

Kehren  wir  nun  zur  Potenzreihe  (H)  zurück  und  setzen 

wo  d>0  und  "T/,  t  ein  positiver  ächter  Bruch.  Es  ist  zu  zei- 
gen, dass  $i  sich  der  Grenze  s  nlihert,  wenn  1  — t  unendlich 
Mein  wird. 

Um  dies  nachzuweisen,  bezeichnen  wir  die  Summe  der  n-f-l 
ersten  Glieder  von  $  mit  «(**),  so  dass  also  f(") — «(**-i)  =  HnA**  und 


*)  Offttsbsr  verKoMn  die  Srbl««ie  ihre  Kraft,    wenn  die  Ceefficien- 
f   roo  /  abhängig  sind.      Der  Satm    U%  dann  anch  nidU  Imaier 
.  8o  convwgiit  s.  B.  die  Summe  l— /^^(l— ^)-|-/«ll-^4-/«(l-0 
>|-  in  iat  8<^m  die  CSreaxe  \ ,  wenn  /  ii«h  der  Eiahsii  nalieii. 
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L&sst  man  in  dieser  Gleichung  n  unendlich  werden,  so  entsteht 
die  folgende: 

f,.=:fO(l-t)  +  f't(l-t)+f''t«(l-t)+  in  inf. 

Hier  bilden  nun  die  Coefficienten  f^,  «',  a" ,..,  eine  unendliche 
Folge 9  deren  Glieder  von  t  unabhängig  sind,  auch  convergirt  #(■> 
gegen  die  Grenze  $9  wenn  n  unendlich  gross  wird.  Nach  dem 
vorhergehenden  Theoreme  nähert  sich  also  $i  der  Grenze  r,  vireao 
t  sich  der  Einheit  nähert,  w.  z.  b.  w.  -^  Hiermit  ist  nun  die  Ste- 
tigkeit der  Potenzreihen  für  alle  Fälle  erwiesen. 

Wir  schliessen  hieran  die  Betrachtung  der  Reihen,  welche 
durch  Differenziation  einer  Potenzreihe  nach  der  Variabein  x  ent- 
stehen, nämlich 

(r) . . . .  ö| ,  2^2^,  3113X*, ....  nQnX^"^ .  •  •  • 

Theorem. 

Ffir  die  beiden  Reihen  (I?),  (r)  sind  die  Grenzen  der 
Convergenz  die  nämlichen.  Nur  für  die  Grenzen  selbst 
braucht  nicht  glei'chzeitig  Convergenz  oder  Divergens 
statt  zu  finden. 

-  Um  dies  zu  erweisen,  betrachten  wir  zuerst  einen  Werth  ß 
von  Xf  der  zwischen  — /  und  -{■  l  liegt  ( — /und  -f/slnd,  wie 
immer,  die  Grenzen  der  Convergenz  fiir  die  Reihe  (ß)).  Es  ist 
also  nachzuweisen,  dass  die  Reihe  (r)  iHr  x  =  ß  convergirt.  Es 
seien  (/?),  An  die  numerischen  Werthe  »von  /?,  On^  und  y  so  ge- 
wählt, dass  yX/3)  und  </.  Nach  den  obigen  Principien  ist  die 
Reihe  A,  Aiy,  A^y'^.,,.  convergent.     Nun  wird   das  Verhältniss 

(ß\j 

^1    mit  n  unendlich  gross,   wie  leicht  zu  zeigen,    folglich  fUr 

hinreichend  grosse  n  die  Potenz  (tjv}    fortwährend  >n-|-l,  d.  h. 

(ii+l)(/J)»<y«,  folglich  ili,  2i<a(ft,....  (n  +  l)J,(jJ)«....  eine 
convergente  Reihe,  also  auch  Oi,  2a^,  Saj/J*,....,  w.  z.  b.  w.  — •• 
Es  liege  ferner  ß  ausserhalb  der  Grenzen  — /,  -t-L  Die  Reüie 
(r)  wird  dann  &if  x=^ß  divergent  sein.     Denn  man  nehme  y>l 


( 
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«od  <(/Q.  Wäre  nun  die  Reihe  (r)  Ar  x^=ß  convergeot,  8o  wllre 
Alf  2A^,  3^y^....  ebenfalls  eine  convergente  Reihe,  also  auch 
A,  Aiff  2Aj^y*,...,,  und  um  so  mehr  a»  a|y,  a^y^f'*  Dies  ist 
aber  wegen  y  >  /  unmöglich. 

Wenn  man  also  eine  Potenzreihe  wiederholt  differenziirt  nach 
der  Variabein  x,  so  werden  für  alle  diese  Reihen  die  Grenzen 
der  Convergenz  immer  die  nSmIichen  sein,  und  die  Reihen  ste- 
tige Funktionen  von  x  in  dem  Inta^vall  (—1,  +t).  Nur  fär  die 
Grenzen  selbst  wird  der  Charakter  der  Reihen  in  Bezug  auf  Con* 
fergenz  in  der  Regel  ein  verschiedener  sein. 


Theorem. 

Wenn  die  Gleichung  /(a:)  =  ii +flia:  +  i%ar* +  a3a;'  +  .... 
von  az=z — /  bis  a:  =  -^l  gilt  (ezcl.  oder  incl.),  so  gilt  die 
Gleichung  f(x)=zai-\'2a2a:-{-3a^x*-\- —  genau  zwischen 
denselben  Grenzen,  übrigens  auch  noch  für  x^^  +  l  oder 
jr= — /,  wenn  die  Reihe  rechts  für  einen  dieser  Grenz- 
werthe  noch  convergent  ist. 

V 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Summe  ai-^-Qa^x-i-Sa^ai^-i'inlnf. 
mit  g>(x),  und  mit  X,  a:  zwei  Werthe  von  a:  zwischen  — /  und  -f  A 
so  ist  bekanntlich,  da  alle  Glieder  von  (p(a:)  und  ip(ar)  selbst  ste- 
tige Funktionen  von  x  sind: 

/       q>(x)dx^=l      aidx+ 1      2a^dx+ I      2a^x^dx  +  \o  Inf. 
*A  k  X  X 


/ 


(p(x)dx=zf{x)^f(X). 


Die  DIferenziation  dieser  Gleichungen  nach  x  gibt  q>(x)^f'(x), 
w«  s.  b.  w. 

Dia  Wichtigkeit  dieses  Satzes  bei  Summationen  leuchtet  ein. 

Es  wird  noch  bemerkt,  dass  eine  Potenzreihe  einen  ganz  ver- 
schiedenartigen Charakter  erhalten  kann,  «xenn  man  die  Glieder 
gruppenweise  vereinigt,  wodurch  eine  Reihe  entsteht,  deren 
Glieder  nicht  mehr  die  Form  a»a^  haben. 

Nimmt  man  In  der  Reihe  (R)  f&r  x  einen  complexen  Werth 
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^(cos^-l-tmn^),  während  die  CoefBcienten  reell  bMbeo,  so  kuB 
man  nach  den  Grenzen  der  €onrergenz  der  reellen  Rabmi 

o,    Oipcosgo,    a^p^cosSqo»    Os^'cosSgv,.... 
flipsin^p,     Q^$l^Bm2fpf     Ogp'sinS^,.,.. 

fragen,  wenn  die  Grenzen  der  Convergenz  (*-/>  +0  HSr  die  Reib« 
o,  QiQf  flsP*»  dsp'....  bekannt  sind.  In  dieser  Beziehaeg  U»t 
sich  behaupten,  dass  jede  der  genannten  Reihen  von  ^=— /bii 
a:=-|-/  conrvergent  ist.  Es  qonvergirt  nSnilicb  die  Reihe  J,  Ai^ 
A^if/^f..-.,  wenn  ^</  ist,  also  auch  A^  i4|^cos9>,  A^f^^cos^,,.', 
folglich  uro  so  mehr  o,  Oipcos^?,  ci2^*cos2<)E>,....;  und  ebenso 
Oipsincp,  cr^P^^'i'^^*-***  '^■^  Reihe  (fi)  ist  also  immer  conrer* 
gent,  wenn  der  Modulus  von  x  unter  /  liegt,  und  zwar  (lir  jedes 
qo.  Dass  sie  aber  divergent  sei ,  wenn  der  Modnius  von  x  fiber 
/liegt,  kann  nicht  behauptet  werden.  Z.  B.:  Die  Grenieo  der 
Convergenz  för  die  Reihe  1,  jr,  2**,  }«•,  4a:*,  i^:*.  Ha:*....  «ioJ 
—  iV2,    +iV2,   aber    die   Grenzen    der  Convergenz   der  Reibe 

orsingo,   2a;'sin297,  Jar'sinSijp,  4a:r4 sin 4917,....   fg^  9) 5=  5- sind  f^«* 

ter,  nämlich  —  V2  und  +V2,  wie  leicht  erbellt*).  -  AlfC^ 
meine  Theorien  hierCber  lassen  sich  erst  dann  aofstelleo,  wem 
man  (iber  die  Art  des  Wachsthums  der  Coeflidenten  a,  Od«!«*" 
bestimmte  Annahmen  macht. 


*)  Diei  hat  darin  «einen  Grnnd,  da««  man  für  einen  ^%^^ 
Winkel  9 ,  auch  wenn  er  su  ir  in  einem  irrationalen  VerhältniMe  ftcH 
immer  eine  unendliche  Reibe  von  Werthen  der  Zahl  n  angebea  katf^ 
da««  sini?9  beliebig  klein  wird. 
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XTIII. 

Ueber  die  Schätzung    des  mittleren  Fehlers  directer 

Beobachtangen. 

(Vierter  Nachtrag  aar  Aasgleichoogirechnang.)  *) 

Von 

Herrn  Profesi^or  Gerling 

In    M  a  r  b  o  r  g. 


Die  Ableitung  der  Formel  fiir  den  mittleren  Fehler  io  $.16. 
neiaer  Auegleichungsrechnaog  hat  bei  dem  mündlichen  Vor- 
trüge immer  genügt.  Im  Laufe  der  Zeit  aber  habe  ich  mich  öber- 
levgt»  da08  fBr  Leser  hier  doch  einige  Unklarheit  übrig  bleiben 
kann,  weil  nicht  scharf  genug  herausgehoben  ist,  weshalb  eine 
einzige  fingirte  Beobachtung  erforderlich  und  genügend  ist,  um 
das  Bedürfniss  einer»  unsere  Kräfte  übersteigenden  äusseren 
Hülfe,  da  wo  unser  Rechnen  nicht  mehr  hinreicht,  möglichst 
ZQ  erfüllen. 

Demnach  sei  es  mir  erlaubt,  zumal  auch  S.  39.  der  (angezeigte) 
Druckfehler  störend  einwirken  kann,  die  ganze  betreffende  Stelle 
▼OD  S.  38.  Z.  Ti  V.  o.  bis  S.  39.  Z.  10  v.  u.  in  einer  neuen  Redaction 
Wer  zo  geben. 

kh  würde  demnach  jetzt  schreiben  : 

»»Die  genaue  Bestimmung  dieses  m  erforderte  also  eigentlieb, 
dftss  wir  das  wahre  O  kennten.  —  Dazu  fehlt  uns  offenbar  nur 
^Ine  entscheidende  Beobachtung,  welche  nicht  nur  fehlerfrei 
**^  (was  allerdings  mliglich  ist,  weil  sich  unsere  Fehler  Buf^llig 
aufheben  können),    sondern  welche  auch  als  fehlerfrei  ron  uns 

*)  Die  früheren  Nachträge  iiehe  io  Theil  VI.  S.  Ul.  und  875. 
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erkannt  werden  könnte.  —  Dieses  Erkennen  einer  zufkllig  feh- 
lerfreien Beobachtung,  welches  dann  auch  alles  frohere  ond  spä- 
tere Beobachten  überflfissig  und  somit  aller  Ausgleichung  ein  Ende 
machte,  ist  aber  für  unsere  menschlichen  Kräfte  eben  so  un- 
möglich, als  die  Kenntniss  der  einzigen,  nothwendig  fehlerfreien 
Beobachtungsgrosse  O  selbst,  welche  die  unerreichbare  Gränse 
aller  unserer  Beobachtungen  bildet.  —  Deshalb  müssen  wir  darauf 
verzichten,  das  m  genau  zu  berechnen  und  uns  vielmehr  mit 
einer  möglichst  angenäherten  Schätzung  begnflgen.'' 

„Hierzu  benutzen  wir  die  bekannte  Erfahrung,  dass  gewöhn- 
lich unter  jeder  grösseren  Reihe,  ja  oft  schon  unter  einer  gerin- 
gen Anzahl  von  beobachteten  o,  sich  das  aus  ihnen  berechnete 
M  selbst,  zuweilen  sogar  öfters,  zu  finden  pflegt.  Kommt  nun 
dieser  Fall  vor,  so  schreiben  wir  jedem  beobachteten  M,  eben 
so  wohl  wie  den  übrigen  o,  den  mittleren  Fehler  m  zu.  Umge- 
kehrt werden  wir  also  auch,  wenn  wir  uns  zu  den  vorliegenden  o 
noch  die  uns  fehlende  eine,  über  den  wahren  Werth  von  O  ent- 
scheidende Beobachtung  hinzudenken,  die  Abweichung  dersel- 
ben von  dem  berechneten  Mittel  =m  setzen  dürfen.  —  Das 
Hinzudenken  dieser  Beobachtung  hat  also  die  Folge,  dass  sich 
unser  vorher  als  Minimum  berechnetes  [vv]  in  die  Summe  {jotj+mm 
verwandelt.  —  Demnach  halten  wir  uns  ftir  unsere  Schätsong  be- 
rechtigt, diese  Summe  nunmehr  auch  als  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Abweichungen  von  der  Wahrheit  zu  betrachten ,  zu  deren 
Kenntniss  nur  jene  Beobachtung  fehlte,  und  dieselbe  auf  unsere 
vorhandenen  o  zu  gleichen  Theilen  zu  vertheilen,  also  zu  setzen: 
x^mm  =  [vv]  -f  Htm,  d.  h. 


n.  7.        m 


-1  fe-r 


f>^ 


»Ehe  wir  weiter  gehen,  wird  es  nützlich  sein,  noch  Einiges 
anzumerken. 

„Vorerst  müssen  wir  dem  Irrthume  vorbeugen,  als  sei  ein 
Widerspruch  zwischen  dieser  letzten  Gleichung  und  n.  5.  —  Dies 
kann  höchstens  nur  auf  den  ersten  Blick  so  scheinen,  indem  man 
etwa  glaubte,  wenn  man  W^izO  setze,  so  müsse  man  nicht  nur 
[tiK]=s  z^^min,  sondern  auch  fF^*ilf=m  setzen.  Diese  letzte  Sub- 
stitution ist  aber  offenbar  ganz  unzulässig,  indem  nach  dem  Vor- 
hergehenden O  —  M  nur  dann  sm  gesetzt  werden  kann,  wenn 
man  sich  eine  von  beiden  Grössen  als  beobachtet  denkt,  statt 
dass  sich  n.  6.  nur  auf  das  nach  n.  1.  berechnete  M  ond 
eine  bekannte  oder  angenommene  Zahl  TF  bezieht.*'  -*  Was 
aber  n.  s.  w. 
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Ich  benutze  dieee  Gelegenheit»  am  noch  die  Berichtigun- 
gen nachzntrageo »  welche  bei  dem  Verzeichnisse  hinter  dem  In* 
halte  Oberseben  und  nach  und  nach  aufgefunden  sind. 

T  T 

S.  46.  Z.  2  V,  o.  statt    ,  r        —  lies 


S.  61.  Z.  7  V.  u.  hätte  noch  angemerkt  werden  sollen»    dass 

das  nicht   accentuirte  tt  hier    offenbar   eine 
andere  Bedeutung  hat  als  S.  37. 

S.  84.  Z.  7  r.  u.  statt  Im  lies  7iit|. 

8.  95.  Z.  13  V.  u.  statt  nti  und  m^  lies  m^  und  m^, 

S.  107.  Z.  6  V.  u.  statt  0|  lies  o. 

S«  109.    sind    in  vier  verschiedenen  Zeilen  bei  den  partiellen 

üiffereotialquotlenten  die  sonst  gewöhnlichen 
Parenthesen  vergessen. 

S.  118.  Z.  8  V.  o.  statt  lE^^AE^  lies  lE^  4-4£a. 

8. 142.  Z.  9  V.  o.  statt  0»12687n  lies  0»r2387n. 

S.  152.  Z.  8  V.  u.  statt  »,die''  lies  »»den.*' 

8.  153.  Z.  15  V.  o.  ist  zuzufügen :  »» wo  «  die  mittlere  Abweichong 

der  Gewichtseinheit  bezeicbnef 


S.  173.  Z.  4  V.  o.  statt  »»dann  solche*'  lies:    »»dann  aus  den  w 

die  r»  uro  solche.'* 

S.  184.  Z.  4  V.  o.  hinter  »»schliessen"  ist  zuzufiigen :  »»und  keine 

anderweite   Bedingung   (lir    sie   zu    erfiillen 
bleibt." 

S.  187.  Z.  10  V.  o.  statt    »»Winkelniessungen"   lies:     »»Winkel- 
messungen auf  verschiedenen  Standpunkten." 

S.  201.  Z.  16  V.  u.  statt  mm  lies  m. 

S.  202.  Z.  Jl  V.  o.  ist  hinter  »»zum  Voraus"  zuzufSgen:    »»bloss 

in  Beziehung  auf  die  Winkel." 

S.202.  Z.  12  V.  o.  ist  hinter  »»Polygon"  einzuschalten:  »»in  die- 

,  ser  Hinsicht  allein." 

S.217.  Z.  2  V.  u.  statt  ;>  =  2a  lies  p^  =  'l 

S.238.  Z.  13v.  o.  sind  die  Worte  „am  Ende"  zu  streidien. 

S.  240.  Z.  13  V.  o.  statt  46'  lies  36'. 

Theü  XXV.  1& 
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S.  264.  Z.  6  V.  u.  statt  log  k    lies  log  sin  j  . 

S.  268.  Z.  3  V.  o.  statt  ^^^^   lies  ^^^^- 

S.  282.  Z.  9  V.  o.  statt  „7  kein"  lies  „7,  Fig.  18  kein." 

S.  304.  Z.  11  V.  o.  ist  hinter  „wir"  einzuschalten:    ^yvoraasge- 

setzt,  dass  nur  die  Richtungen  Causnahms- 
weise)  benutzt  werden  sollten."  > 

S.  325.  Z.  8  V.  o.  statt  yyMessungen"  lies:  „Wlnkelmessungen." 

S.  334.  Z.  14  V.  o.  ist  zuzufögen :  „so  dass  die  Coordinaten  durch 

Zusammensetzung  gefunden  werden  können.^ 

S.  336.  Z.  3  V.  0.  statt  dr»))  lies  dr«). 

S.  336.  Z.  3  r.  u.  statt  „Seiten -Polygon"  lies:    „eine  Seiten- 
Polygon." 

S.  343.  Z.  8  V.  o.  statt  „diesen ....  Ordinaten"  lies:  „dieser .... 

Ordinate. " 

S.  349.  Z.  19  V.  o.  statt  9,01789  lies  0,01789. 

S.  349.  Z.  19  V.  u.  statt  6,36ö30n  lies  0,36530n. 

S.  351.  Z.  14  T.  0.  statt  r>  lies  r,. 

S.352.  Z.  1  V.  u.  statt  A^  lies  A^. 

S.  391.  Z.  8  V.  o.  statt  *,  =  +  0,3  lies  A^j=  +  0,3. 

S.39LZ.  9  V.  o.  statt  4,621  lies  4,641. 

S.  391.  Z.  10 v.o.  statt  2,581  lies  2,591. 

S.  392.  Z.  5  V.  o.  statt  3)  lies  c). 

8.  402.  Z.  15  V.  o.  statt  k,  lies  k^, 

Endihrh    ist  Fig.  25.   die  Linie  9.3  zu  tilgen   und   dafiQr  8.4 

aufzuziehen. 
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Uebungsau^ibeii  fax  Schüler« 


Probleroata   et  theoremata. 
Aoctort  D***.  Cbristiano  Fr.  Lindman,  Lectore  Strengn. 

1.  Invenire  sumroam  n  terminorum  seriei 

1  +  3  +  7+15  +  31  +  .... 

2.  Demonatrare  formulam 

Jiran 

S  pr^=:{n-[-  \)u  (r^  ^^^'  inlegro.) 

p  =  l 

3.  Locuio  invenire  ejusmodi  paoctonim,  ut  tangentes  inde  ad 
Parabolani  Apollonianam  datam  ductae  angulum  ^^^u  conpre- 

fC 

hendant.    Qaaenam  linea  eat  locus  quaesitus,  quando  est  a  =  o^ 

4.  Demonstrare  fonnulani 

f^i  ''n+p+1      ^       ^  r2(n  +  l)  — 

5.  Triangoloram  omnium,  qaae  ejusdem  sint  perimetri  et  in 
eodem  circalo  descripta  sint,  mazimum  et  minimom  invenire. 


Von   dem   Heran  «gebe  r. 

1.  Bezeicbnet  man,  wenn  in  Taf.  111.  Fig.  1.  ABCD  ein  be- 
liebiges Viereck  ist,  dessen  Diagonalen  AC  and  BD  sind»  den 
Fllcbeninhait  des  Dreiecks  ABE  durch  A,  so  ist 

15' 
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2.  Bezeichnet  man,  wenn  in  Taf.  IIl.Fig.2.  ABCDE  ein  be- 
liebiges Fünfeck  ist,  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AFG  durch 
Af  80  ist 

ARrnP-yi    S^C.BF     AD.EG     AC.ADl 
ABCDE  — J.  j 2p7pg  +  jia.FG  ^ÄFTkG \ ' 

3.  Bezeichnet  man.  wenn  in  Taf.  HI.  Fig.  3.  ABCDEF  tm 
beliebiges  Sechseck  ist,  den  FIficheninhalt  des  Dreiecks  GHJ 
durch  A,  so  ist 

GA.GB+GD.GE 
GHTGJ 

ABCDEF=A.\  ^"^^uJ^Gu''^ 

.  JB.JC+JF.JE 
+  GJ.HJ         ~^ 


A.  Wenn  in  Taf.  III.  Fig.  4.  ABCDEF  ein  beliebiges  Sechs- 
eck ist  und  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  GHJ  durch  A  bezeich- 
net wird,  so  ist 

ABCDEF- ^'\i-CH.GJ  -  tiJ. GM  ~  GJMJ    ' 
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M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Von    dem    Heraatgeber. 

I. 

Jeder  kennt  die  einfache  Methode^  durch  welche  sich  mittelst 
einer  Construction  in  der  Ebene  aus  den  drei  Seiten  einer  drei- 
seitigen körperlichen  Ecke  oder  eines  sphärischen  Dreiecks  des- 
860  Winkel  finden  lassen.  Dieser  Construction  kann  man  sich 
auch  bedienen,  die  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie 
m  entwickeln  9  was  su  einer  zweckmässigen  Uebungsaufgabe  filr 
SchQler  benutzt  werden  kann,  eben  so  wie  die  Entwickelung  an- 
derer Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  den  betrefien- 
deo  Constmctionen  in  der  Ebene. 

Die  Construction  der  Winkel  aus  den  Seiten,  welche  ich  hier 
als  Beispiel  solcher  Ableitungen  wähle,  wird  durch  Taf.  111.  Flg.  6. 
dargestellt,  welche  bekannt  genug  ist  und  einer  weiteren  Erläa- 
temng  nicht  bedarf.    Man  setze  0C':=1,  so  ist 

OA'  =  cos  b ,     OB'  =  cos  a. 

Denkt  man  sich  00'=:u  gezogen^  setzt  0'A'=x^  0'B'z=y  und 
bezeichnet  die  Winkel  O'OA'  und  C^OBf  respective  durch  9  und 

IF')  80  ist 

:r  =  ti8in9,   y  =  tisinip. 
Ferner  ist 

cosA=ticos99    coso  =  ticos^. 
Also  ist 

cosa       costb       cos(c  — 9)  .    .      . 

r  ^ ^  = ^ ^  =  cose  +  sinetang®, 

cos  6        cos  9  cos  9  "^ 

worans 
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cos  a  —  cos  b  cos  c 
^  '^  ""         cos  6  sin  c 

folgt.    Nun  ist  nach  dem  Obigen 

^^  =  tangg>,    x  =  co86tangg>; 
also 

cos«  —  COSÄCOSC 

X  s= 5 • 

sine 

Weil  aber 

0'i<'=.T=i4'C'.cosJ=  OC.  8in6cosJ  =  sin6co8i4 

r 

ist,  so  ist 

,    ,  .     cosü — cos  A  cos  c 

sinocosJ= ;; » 

sine 

also 

cos« — cosicosc 

cos  A  = -. — T~', » 

suBOsinc 

welclies  die  belcannteGrundformel  der  sphärischen  Trigonometrie  Ist 


A  a  f  9  a  1»  e. 

Durch  einen  swischen  den  5ciieskela  eines  gege- 
ben«« Winkel«  gegebenen  Punkt  eine  gerade  Lioie^* 
zu  ziehen,  dass  diese  Linie  und  die  beiden  tod  w 
auf  den  Schenkeln  des  gegebenen  Winkels  von  desseo 
Spitze  aus  abgeschnittenen  Stucke  als  Seiten  ein 
Dreieck  von  gegebenem  Flücheninhalte  einschijesse«- 

Auflösung. 

Der  gegebene  Winkel  sei  BACzua  (Taf.lII.Fig.ö.),  de'^ 
gebene  Punkt  zwischen  seinen  Schenkeln  sei  D,  und  der  Flächen- 
inhalt des  von  der  durch  D  zu  ziehenden  Linie  abzuschneidendeo 
Dreiecks  werde  durch  J  bezeichnet.  Weil  der  Punkt  D  ^^^ 
ist,  so  werden,  wenn  man  durch  D  die  Parallele  DG  rAi  AI 
zieht,  die  Linien  AG:=ia  und  DG=^b  gegeben  sein,  b^  ^^ 
EF  die  durch  D  zu  ziehende  Linie,  so  setze  man  AE^^Xy  AF^S* 
dann  hat  man  zur  Bestimmung  von  .r  und  y  offenbar  die  Gleiflii^ 
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und   die   Proportion 

0?  —  a :  6  =  .r :  y . 


Also  ist 


x  —  aio=:x: — ; —  > 

orsina 


woraus  man  sogleich  die   Gleichung 

osincv  osina 

ond   hieraus  ferner 

z/J:  V^Z(z/— 2aft8in«) 
*~  68ina 

erhält.    Weil  nno  nach  dem  Obigen 

^      O^sina 
isty   so  ist 

26^ 


"      z/±Vz/(z/— 2a6sinc) 
and,  wenn  man  im  ZShIer  und  Nenner  dieses  Bruchs  mit 

moltiplicirt : 

^~"  asina 

Zur  Bes^mmung  von  x  «nd  y  hat  man  also  die  folgenden  For- 
meln y  in  denen  die  oberen  und  unteren  ZeicheQ  sich  auf  einfuider 
beziehen  \ 

J±  Vz/(^>-2agsin«) 
^"-  Asina 

#/== . 

^  osma 

Zieht  man  In  der  Figur  noch  die  Linie  AD  und  bezeichnet 
den  FIftcheninhalt  des  Dreiecl^s  AOG  durch  A* ,  so  ist 

J'sz\abB\na,   also  2a6sina=4z/'; 
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folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

6sina 


y  = ^' 


asina 


oder,   weil 


i«t: 


6sioa=r i    c«ina=-T- 

a  6 


6  ""  2^'        ~ 


aUo  auch: 


woraus  sich   die  Gleichungen 

£^ ^       £    y  J 

a  +  6""  7"     ä*6  —  J' 
ergehen. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

j!^(i    und    -=tt,    1  =  1,; 
80  sind  vorstehenden  Gleichungen: 

Also  ist 

(«-.©)•=  (tt  +  r)« -4tic  =  ^(^—4) ; 
folglich : 

tt— «>  =  ±V^|t*(fi-4); 
und  hieraus: 
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<iJ:Vft(^-4) 
u  = 5 , 

D_ 2 

Bezeichnet  man  die  mittlere  Proportionaixahl  zwischen  p  und 
f* — 4  durch  X  und  setzt  also 

so  ist 


ateo 


tt  =  -2-»     «^  =  -2"' 


Wir  haben  daher  die  folgenden  einfachen  Formeln  zur  Auf- 
losung unserer  Aufgabe: 

Soll  die  Auflösung  mOglich  sein,  so  darf  ft  nicht  kleiner  als 
4  sein.  Ist  diese  Bedingung  erfiillt,  so  ist  immer  A  <  f»,  weil 
offenbar 


v^(^-4)=fty  i-j< 


ist    Also  kann  weder  x^  noch  y  negativ  werden. 

Diese  Auflösung  der  vorstehenden,  zur  Uebung  flir  Schüler 
jedenfalls  sehr  zweckmässigen,  an  sich  librigens  sehr  einfachen 
and  leichten  Aufgabe  empfiehlt  sich  vielleicht  einigermassen  durch 
die  verschiedenen,  dabei  in  Anwendung  gebrachten  Relationen 
und  Transformationen.  Man  kann  die  Aufgabe  auch  zweckmässig 
80  abfindern  9  dass  man  den  gegebenen  Punkt  D  ausserhalb  des 
gegebenen  Winkels  BAC  liegend  annimmt,  welche  Aufgabe  noch 
mehr  als  die  vorhesgehende  zu  zweckmSssigen  Uebungen  der 
Schüler  Veranlassung  geben  kann.  FOr  den  kundigen  und  ge- 
schickten Lehrer  werden  diese  Andeutungen  hinreichen. 
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va. 

Ueber    das   Winkelkreuz. 

Wenn  der  Geonieter  die  Grosse  des  Winkels  a  seines  Win- 
kelkreuzes  genau  kennt  und,  um  die  Grosse  einer  unzugSoglieben 
Entfernaiig  MN  (Taf.IlI.  Fig,7.)  zu  iMstinioieB,  auf  dem  TernÜD 
drei  Punkte  A,  B,  C  von  solcher  Lage  ausgtwiUt  hat,  da», 
wenn  in  jedem  derselben  das  Winkelkreuz  aufgestellt  wird,  des- 
sen Visirlinien  verlängert  durch  die  Punkte  M  und  N  gehen ;  so 
braucht  er,  um  die  Entfernung  MN  berechnen  zu  kunoen,  Um 
die  drei  Seiten  AB,  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC,  dessen  Spitzen 
die  drei  Punkte  A,  B,  C  sind,  mit  der  Kette  zu  messen. 

Denn  es  ist  klar,  dass  die  fünf  Punkte  A,  B,  C,  M,  N'm 
dem  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreise  liegen  müssen 
Bezeichnen  wir  nun  den  Halbmesser  dieses  Kreises  durch  R  and 
den  Flächeqinhalt  des  Dreiecks  ABC  durch  ^,  so  ist  nach  einer 
sfbr  bekannten  Formel 

^     AB.BC.CA 

^= 4Ä 

Nun  Oberzeugt  man  sich  aber,  wenn  man  nur  eins  der  Dreiecke 
MAN,  MBN,  MCN  in's  Auge  fasst,  auf  der  Stelle  m  der 
Richtigkeit  des  folgenden  Ausdrucks: 

Also  ist  nach  dem  Vorhergebenden: 

__«_     AB,  BC.  CA  . 
Mßf  =  —  ■  f,y. «^sii)« 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

^      AP+BC+CA 

j^  ^z   ^ 


»••^^^»••'^^»^jr"»"^*»  ^r-""»» 


SO  ißt  iMdkamiiliüb : 

J;^\/  S(JS^4JB)IJS'-BC)(S-C4), 
und  folglidi: 

jMmr      AB  »BC.CA       , j 

^^-^iVSiS^ABHS^BCHS^CA) 

Ist  der  Winkel  des  Winkelkreuzes   ein  rechter  Winkel,  ^^ 
gewöhnlich,  so  ist  a=90<>^    also  sina=:l,    folglich: 


MN^ 
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AB.BC.CA 


2  VS(Ä-.  AB)  (S'-BC)  (S-  CA) ' 


Ist  der  Winkel  des  Winkelkreuzes  ein  halber  rechter  Winkel,  also 
ar=45^,   00  ist  sina  —  'r;^,    also: 

-mMT^T  AB»BC»(yA 

2^28(8-^  AB)(S-BC)(S^CA) 

Zar  Kenntniss  des  constanten  Winkels  seines  Winkelkreuzes 
wird  der  Geoineter  an  Besten  dadurch  gelangen,  dass  er  auf 
recht  ebenem  Terrain ,  ivo  aber  die  Linie  ÄtN  zugänglich  ist  und 
selbst  mit  der  Kette  genau  gemessen  werden  kann,  eine  Opera- 
tion, wie  die  vorher  beschriebene,  ausfährt,  wobei  AB^  BC,  CA 
natfirlich  anch  mit  aller  nur  möglichen  Genauigkeit  gemessen  wer- 
den,   and  dann  den  Winkel  a  mittelst  der  Formel 


2.]UN.VS(S-^AB)(S^BC)(S^CA) 
'''°  *  =  ''      AB.BaCA 

berechnet.  Isl  der  Winkel  a  einmal  auf  diese  Weise  genau  bestimmt, 
so  kann  er  dann  fernerhin  bei  allen  solchen  Operationen,  wie  die 
obige,  benutzt  werden,  wenn  man  mir  dafffr  Sorge  trägt,  dass 
das  Winkelkreuz  keine  Aendemng  erleidet. 


IV. 

Ueber   eine  Eigenschaft   des   Kreises. 

Die  folgenden  ein&chen  Betrachlungen  haben  mich  neulich 
zQ  einem,  eine  Eigenschaft  des  Kreises  aissprechenden  Satze  ge- 
führt, welchen  ich  f0r  neu  halte,  da  ich  mich,  wenigstens  jetzt 
nicht,  eriiroere,  Ihn  schon  irgendwo  gefunden  am  haben.  Ich  theile 
diese K/eioigkeit ,  so  wie  ich  sie  zuföllig  gefunden,  hier  mit,  weil  sie 
vielleicht  zu  einer  zweckmässigen  Uebung  fOr  SchOler  Gelegen- 
heit geben   kann,  ohne  derselben  sonst  einen  Wertb  beizulegen. 

Wir  wollen  zuerst  die  Curre  zu  bestimmen  suchen,  deren 
Entfernungen  Ton  zwei  gegebenen  Punkten  In   einem  gegebenen 

stehen. 


TJnter  "Voraussetzung  rechtwlnUlger  Coordtnaten  seien  p,  q 
und  p^ ,  9|  die  CoordKiaten  der  beiden  gegebenen  Punkte,  und  yk 
sei  der  Exponent  des  gegebenen  Verhältnisses.     Sind  nun  :r,  y 
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die  Goordinateii  eines  beliebigen  Punktes  der  gesuchten  Conre, 
80  sind  bekanntlich 

(o:— p)*+(3f-^)«  und  (o:— pi)«+(y  —  ^i)* 

die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Punktes  {xy)  von  den  Iteideo 
gegebenen  Punkten  {pq)  und  ipiqi),  und  die  Bedingung  der  Auf- 
gabe Rihrt  nun  unmittelbar  zu  der  folgenden  Gleichung: 

oder 5  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet,  zu  der  Gleicboog: 
oder  zu  der  Gleichung: 

Addirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Gross« 
so  wird  dieselbe y  wie  man  leicht  findet: 

V'  i-«»*"/  ^V~  i-*»»>/  -         d-f*»)« 

Hieraus  sieht  man»  dass  die  gesuchte  Curve  ein  Kreis  Uit,  desi^B 
Mittelpunkt  durch  die  Coordinaten 

bestimmt  wird,  und  dessen  Halbmesser  der  absolute  Werth  derGrOüC 

1  —  ^2 

ist,  wo  V(p— Pi)*+  (^— 9i)*    bekanntlich   die   Entfernung  ^^ 
beiden  gegebenen  Punkte  {pq)  und  (j^i^i)  von  einander  ist 

Die  vorhergehende  Betrachtung  gewisstrmassen  umkehreB^» 
wollen  wir  nun  annehmen ,  dass  ein  Kreis  gegeben  sei»  deiN0 
Gleichung  ftir  ein  rechtwinkliges  Coordinateasyst^ro 
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ist,  und  wollen  fflr  diesen  Kreis  zwei  Punkte  (pg)  und  (pigi)  so 
BQ  bestiroroen  soeben ,  dass  die  Entfernungen  eines  jeden  Punk- 
tes des  Kreises  von  diesen  beiden  Punkten  in  einem  gegebenen 
Verbältnisse  zu  einander  steben,  dessen  Exponent  fk  sein  mag» 
so  dass  man  nämlieb  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des 
Kreises  von  dem  Punkte  (pi^i)  erbält,  wenn  man  die  Entfernung 
dieses  Punktes  des  Kreises  von  dem  Punkte  (pq)  mit  (i  multi- 
pUcirt  Hit  ROcksicbt  auf  die  vorb ergebenden  Betracbtungen  er- 
hilf  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  p,  q  und  px^  qi  der 
gesucbten  Punkte  unmittelbar  die  drei  Gleicbungen: 


und  siebt  bieraus  zugleicb,  dass  die  vorgelegte  Aufgabe  eine  un- 
bestimmte kt.    Aus  den  beiden  ersten  Gleicbungen  folgt  nun: 

p,  =(1— ft«)a+|[*«p»    «1  =  0  — f**)ft  +  f**9; 
also 

p— Pi=(l— ^«)(/>— a),    «— 9i  =  (l-f*»)(9-6); 

welcbesy  in  die  dritte  der  drei  obigen  Gleicbungen»  aus  weleber 
P»  99   Pi*  9i  bestimmt  werden  müssen,  gesetzt,  zu  der  Gleicbung 

nbrt,  woraus  man  siebt,  dass  der  geometriscbe  Ort  des  Punktes 
(pq)  ein  dem  gegebenen  Kreise  concentriscber  Kreis  von  dem 

Halbmesser  —  ist 

Naeb  dem  Obigen  ist  ferner 

also 

aii4  folglicb  naeb  dem  Vorbergebenden : 

woraus  man  siebt,  dass  der  geometriscbe  Ort  des  Punktes  (piqi) 
ein  dem  gegebenen  Kreise  concentriscber  Kreis  von  dem  Halb- 
messer iir  ist. 

Ans  den  beiden  Gleichungen 
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folgt  femer 

Pi  — a       p — a      -        p— o         q  —  b 

" — r  =    — r   o  w    ^ ■  =  z 1  ■ 

fjl\ — ^       9  —  6  />i— fl       ^i""" 

woraus  iMai  siebtf  dass  die  Pnakte  (p^)  uftd  (Pi9\)  mit  den 
Mittelpunkte  (a6)  des  gegebenen  Kreises  jederzeit  lo  eines  ge- 
radeo  Linie  liegen. 

Nehmen  wir,  was  hier  jedenfalls  verstattet  Ist,  dtr  EinÄeh- 
heit  we^en,  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  als  Anfing 
der  Coordinaten  an,  so  ist  in  den  obigen  Formeln  «=9,  Ä=fl 
XU  setzen,   wodurch  man 

erhält,  und  hieraus  siebt,  dass  sowohl  p  und  pi ,  als  auch  9  «od 
qi  stets  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun  der  folgende  Sab 
vom  Kreise: 

In  Taf.  III.  Fig.  8.  sei  um  den  Mittelpunkt  C  mit  dem 
beliebigen  Halbmesser  CA  ein  Kreis  beschrieben.  Nun 
beschreibe  man,  wenn  ^  eine  beliebige  ganze  oder  g^e- 
brochene    Zahl    bezeichnet,     mit    den    Halbmt'ff^ci'B 

CB^^-.CA  und  CBt^u.CA  zwei  dem  ersten  Kreise  con- 

centrische  Kreise,  und  ziehe  von  dem  gemeinschaft- 
liehen Mittelpunkte  C  der  drei  Kreise  eise  gerMe 
Linie  aus,  welche  die  beiden  letzten  Kreise  ia  4#b 
Punkten  M  und  Mi  schneidet;  dann  haben  diese  bei- 
den Punkte  die  Eigenschaft,  dass  für  Jeden  S*^* 
beliebigen  Pnnlct  P  in  dem  ersten  mit  dem  Umib- 
messer  CA  beschriebenen  Kreise 

ist. 

Was  hier  analytisch  gefunden  ist,  mag  nun  auch  S3^theti8cii 
bewiesen  werden.     Dies  und  alle  weiteren  BetraobluDgeii 
lasse  ich  dem  Leser. 


Schreiben  des  Hrn.  Director  Strehlke  in  Dansig  an  den  Herautgpeber. 

I. 

Ich  hoffe,  dass  es  Ihnen  nicht  uninteressant  sein  wird,   wenn 
ich  hier  unten  in  Bezug  auf  das  zweite  Heft  de«  2i.  Theiles  Ihres 
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Archivs  S.  114«  eine  Stelle  ans  der  Ba  Hey '«eben  Ausgabe  des 
Ap  o  1 1  o  n  i  II 8  beraetze  oebat  Copie  der  Figuren.  Die  Propoaitio  LIX, 
pag.  44«  Conicomni  Lib.  V«  lautot  daseibat:  *) 

Propoaitio    LIX. 

Si  vero  sectio  faerit  Hyperbola  vel  Ellipsis  at  AB^  Azc^  Bz/ 
et  centro  J*;  ac  detar  punctum  quoddam  B  extra  sectiooeni^  nee 
in  Axe,  neque  in  Axe  producta;  ä  quo  demittatur  ad  Axeni  BJ 
Dermalis  EZ.  Imprimls  autem  non  cadat  super  Centrum.  Dico 
qued  possumus  dacere  per  punctum  £  rectam,  e  quA  portIo  ab* 
Bcissa  inter  Curvam  AB  et  Axem  BA  sit  Minima. 

Fiat  FH  ad  HZ  sicut  diameter  transversa  kd  latus  rectum,  et 
docatur  ad  angulos  reotos  normalis  HM.  Fiat  etiam  ES  ad  SZ 
m  eadem  ratione  diametri  transversae  ad  latus  rectum,  et  agatur 
reeta  KA  per  punctum  S  ipsi  ZA  parallela;  et  per  punctum  da- 
inm  E  describatur  (per  4«»  secundi)  Hyperbola.  Asymptotis  MK, 
EiA;  quae  quidem  occd^ret  sectioni  AB*  Sit  autem  Hyperbola  illa 
EAS  conveniens  sectioni  AB  in  puncto  A;  et  jungatur  EA  pro- 
docaturque  utrinque  ad  M,  A\  occurrat  autem  Axi  ad  A. 
DIco  rectam  AA  Minimam  esse.    Demittatur  normalis  AN. 

Quonlam  vero  recta  ME  (per  ^^^  secundi)  aequalis  est  ipsi 
AA\  erit  quoque  KS  ipsi  OA,  ac  proinde  OK  ipsi  BA  aequalis, 
cui  etiam  aequalis  est  NH  Est  autem  ZA  ad  SA  sive  NH,  ut 
ZE  ad  £6;  boc  est  ut  ZF  ad  FHi  quare  alternando  ZA 
eut  ad  ZT  sicut  NH  ad  HF.  Ac  componendo  in  Hyperbola, 
vel  dividendo  in  Ellipsi  erit  AF  ad  FN  sicut  ZF  ad  FH\  quare 
per  conversionem  rationis  in  Ellipsi,  vel  dividendo  in  Hyperbola, 
FN  erit  ad  NA,  sicut  FH  ad  HZ,  boc  est,  ut  diameter  trans- 
versa ad  latus  rectum.  Verum  AN  normalis  est  in  Axem  BA, 
adeoque  (per  9««  et  10«»  bujus)  AA  Minima  est.  Pari  modo  de- 
monstrabitur,  si  cadat  normalis  ZE  ad  alteram  partem  verticis  B, 

Bexeichaet  man  FZ  mit  a,  FH  mit  a',  EZ  miiß,  ZS  mit  ß', 
eketmt  Ar  diameter  transversa  2a,  filr  latus  rectum  oder  den  Para- 
meter am»  so  hat  man  nacb  der  obigen  Construction  des  Apol  I  on  ins : 

f/:af — a:=a:m,  /J' + /J:/J'  =  a:m; 

a  ^  ^  a    a 


*)  Maa  sehe  Taf.  III.  Fig.  9.  G. 
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Da  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  die  Rechtecke  aus  den 
aenkrechteo  Abständen  zweier  Punkte  der  Hyperbel  von  den 
Asymptoten  derselben  einander  gleich  sind,  so  hat  man  flir  einen 
beliebigen  Punkt  dieser  Hyperbel,  dessen  Coordinaten  in  Bezog 
auf  die  Asymptoten  X  und  F  sind : 

Dieselbe  Gleichung,  die  hier  aus  der  Construction  des  Apollo- 
nius  gefolgert  ist,  erhält  man  auch  aus  der  bekannten  Gleichung 
der  Normale,  die  aus  einem  Punkte,  dessen  Coprdinaten  a  und  |3 
sind,  an  die  Ellipse  gezogen  werden  soll. 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  bekani\tlich : 

ory  c*  =  a*ay — b^ßx 
oder 

Setzt  man  nun  y=Y — fi,    x^A  —  X,    so  findet  man  leicht  nach 
Aufhebung  der  gleichen  Producte  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (1): 

Ich  habe  das  Vorige  seinem  wesentlichen   Inhalte   nach   be- 
reits in   einem  Programm   im  Jahre   1840  bekannt  gemacht,    wo 
auch  gezeigt  ist,  dass  die  metrischen  Relationen,  an  welche  Apol- 
lonius  die  Lage  des  gegebenen  Punktes  knöpf),  über  die  Anzahl 
der  von  ihm  an  den  Kegelschnitt  möglichen  Normalen  darauf  hin- 
auskommen,  ob  der  gegeben^  Punkt  auf  der  Evolute  liege  oder 
In  dem  von  der  Evolute  und   den  beiden  Hauptaxen  abgeschlos- 
senen  Räume,   oder  ausserhalb  dieses  Raumes;    aber  ich   finde 
diese  Angabe  schon  S.  17.  in  der  Geschichte  der  Geometrie 
von   Chasles    (übersetzt   von  Schocke,    Halle  1839)    und 
S.  18.  die  Worte:    „Apollonius    nimmt   eine   Hyperbel,    deren 
Elemente  er  bestimmt,  zu  Hülfe,  um  die  Fusspunkte  der  Norma- 
len zu  construiren,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  auf  den 
vorgelegten   Kegelschnitt  gefallt  werden.''     Eigentlich   ist  der  in 
Klagers  Wörterbuch  Tbl.  Hl.  S.  692.  enthaltene  Ausdruck  (ür  A 
nichts  anderes  als  die  Gleichung  der  Evolute  der  Hyperbel ,  wenn  man 
darin  die  gleichen  Factoren  weglässt  und  statt  des  zweiten  e*  unter 
dem  Quadratwurzelzeicben  et  schreibt,  aber  es  ist  wenigstens  nicht 
ausdrücklich  erwähnt.  —  (Ich  bitte  auch  die  Aufsätze  im  Archiv. 
ThI.  VI.  Nr.  XX.  und  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXIV.  zu  vergleichen,    ö) 
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Formeln  zur  Bestimmang  des  Maxiroams  und  MminicunB 

durch  Interpolation. 

Von 

Herrn  Doctor  fV.  Lehmann 

zn  Potsdam. 


§.  1. 

Wenn  die  Functionen,  welche  zu  den  nach  einer  arithmetischen 
Reihe  erster  Ordnung  fortschreitenden  Argumenten  gehören ,  eine 
Eeit  lang  wachsen  und  dann  abnehmen»  oder  umgekehrt,  so  föllt 
die  grosste  oder  kleinste  der  discreten  Functionen  nicht  immer  mit 
dem  bei  stetig  fortschreitenden  Argumenten  stattfindenden  Ma- 
ximam  oder  Blinimnm  zusammen,  sondern  dasselbe  befindet  sich 
oft  in  dem  nächstvorhergehenden  oder  nächstfolgenden  InteryalL 
Man  kann  aber,  wenn  die  Intervalle  nicht  zu  klein  sind,  sowohl 
das  Argument y  bei  welchem  das  Maximum  oder  Minimum  statt« 
findet,  als  auch  dieses  Maximum  oder  Minimum  selbst  durch  zlem- 
Hcb  schnell  convergirende  Reihen  berechnen,  welche  nach  den 
«uccessiven  Differenzen  der  Functionen  und  den  Potenzen  und 
Prodncten  dieser  Differenzen  fortschreiten. 


§.  2. 

Diese  Differenzen  sind  im  Allgemeinen  desto  kleiner,  von  einer 
je  bSheren  Ordnung  sie  sind;  bei  hinlänglich  kleinen  Intervallen 
kann  man  sagen,  dass  von  da  an,  hm>  die  Differenzen  höherer  Ord- 
BBBg  sich  scheinbar  vergrOssem,  diese  Vergrösserung  nur  von  den 
(wegen  der  Abkürzung  der  Decimalbrücbe)  unvermeidlichen  Dehlern 

Thell  XXV.  IS 


238  Lehmann:    Formeln  zur  Bestimmung 

der  FuDctioneD  herrührt;  in  diesem  Falle  sagt  man,  die  in  hori- 
zontaler Linie  liegenden  Differenzen  bilden  eine  semi-convergente 
Reihe  und  es  lässt  sich  in  jedem  Fall  leicht  bestimmen ,  ob  die 
Intervalle  klein  genug  angenommen  sind,  um  die  Differenzen  von 
da  an,  wo  sie  wachsen,  bei  der  Interpolation  ganz  veniachlässigen 
zu  können;  (im  verneinenden  Falle  wfire  überhaupt  keine  zuver- 
lässige Interpolation  möglich,  und  man  müsste,  lim  eine  solche 
ausfuhren  zu  können,  die  Intervalle  verkleinem). 

P 

^P   . 

Q  ^^Q 

R  J^R   -         ^^R 

JR  ^i^R 

S  J^S 

JS 
T 

Die  Functionen  P,  Q,  R,  S,  T  in  obigem  Schema  mögen  nSm- 
'lieh  zu  Argumenten   gehören,  welche  nach   arithmetischer  Reihe 
erster  Ordnung  fortschreiten,  und  welche  wir  mit  Arg.  P,  Arg.  Q, 
Arg.  Rf  Arg.  S,  Arg.  T,  bezeichnen  wollen;  die  zwischenliegenden 
ersten  Dffferenzen  seien  /1P,  ^Q,  JR,  JS,  die  dazwischenliegenden 
zweiten  Differenzen  aber  z/^Q,  J^R,  J^,  die  dazwischen  liegenden 
dritten  Differenzen    J^Q  und  ^'Ä,    und   die  dazwischenliegende 
vierte  Differenz  J*R;   bei  der  unbestimmten  Erweiterung  dieses 
Schemas  m^gen  JQ,  J^Q,  J^Q —  in  einerlei  horizontaler  Linie 
mit  dem  von  Q  bis  R  reichenden  Intervall,  J^R,  J*R,  J^R,... 
in  einerlei  horizontaler  Linie  mit  /?,  dagegen  JR,^^R,  J^R,,,, 
in  einerlei  horizontaler  Linie  mit  dem  von  R  bis  iS  reichenden  In- 
tervall liegen.    Bezeichnen  wir  nun  das  zwischen  Arg.  Q  und  Arg.  ü 
liegende  Argument,  filr  welches  die  Function  durch  Interpolation 
besfimmt  werden  soll,  mit  Arg.  Ä— <  (Arg.  Ä  — Arg.  Q),  so  ist 
die  zu  diesem  Argument  gehörige  Function  (zufolge  der  in  Encke's 
Jahrbuch  für  1830.  Seite  279  hergeleiteten  Formel  \IV)^ 

1.2.3.4.5  ^  «+.... 

Bezeichnet  man  aber  das  zwischen  Arg.R  und  Arg.  i$  liegende 
Argument,,  für  welches  inteipolirt  werden  soll,  mit  Arg.i^-f 
i  (Arg.  S— Arg.  Ä),  so  ist  die  zu  diesem  Argument  gehörige  Fonc- 
tion  (infolge  der  a.  a.  O.  hergeleiteten  Formel  IV*)  = 
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+  1.2.3.4.5  ^Ä-f^    . 

MaDkanDmaD  aber  beide  Fälle  in  Einen  vereinigen,  wenn  man 
im  ersteren  Fall  t  nef^ativ  setzt,  und  wenn  man  die  discreten  Func- 
tionen als  solche  betrachtet,  welche  nach  einer  aritfametischeD 
Reibe  unendlicher  Ordnung  fortschreiten ;  dadurch  erhält  man  die 
zu  dem  Argument  Arg. /2-|-^(Arg.  5 — Arg.i^)  (wo  t  innerhalb  der 
Grenzen  —  V«  und  -{-^/^  liegt)  gehurige  Function  =: 

«(<-l)«+l)  <«-l)«-t.l)«-2) 

■•■  — 1X3 —  ^^  + OXi ^  " 

,  <«-l)«-H)«-2)(f-f2)  ,.„  . 

+ 07370 'rf»«  +  .-.. 

Da  diesA  beiden  Aasdröcke  bei  einer  arithmetiscben  Heihe  ud- 
endlicher  Ordnang  einerlei  Werth  geben  müssen,  so  kann  man  zwi- 
•chen  ihnen  das  arithmetische  Mittel  nehmen,  und  also,  indem  man 

^^^©+^     ^.=^ß,   j..^^!Q+^,    j,r=j.ii 

A'  =  t,  A"=zl*,  A"'  =  t((^-1^.  Aif'=  iH.fi— 1% 

Af=  <«»- 1») (<•— 2«) ,  Ar'=itHfi—V) «•  - 2^. 
^»'U=|(<»— 1»)(<«-2«)(<«— 3«),  ^ ^'"=  <«(/•— 1«)  ««-2«)(«»— 3«) 

macht,  die  zu  dem  Argument  Arg.  A-f  ((Arg. S— Arg. iS{)  gehSrig« 
Function  =s 


Ml  Alll 

M  AI  I  ti—AII    I   _ 


setsen.    Nun  Gndet  man  — ^ —  dadurch ,  dass  man  den  Igten, 
Steo,  3teD  ....  Factor  der  Formel 

^(«—i)=t(f«-l«)(<«-.2«)(««-3«). ...(/•-(«-!)«)     (2) 

dilerentiirt,  und  die  dadurch  gefundenen  Differentiale»  nachdem  man 

16* 
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jedes  der6elben.niit  den  Dicht  differentiirten  Factoren  der  Formel  C^) 
roultiplieirt  hat,  addirt.    Dividiren  wir  den  dadurch  sich  ergebenden 

Ausdruck  för  gr —  durch  den  aus  der  Gleichung  (2)  sich   er- 
gebenden Ausdruck  für  4il(^»-^)<,  und   subtrahiren  wir  den  Quo- 

1 
tienten  von  t^,  so  erhalten  wir: 

1         8i^(««-i)  _      2  2  2__  2 

4?      4i^(««-i)0f  —  2»— 4<2  +  4«—  4f^  +  tt2_  4^+  •  •  +(2ii-2)«-4<* 

Multiplicirt  man  jede  Seite  dieser  Gleichung  mit  Afiy  so  entätebt: 
8lg.Vl['(^ii^=^*)  2  2 2 

+  ...  + 


c-^r-' 


Da  nun  der  absolute  Werth  von  t  nicht  >  ^  angenommen  wird»  so 
istf  yJ  nicht  <4,  also  wohl  (-A  als  f-r)  ,....>4;  also  besteht 

die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  aus  lauter  positiven  Gliedero. 
Hieraus  folgt,  dass 

81g.  V^i« 

positiv  und  desto  grosser  ist,  je  grosser  der  absolute  Werth  von  t 
LSsst  man  also  den  absoluten  Werth  von  i  von  0  bis  4  wachsen, 
so  wächst 


8ig;V2^2!l! 
8  lg.  yf^ 

ohne  Schwankung  von  0  bis 

2  2_         2_  2 

2«  - 1  ■*■  4«U- 1  +  gS—  1  +  •  •  +  (2it-2)a— 1  •  ^^^ 

2n  —2 
Nun  Ifisst  sich  leicht  beweisen,  dass  die  Grösse  (4)=^; ?  ist. 

Gesetzt,  dieser  Satz  sei  für  irgend  einen  Werth  von  n  richtig» 

*)  Die««  Schreibart  war  hier  anvenneidlich,  weil  Logarithmen  ofcbt 
sn  negativen  Grdaaen  gehören  därfen;  V  i4(*«— *)■  bedeutet  den  abaolo- 
tea  Werth  von  i(^-i),  <o  wie  Vi*  den  abeoluten  Werth  von  /. 


j 
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so    bevreisen  wir^  dass   er  auch  für  das  um  1  grossere  n  richtig 
sei.    Ist 

2  2  2  2 2n— 2 

2«-l'*^4*— 1+6«— 1+   '•   +(2w  — 2)«— l"-2n— 1  ' 

so   Ist  _ 

2  2  2  2  2»— 2  2 

■  ••••■  TSITvö     "i  —  öZ       T  ■ 


2«-1^4«-1^6«-l^-  ••^(2n)«-l"'2n-l"»^(2M)«-l 

2na  -  n         2n 


2_/       ,  .       1     \  2 


2w  +  l  ""211  +  1' 


NuD  aber  Ist  jener  Satz  fiir  9t  =  l  und  n=:2  richtig;  folglich  ist 
er  auch  fär  jedes  grossere  7i  richtig.    Folglich  ändert  sich,  während 

VI*  von  0  bis  }  wächst,   — j- — -t= —   ohne  S6h  wankung  von   1 

olg.  V  <* 

bis  1— CT   |,  d.i.  von  1  bis  ^    __  |  >  ist  also  stets  positiv,  also 

absolut  genommen  ^(*"~i)  desto  grosser,  je  grosser  t  Auf  ähn- 
liche Art  erhalten  wir 

-    aig.Vlw^ 2_    2,2,     . 1__. 

^ Slff  V  i4(^)* 

also    ändert    sich,    während    V<*  von  0  bis  i  wächst,    -^^ 7=^— 

31g.  V<* 
2ii  —  2                                2n 
ohne  Schwankung  von  2  bis 2 — o^^TT»  ^*  '*  ^^"  ^  ^'**  a  |,  ist 

also  ebenfalls  stets  positiv,  also  absolut  genommen  A^^)  desto 
grosser,  je  grösser  t  Folglich  ist ,  absolut  genommen ,  jeder  der 
Coefßcienten  A,  A"yA'"^,,..  desto  grOsser,  je  grösser  t,  also  am 
grössten,  wenn  1=4  i«  Folglich  ist  der  absolut  grösste  Einfluss 
von  J',  A^'y  2^'",....  auf  die  Interpolation  resp.  =: 

*^'  2.4^  '   2.4.6^    '2.4.6.8^    '     2.4.6.8.10    '^  ' 

(2«-l)(4«-l)  (2«-l)(4«-l)(6«-l) 

2.4.6.8.10.12'^    •    2.4.6.8.10.12.14'^     ' 

(2«,1)(4«-1)(«»-1)      „, 

2.4.6.6.10.12.14.16'^       '  "•  *•  '^•• 
d.i. 

1  >*/      '    ><»<      ^-3    ^,„       l-^      ^,p      1.3.3.8     ^y 
•^ '  O^  '   2X6^    '  2XO^    '  4.4.6.6.10^  ' 
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1.3.3.5        ^.,,         1.3.3.5.5.7       ^f ,, 


2.4.6.8.10.12"     •    2. 4. 6. 8. 10.12. 14 
1.3.3.5.5.7 


2.4.6.8.10.12.14.16 


Avni 


d.i. 


^'  '^  '  2.8"^    '  8.16^    '2.8,16^  '  8.16.24^     ' 

1.1.3.5  1.1.3,5         j^j 

2.8.16.24"^      '    8.16.24.32^       '    •' 

11.«^.«  ,-     .       1.1 .3.5..,.(2ii— 3)  ^„.    ,, 

aUo  der  grösste  Einfluss  von  Ji^-^)  =  2.8.16.24....(8n-8)  ^^^''^' 

UDd    der    grosste  Einfluss    von    Ji^)  =  -  ^  j^'  24'      '^^v     ^^< 

Folglich  können  die  2n — Isten  Differenzen  vernachlässigt  werden, 

_  ,  .  ,  ,^  '  ..  ,  ,  2.8.16.24....(8ti— 8) 
wenn  keine  derselben  grösser  ist  als  das  — TT'g'g (2    —3) 

fache  derjenige  Grosse  m,  welche  in  der  Bestimmung  der  zum 
Argument  Arg.  R  -|-  <(Arg.  Ä— Arg.  R)  gehörigen  Function  vernach- 
lässigt wird,    und    die  2nten   Differenzen   können  vernachlässigt 

A                  ._  .    •  ,       .u      w     8. 16. 24. .-.(811) 
werden,  wenn  keine  derselben  >|  1  3  g (%» —  3^ ^'    '^*  ^"^^ 

ui       A     o       1   .      rx.^  ^  2.8. 16.24. ...(8n— 8) 

keine  der  2it  — Isten  Differenzen  >     ,   ,  «^  ^^ 70 ör^m,soi8t 

.    .       j      rt    .       -^»^              ^  4.8.16.24.  ...(811  — 8)         ,      .    , 
keine  der  2itten  Differenzen  >   ^   |   ^  g r2   ^3)  ^'  also  jede 

der  2itten  Differenzen    kleiner  als  i    1'  q  5"      (9n 3)^**  l^elne  der 

2n-f  Isten  Differenzen  abe^  grösser  als      1   i  3  '5       (9   ^'A\   ^« 

also  jede  der    2n  +  1  sten  Differenzen   <  .   1  ^  g' — Vo^f)  ^  5 

und  da  man  diese  Schlüsse  auf  alle  folgenden  Differenzreihen 
fortsetzen  kann,  so  können  bei  der  Interpolation  die  2n  —  1  ste  und 
a^lle  folgenden  Differenzreiben  vernachlässigt  werden.     Und  ist 

keine  der  2»ten  Differenzen  >  1 — /  o  « — ~7S 5nWi,  so  ist  keine 

1  •  I .  o  •  0 . . .  •  v^a/I — ö) 

der  2n-f  2ten  Differenzen  grösser  als  -r  135  — W^IIS)"^^  *^ 

jede  der  2n-t-2(en  Differenzen  kleiner  als   ,'  1  o  tt"   rn        i{w; 

1 . 1 .0 .  o . . . .  {-zn — 1^ 

und   da  man   diese  Schlfisse   auch   auf  die  2it-|-4te,  2n-f6te, 

2ft-|-8te....  Differenzreihe  fortsetzen  kann,  so  hat  man  nur  noch 
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die  "In  -f- 1  ate,  2»  -f  3  te,  27i  -|-  5te ....  Differenzreihe  zu  untersuchen^ 
bis  man  auf  eine  Differenzreihe  von  ungerader  Ordnung  kommt, 
welch«  die  vorher  nachgewiesene,  zur  VernacbiXssigung  dieser 
und  aller  folgenden  Differenzreihen  erforderliche  Eigenschaft  hat. 
Es  giebt  jedoch  noch  eine  Bedingung,  welche  eine  Differenzreihe 
von  gerader  Ordnung  zu  erfiillen  hat,  um  sammt  allen  folgenden 
Differenzreihen  vernachlässigt  werden  zu  können,  und  welche 
ich  in  meiner  Schrift  „über  die  sehr  grossen  und  totalen  Sonnen- 
verfinsterungen auf  der  Erde  überhaupt*'  (als  Supplement  zum  19ten 
Bande  der  Schuniacher'schen  astronomischen  Nachrichten  ge- 
druckt)   Seite    3.  und  4.    nachgewiesen    habe.      Danach    ist  das 

«*    •  ,«-..«.  .      8. 16. 24....  (8«) 

Maximum    der    2nten     Differenz,    anstatt  i   i  3  5    .  (2»— 3)  ^' 

8.16.24....  (8/i)  ,.         .,.^11.        n       . 

=  ,   Q  tg 7ö TT  w»  zu  setzen ;  dies  stimmt  mit  der  obigen  Beweis« 

I  •a.o....(in  — 1; 

^  •            -                ..in.        w^,äm             ^   8.16.24....(8n) 
Führung;  denn  w^nn keine  der2nten Differenzen  >  |  q  ^ W~^\^ 

....      j      o    .  1   *      iv«               ^2.8.16.24....(8n) 
ist,  so  ist  keine  der  2«+lsten  Differenzen  >  ,  ,  «^^ — r; Tzm, 

1.1.  «J.D....(Zll—  I) 

and  folglich  können  ausser  der  2it  ten  auch  die  2n  -f  1 9te  und  alle 
folgenden  Differenzreihen  vernachlässigt  werden.  Wir  können  also 
überhaupt    folgende    Bedingungen    aufstellen:    Wenn    keine    der 

2n—lftten  Differenzen  S2.    1  rJZ  '  * \c% öt^i   ist,   so   können 

'^        1.3. 5. ...(2n — 3) 

die  2ii— Iste,  2nte,  2it -f  Iste  ....  Differenzreihe  vernachlässigt 

trerden;  und  wenn  keine  der  27iten  Differenzen  >,   ^  k' — ^r — TT»* 

1 .3.5....(2n — 1) 

ist,  so  können  die  27ite,  2n-fl8te,  2n'|-2te....  Diflerenzreihe 
vernachlässigt  werden.  Die  specielle  Anwendung  dieses  Satzes 
auf  die  einzelnen  Differenzreihen  giebt  folgendes:  Ißt  keine  der 
ersten  Differenzen  >2iii,  so  können  alle  Differenzreihen  vernach- 
lässigt werden;  die  zum  Argument  Arg. ff -f  t (Arg. 5 — Arg.i2) 
gehörige  Function  kann  derjenigen  Function  A  gleich  gesetzt  werden, 
deren  Argument  dem  Argument  Arg.  R  -f  <(Arg.  5 — Arg.  R)  zunächst 
liegt  und  also  i  innerhalb  der  Grenzen  — i  und  -|-  i  einscbliesst. 
Ist  keine  der  2ten  Differenzen  >  8m,  so  können  die  2te,  3te,  4te.... 
Differenzreihe  vernachlässigt  werden;  man  kann  einfach  interpo- 
liren.  In  diesen  beiden  Fällen  findet  man  das  Maximum  oder  Mi- 
nimum ohne  Interpolation;  es  befindet  sich  unter  den  gegebenen 
diacreten  Functionen.  Ist  keine  der  3ten  Differenzen  >16m,  so 
kann   man    bei    der  Interpolation    sich    auf  die  Isten    und   2  ten 

128 
Differenzen  beschränken.    Ist  keine  der  4  ten  Differenzen  >-Q~m, 

so  kann  man  sich  auf  die  latea.  2  ten  und  3  ten  Differenzen  be- 
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schrSoken.  kt  keine  der  öten  Differenzen  > -^m,  so  kann  man 
sich  aaf  die  lstenbis4ten  Differenxen  beschränken.  Ist  keine  d« 
öten  Differenzen  >     ^    w,  so  kann  man  sich  auf  die  Isten  bis 


6ten   Differenzen    beschrinken.     Ist  keine    der  7ten  Differeuen 

2048 
>  ~7 — m,  so  kann  man  sich  auf  die  6  ersten  Differenzreihen  be- 

32768 
schränken.    Ist  keine  der  8ten  Differenzen  >  -Hg— m,  sokannmao 

sich  auf  die  7  ersten  Differenzreihen  beschränken.    Ist  keioe  der 
9  ten  Differenzen    >  -^  m ,  so  kann  man  sich  auf  die  8  ersten 

Differenzreihen    beschränken.      Ist   keine    der    lOten  Differeozen 

282144 
> — M^^»  ^^  kann  man  sich  auf  die  9  ersten  Differenzreiheo 

beschränken.    Ist  keine  der  Uten  Differenzen  > — ^ — m,8okaoD 

man  sich  auf  die  10  ersten  Differenzreihen  beschränken,  ü.b.w. 
Diese  BrGche 

2=2 

8=8 

16=18 

128 

-;^= 42,666.... 

256 

^=201.8 

2048 
^=409,6 

^^=  936,2286714285714 .... 

6S536 
^^=1872,4571428571428 .... 

262144 
=^^=4161.015873015873 .... 

524288 
''-^^=8322,031746031746. . . . 

a.  a.  n.  geben  die  «ncceuiven  Qaotienten: 
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a.  8«  w. 


8 
2~ 

4= 

=..? 

16 

8- 

2 

128 

3 
16  — 

8 
3- 

4 

256 

3 

128- 

:  2 

3 

■y 

vtm, 

6 
256  ~ 

12 
5- 

A 

3 

2(M8 

5 
1024- 

2 

5 

32768 

36 
2048- 

16 

•7  - 

■A 

5 

65636 

35 

32768- 

:2 

35 

262144 

63 

65636- 
36 

20 

-A 

524288 

63 
262144- 

:2 

63 


5.  3. 

Eioe  Aasoabme  von  der  Im  Anfang  de«  vorigen  Paragraphen 
aufgestellten  Regel  >  das»  die  Differenaen  deeto  Ideiner  elnd,  von 
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einer  je  höheren  Orduung  sie  sind,  bildet  der  Fall,  wo  die  Func- 
tion sich  in  der  Gegend  ihres  Maximums  oder  Minimums  befindet; 
da  hier  der  Iste  Differential-CoefBcient  s=0>  der  2te  aber  endlich  ist, 
so  sind  innerhalb  der  beiden  dem  Maximum  oder  Minimum  zunächst 
liegenden  Intervalle  die  ersten  Differenzen  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit  als  die  zweiten,  oder  wohl  gar  die  Iste  Differenz 
sehr  klein  gegen  die  2te  oder  völlig  =0,  und  erst  die  3ten 
Differenzen  kunnen  von  einer  geringfügigeren  Ordnung  sein  als  die 
ersten.  Diese  Unterscheidung  ist  wesentlich,  wenn  wir  das  dem 
Maximum  oder  Minimum  zugehörige  Argument  und  das  Maximum 
oder  Minimum  selbst  durch  convergirende  Reihen  darstellen  wolleo- 
Wir  betrachten  demnach  /i'  und  ^"  als  Grössen  der  Oten  Ordnung, 
^"^  als  eine  sehr  kleine  Grosse  der  Isten  Ordnung..  ^^^  als  eine 
sehr  kleine  Grösse  der  2ten,  J^  als  eine  sehr  kleine  Grösse  der 
3ten  Ordnung  u.  s.  w. 

Das  dem  Maximum  oder  Minimum  zugehörige  Argument  wird 
bestimmt,  indem  man  die  Gleichung  (1)  §.  2.  nach  t  differentiirt. 
Das  Differential 

dt''  ^   di     1.2+  ~8r*1.2.3*^-' 
geht  für  e=0  in 

über;  in  jedem  Gliede  dieses  Ausdrucks  lassen  sich  (weil  er  auch  so: 


^' — «r"o'  + 


2>3^4L3  6.5.4      ^8.7.6.5 

1,2^      1.2.3   '      1.2.3.4-^ 

oder  so: 


^  0»j"r  f^    Ä  «TK^T 


2.3^      5.4  7.6.5^      9.8.7.6     *  •' 

"^O      ^1.2.3      '^1.2.3.4 

geschrieben  werden  kann,  und 

4^     6A     6.5.4      7.6.5      8.7.6.5     9.8.7.6 
1.2*   1.2'    1.2.3'    1.2.3'    1.2.3.4'    1.2.3.4*    •• 

resp.  die  grössten  Binoroial •  Coefficienten  von4, 5, 6, ....  und  daher 
ganze  .Zahlen  sind)  alle  Factoren  des  Zählers  des  Coefficienten 
gegen  Factoren  des  Nenners  heben^  und  diese  Coefficienten  lassen 
sieb  daher  sämmtitch  in  Gestalt  von  Brflohen  schreibeii,  deren 
Eäbler  =:!  und  ijofen  Nenner  ganze  Zahlen  sind,  nämlich  so: 
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^       r+3Ö      liÖ" +  1»~  2772  +  12012"  •'    ^^^ 
wobei  die  Nenner  recurrireiid  nach   dem  Gesetz 
?_«)   3    30_-    5      140_„  7     MQ         9     2772_      U 

12012  13 

2772  ~    '6 

oder  noch  leichter  nach  dem  Gesetz 

6_6     30_5     140     14     630     0     2772      22      12012     13 
1""1*     6"-r    30^3'    140""2*    6:30  ■"  5  '     2772""3'"- 

berechnet  werden  können.  Findet  sich  nun  die  Formel  (5)  (nach 
•Sobstitution  der  numerischen  Werthe  für  /1\  J"',  ^^,....)=0,  so 
bat  man  das  Maximum  oder  Minimum  ohne  Interpolation  gefunden^ 
es  befindet  sich  unter  den  gegebenen  discreten  Functionen;  dagegen 
kann  man  aus  dem  etwaigen  positiven  oder  negativen  Werth  der 
tirusse  (5)  «rsehen,  ob  das  Maximum  (resp.  Miniraum)  sich  im  vor- 
hergehenden oder  im  nachfolgenden  Intervall  befindet  Da  aber 
die  in  §.  2.  gegebene  Anleitung  zur  Beurtheilung,  welche  Differenz- 
reihen jedesmal  vernachlässigt  werden  können,  den  absoluten  Werth 
Ton  i  nicht  >  i  voraussetzt,  so  wird  man,  auch  nachdem  man  schon 
bestimmt  hat,  in  welchem  Inteivall  das  Maximum  oder  Minimum 
sich  befindet,  untersuchen  müssen,  ob  der  erste  Differential-CoefB* 
cient  der  Function  bei  der  der  Mitte  dieses  Intervalls  entsprechenden 
Function  positiv  oder  negativ  sei.  Daeu  ist  in  der  angeftlhrten 
Schrift  über  Sonnenverfinsterungen  Seite  4.  Anleitung  gegeben; 
man  wird,  wenn  man  die  daselbst  aufgestellten  Formeln  vollständig 

entwickelt,  finden,  dass  der  dem  Argument — ^ — ^-—  ent- 
sprechende Differential  •  Coefficient  •= 

"^'^""2X4^^  +  2.4.Ji.6.Ö"^^"i.4.6.7.8.1ö;i2^^  +  -- 

+  6iÖ^**-"7r68^'^+  •• 
igt,  wo  die  Coefficienten  recurrirend  durcli  die  Gleichungen 

13  6 

24     1.1     640_3.3     7168      9.5 

7=3:1'  T-SHÖ'  T7=7:2i 

24  640 
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berechnet  werden  kDnnen.  Anf  diese  Art  wird  es  allemal  möglich 
sein,  2  gegebene  Werthe  Q  und  R  der  Function  so,  dass  die  in 
Bezug  auf  t  genoninienen  ersten  Differential -CoefBcieiiten  der  Func- 
tion, welche  den  Arguroeoten  — — — 5 ^ —  und  Arg.  R  ent- 
sprechen, entgegegesetzte  Zeichen  habeo,  oder  2  gegebene  Werthe 
R  und  S,  so,  dass   die  zu  Arg.i2  und  — §: — 5 ^^—  gehörige« 

Differential -Coefficieoten  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  za  be- 
stimmen, —  wodurch  von  selbst  t  innerhalb  der  Grenzen  —  \  and 

+  4  eingeschlossen  wird.    Sollte  sich  der  zu  — ^ — s —  ^^^^ 

— ^ — rt — ^~"  gehörige  Differential- Coefficient  genau  =0  finden, 

also  das  Maximum  oder  Minimum  sich  genau  in  der  Mitte  eines 
Intervalls  befinden,  so  bestimmt  man  dieses  Maximum  oder  Minimum 
selbst  am  leichtesten  vermittelst  der  in  der  angeführten  Scbrift 
Seite  3.  aufgestellten  Interpolations  -  Methode ;  hiernach  ist  das 
Maximum  oder  Minimum ,  welches  sich  in  dem  von  R  h\B  S  rei- 
chenden Intervall  befindet,  r= 

R^S     1  J^R^J^S       1.3    J^R -h J^S 
2     ""8*        2         +8.16 1, 

1.3.5      J^R  +  J^S  . 
""8.16.24'  2  +•••• 

Wir  habeo  also  nur  noch'  den  allgemeinen  Fall  zu  untersacheOf 
wo  das  dem  Maximum  oder  Minimum  zugehörige  t  weder  =— i 
noch  =0  noch  =-|-v  ist,  sondern  entneder  zwischen  —  4  "^^  ^ 
oder  zwischen  0  und  -f  4  liegt. 

Zur  Bestimmung  des  Arguments  des  Maximums  (Minimums) 
bat  man 

"sT^ +"ar-r:2+"8rr:2:3+- •=="       ^^^ 

zu  setzen;  in  diese  Gleichung  hat  man  die  aus  den  Gleichoog^ 

A'    =«, 

A"  =f«, 

A'^  =<(<•- I*)=l»—I«t 

A^  =i«*-I*)(<»— 2»)=<»^(l«+2«)<».f  I«.2*.<, 
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^f"!   =<•(<•— l«)(<*-2^=<«-(l«+2«)<4  +  l«. 2*.«*, 
^>^"  =/(«»— 1«)(<«_2»)  (<«—3»)=r—(I«  +  2«  +  3«)<» 
+  (l«.2«+l«.3«+2«.3«)<»-l».2».3«.<, 

+  (l«.2«  +  l«.3»+2*.3^<*— 1».2«.3««», 
A"   =<(<»— !«)(<«— 2«)(<«—3»)(<»—4»)=<»—(l«  +  2«+3«+4«)<»^ 
+(1».2«+ 1».  3«  + 1».  4«+ 2«.3»  +  2*.  4«  +  3«.  4*)<» 
- (1«  2«.3*+ia  2«.4Hl*.3*.4»+2«.3«.4a)<»+l"-'Ä3».4»<, 
4*'     =<•(<•-  l»)(r"— 2«)(<«— 3«K<«— 4«)=:<»«>— (I»+2«  +  3»  +  4«)<» 
+  (l«.2*+l«J«  +  l«.4*+2a.3!>+2a.4«+3«.4«)<« 
-(!»  2«.  3»+l>  2*.4H1*.  3«.  4>+2«. 3«. 4»)<«+l«  V.  3«. 4 V. 
a.  •.  w.  fliessenden  Werthe 

a«  -'' 


1.28« 


1.2.38«— 1.2~0' 
1.2. 3.4a<— 1.2.3     1.3.4*' 


1.2.3.4.58<~1.2.3.4     1.2.4.6*  "^2.3.4.6* 

dA'''  e»  l"  +  2«    „  .       1«.2«     . 


1.2.3.4.6.6a<~1.2.3.4.5     1.2.3.5.6*  ^1.3.4.6.6 
a^»'"  <«  l«+2«  +  3« 


1.2.3.4.5,6.73«— 1.2.3.4.6,6     1.2.3.4.6.7 


<• 


.  l«.2«+l«.3»  +  2«.3«^       1«.2».3» 
"•"        1.2.4.5.6.7        '^"2.3.4.6.6.7' 

84  ri JJ  _  <r  l'-f2«4-3' 

1.2.3.4.S.6.t.M<~1.2.3.4.5.6.7"~1.2.3.4.5.7.8*^ 

.  l«.2«-t-l«.3«+2».3«..  1«.2«.3«      , 

+      1.2. 3. 6.6. 7. 8     '^"^  1.3.4.6.6.7.8*' 
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1.2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 98^""  1.2. 3. 4. 5. 6. 7. 8     1.2.3.4.5.6.8.9^ 

lg2«.fl«3«-fia4»+2«3«+2g.4«+3«.4«^ 
+  1.2.3.4.6.7.8.9  ^ 

1«.  2^.3« +i«.  2^.4« +  ia.3«.4g+2«.3«.4» 
1.2.4,5.6.7.8.9  ^ 

l».2«.y.4a 
■*"2. 3.4.5. 6. 7. 8. 9' 

dA^ t^  P4.2«-|-3>+4« 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.  lOa^^l. 2. 3.4. 5. 6. 7.8. 9^1.2.3.4 5.6.7.9.10 

P.  2«+R3Hl*>4«+2^.3«+2«.4«-f  3«.4« 
^  1.2.3.4.5.7.8.9.10 

1»  2^.3» ^-l«.2«,4«fl«3«.4g  + 2^.3^.4« 
1.2.3.5.6.7.8.9.10 

1«.  2«. 3^.4« 
"*"  1 .3.4.5.6.7.8.9.10*' 

Q.  8.  H'.,  d.  i. 

dA".  _, 

-Ml— 1  _*  ..*rt 

1.2.3S<~      0  +  2*^' 

1.2.3.48«— ~12*+6*^' 
8^^        _  1       Ia.Im 

roms — SO "  8  *^  "•■  24 '^ ' 

8^^^        _1,     1^.  JLt. 
r2.3.4.6.68t— 90*~S6*^+ 120^' 

1. 2.4.4. 5.Ö.W*-~I40+24Ö*     72*^  +  720*^' 

g^F//i  17  11 

1.2.3.4. 6.6. 7. 8Ö<"-  ~ 560* +1440 '^"485** +8040^' 

8JJX i       jy_^._13  1    ^ .     '    II 

1. 2.3.4. 5.6.7.8.9Ö<—630~6048*^'*"J456*^"~I7a*^+4Ö^  ' 


1 


des  Maximums  und  MMmumt  durch  hiterpoiation.  3S1 

1.2.3.4.6.6.t.8.9.1Öa«~3lSÖ'~4S3eD*  "•'28800*      15120' 

'  ... 
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u.  8.  w.,  ZU  substituireo.  Non  ist  klar,  dassder  Gleichung  (6)  immer 
noch  ein  Genüge  geschiebt,  wenn  alle  Differenzen^',  J"»  ^'^,.... 
mit  einem  gemeinschaftlichen  (positiven  oder  negativen)  Factor  mnl- 
tipiicirt  werden,  dass  es  also  bei  der  Bestimmung  des  dem  Maxi- 
mum oder  Minimum  zugehörigen  t  nicht  auf  die  absoluten  Werthe 
der  successiven  Differenzen,  sondern  nur  auf  ihre  Verhältnisse 
ankommt.  Wir  vereinfachen  daher  unsere  Entwickelung,  wenn  wir 
einstweilen  eine  der  ersten  Differenzen  /i*,  J",  J"',,...=zl  setzen» 
Und  da  J'  In  der  Gegend  des  Maximums  (Minimums)  sehr  klein 
oder  auch  völlig  =0  ist,  so  wird  man  nicht  J',  sondern  J"=l 
ZQ  setzen  haben. 

Da,  wie  gesagt,  J'  und  J"  ip  der  Gegend  des  Maximums 
(Minimums)  von  gleicher  Ordnung  der  Kleinheit  angenommen 
werden,  so  darf  man  bei  der  Auflösung  der  Gleichung  (6)  in  der 
Isten  Annäherung  J"  eben  so  wenig  vernachlässigen  als  d';  ver- 
nachlässigt man  aber  J"\  ^f'^,....  und  setzt  man  ^^^=1,  so 
folgt  aus  der  Gleichung  (6) 

Da  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  das  Iste* Glied  =^' 
und  das  2te  =<  ist,  so  findet  man 

'-     ^        di  'OTS^    8/    •1.2.3.4"--- 

4 

Diese  Gleichong  ist  durch  allmälige  Annäherung  anfzulSsen,  wobei 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  der  Iste  Näherongsnerth 
von  t=: — J'  zu  setzen  ist.    Die  2te  Annäherung  giebt  also 

l=-^'  +  (J-r5^/'«)^«: 

BA'r         1         1 
1.2.3.4ar~12"*  ~6^    ' 

also  di*  3te  Annälierong: 
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1.2.3.4.5a<— 30     8^    +24*^    ' 
also   die  4te  Annäherung: 

+(Ä-^^'*-r2^'*)^"'^'''-Ö-s^"+Ä^'*>''- 

Es  ist  aus  dem  Gange  der  bisherigen  Entu  ickelung  zu  erniesseo, 
wie  man,  wenn  es  in  irgend  einem  Anwendnngsfalle  verlangt  wOrdei 
bei  der  Bestimmung  von  t  auch  noch  J^'^,  J^'^',,,.,  berficksichtigeo 
konnte;  in  der  Astronomie  kommt  ein  solcher  Fall  nicht  leicht  vor. 
Dass  aber  der  Werth  (7)  der  das  Maximum  oder  Minimum  bestin* 
menden  Gleichung 
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Literarischer  Bericht 


XCVIII. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik« 

Recherches  sur  l^bistoire  des  acience's  matb^ma- 
tiqaes  chez  les  orieiitaux,  d'aprös  des  traitäs  iD^dits 
arabes  et  persans.  Par  M.  F.  VVoepcke.  Paria.  1856.  8. 
Zwei  Abtbeilungeii,  die  zweite  mit  dem  besonderen 
Zasatze  auf  dem  Titel:  Analyne  et  extrait  d'un  recueil 
de  construetions  g^omätriqoes  par  Aboül  Wafä  (Ma- 
Doscrit  persan  N^.  169,  ancieu  fond»  de  la  Bibliotb^que 
imperiale). 

In  dem  ersten  Artikel  dieser  bocbt  verdienstlicben  Unter- 
sacbnngen  über  die  Gescbichte  der  Matberoatik  bei  den  Orienta- 
len»  welcher  ,»Notice  sur  des  notations  alg^briques  em- 
ploy^es  par  les  Arabes''  Oberscbrieben  ist»  giebt  Herr  Doc- 
tor  Wopcke  Nachriebt  über  die  von  ihm  gemachte  Entdeckung, 
dass  die  Araber  schon  im  Besitz  einer  sehr  vollständigen  alge- 
braiscben  Bezeichnung  oder  Symbolik  waren,  welche,  so  lange 
die  Algebra  ihren  mehr  numerischen  Charakter  beibehielt,  fast  so 
vollständig  war,  wie  sie  nnr  irgend  sein  konnte.  »»II  paraissait, 
d^apr^  cela/'  sagt  der  Herr  Verfasser,  „que  les  Arabes,  todt 
en  enrichissant  la  th^orie  de  l'alg^bre  de  d^couvertes  originales 
et  importantes,  comnie  lest,  par  exemple,  la  construction  g^om^ 
triqae  des  ^quations  du  3«  degre,  ^taient  restäs  oa  redescendus, 
par  rapport  k  la  forme,  au*dessus  de  leurs  devanci^rs.*' 

„Je  pense  donc  que  la  deeouverte  qae  Je  viens  de  (alre  de 
reabtence  d'oQe  notaHou   algöbrique   trös   d^vellopp^  chez  km 
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Arabes  de  rbccideiit»  peut  offrir  un  certain  int^r^t  poar  rUttoire 
des  flciences. " 

9,Cette  notation  est  presque  aussi  complete  qu'elle  poavait 
r^tre»  tant  que  l'alg^bre  elle-rn^me  restait  iiuni^rique.  Car,  jene 
hate  de  le  dire»  quelque  honiieur  que  rinvention  de  celte  nota- 
tion puisse  faire  aux  g^om^tres  arabes,  eile  ne  diminae  en  rieo 
la  gioire  de  Viete,  dont  l^inimense  et  incontestable  m^rite  con- 
siäte  k  avoir  introduit  la  notation  litt^rale  pour  les  qaantites  con- 
noes  dans  le  caicul  alg^brique,  et  ä  avoir,  le  premier,  en  expri- 
nant  en  m^me  temps  les  Operations  algöbriques  par  des  sigoes, 
figurö  des  calcols  virtuels  avec  des  lettres,  tandis  qof 
jusque-lä  on  n*avait  su  qu'exöcuter  des  caleuls  röels  sur  des  non- 
bres»  en  un  mot»  k  avoir  changö  la  face  de  la  science  m^m«»  et 
jet^  les  bases  de  l'analyse  moderne,  en  renipla^ant  l'alg^bre  no* 
mörique,  que  nous  trouvons  chez  les  Grecs»  les  Indifna,  les 
Arabes  et  chez  les  Occidentaux  avant  Vi^te,  par  le  calcal  dei 
symboUs.*" 

U^rr  Dr.  Wupcke  hat  in  diesen  Worten  das  Verhältniss  der 
von  den  Arabern  in  der  numerischen  Algebra  —  um  ons  di^ 
ses  Ausdrucks  zu  bedienen  —  gebrauchten  Zeichen  zu  den  voD- 
kommeneren  Zeichen  der  literalen  Algebra  sehr  richt'^  io 
Allgemeinen  festgestellt,  und  charakterisirt  nun  in  dem  ObrigeD 
Theilc  seiner  verdienstlichen  Schrift  die  Symbolik  der  Araber  io 
sehr  interessanter  Weise  mit  grosser  Genauigkeit,  was  41d8  die 
Pflicht  auferlegt ,  allen  Lesern  des  Archivs  diese  Schrift  sn  b^ 
sonderer  Beachtung  zu  empfehlen. 

Seine  buchst  verdienstlichen  Untersuchungen  6her  die  G^ 
schichte  der  Mathematik  bei  den  Orientalen  hat  aber  Herr  Doctor 
Wöpcke  neuerlich  auch  auf  die  Perser  ausgedehnt,  und  tbeilt 
uns  eine  Frucht  dieser  Untersuchungen  in  der  zweiten  Abtbeüong 
der  vorliegenden  Schrift  mit.  „Le  texte",  sagt  der  Herr  Ver- 
fasser, „qui  a  servi  de  base  au  präsent  travail,  et  dont  oo  troure 
one  analyse  dans  les  feuilles  suivantes,  est  la  traduction,  en  p^' 
san,  d*un  texte  arabe  primitif.  Celui-ci  ne  parait  pas  avoir  ^K 
^crit  par  Aboill  Wafll  lui-m^me,  mais  il  contenait,  ainsi  q><^ 
Tetablira  plus  loin,  des  le^ons  du  cöl^bre  göometre  de  Bagb^^* 
recueillies  par  un  de  ses  dlsciples.  11  se  peut  que  la  traduction  p^ 
sane  n'ait  ^t^  faite  que  sur  on  abr^g^  de  la  r^daction  de  ca  dii* 
ciple.  Bien  que  les  th^ories  exposöes  par  Abodl  WaA  devast 
9%B  aoditeurs  n'aient  pu  passer  par  ces  rödactions,  abr^viatioM 
•t  tradoctiens  suceessives  sans  4tre  sensiblement  alt^rM»  " 
r«sle  encore  sofüsamment  de  la  oonception  pr^mi^re,  et  le  ^^ 
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teoQ  m^me  da  trait^  offre  assez  d*int^r^t«  pour  que  le  texte  doiit 
il  s'agit  iii*ait  paru  munter  uii  examen  d^taill^/' 

fifan  mass  in  der  That  erstaunen  Ober  die  Menge  sebSner 
Constnictionen>  vrelche  sich  in  der,  in  den  vorhergehenden  Wor- 
ten des  Herrn  Verfassers  im  Allgemeinen  charakterisirten  Schrift 
eines  so  alten  Autors  finden.  VorjBffglicb  aber  sind  es  drei  Arted 
voo  Problemen»  welche  besonders  hervorgehoben  werden  mflssen: 

P.  Die  Constrnction  verschiedener  geometrischer 
Probleme  bloss  mittelst  des  Lineals  nnd  einer  einzi- 
gen gegebenen  Oeffnung  des  Zirkels.  Diese  Censtructto« 
nen  jenes  atten  Autors  erinnern  lebhaft  t.  B.  an  Mascberoni's 
Gtfom^trie  du  compas,  worin  bekanntlich  mit  vielem  Ohick 
der  Versuch  gemacht  Ist,  die  geometrischen  Constructiowen,  mit 
Beseitigung  «les  Lineals,  bloss  mittelst  des  Zirkels  ausztf fuhren, 
and  an  ähnliche  Bemühungen  verschiedener  nelrer  Geemeter.  Dem 
Gedanken  aber  unser»  alten  Autors,  die  geometrischen  Constrifc« 
Honen  Uoss  mittefst  des  Lineals  und  einer  einzigen  g^j^benen 
Oeffnung  deei  Zirkels  auszuföhren,  gebührt  jedenfalls  eine  beson- 
dere OriginalitSf,  nnd  wir  m<>ehten  wohl  wünschen,  dass  derselbe 
aocb  jetzt  noch  werter  verfolgt  wQrde. 

2^.  Die  vollständige  und  sinnreiche  Auflösung  der  Aufgabe: 
Ein  Quadrat  in  eine  gegebene  Anzahl  anderer  Quadrate  zn  thei- 
ien  oder  aus  einer  gegebenen  Anzahl  anderer  Quadrate  zusam- 
meninsetzen ,  ohne  sich  dabei  des  pythagorischen  Theorems  za 
Mienen,  bloss  durch  Verfahrungsarten  der  Juxtapo- 
sition. 

3^«  Die  Conslmction  der  reguMiren  wid  ekiiger  balbregUlären 
Polyedet  naeb  einer  von  den  Methoden  des  Eluclides  Und  Pap- 
pas  ganz  verschiedenen  Methode. 

Ausser  diesen  drei  Klassen  von  Aufgaben  findet  Irtan  aber 
in  dieser  Sehrift  noch  verschiedene  andere  merkwürdige  und  sinn- 
reicbe  Aufgaben  und  Constrnction en,  von  denen  wir  hter  nur  die 
Duplica<ion  des  Wiirfelif  und  die  Trisection  dies  Winkels  erwäh- 
net» wollen ,  zwei  Probleme,  die  ja  überhaupt  in  der  antiken  Geo« 
iMlrie  eine  so  grosse  Rolle  spielen. 

Wir  glauben,  hiermit  genug  Ober  diese  interessante  Schrift 
gesagt  zu  haben,  um  unsere  Leser  zu  veranlassen,  derselben  ihre 
Beachtung  in  so  reichem  Masse  zu  widmen ,  als  dieselbe  in  hohem 
Grade  verdient. 
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Arithmetik. 

Bemerknogen  zur  Zahlenlehra.  Einige  allgemeine 
Eigenschaften  der  Theilbarlceit  der  Zahlen  in  Bezog 
auf  was  immer  fOr  ein  Zahlensystem,  entwickelt  foo 
Johann  Rogner.  (Aus  dem  Jahresberichte  der  st  it 
Ober-Realschule  in  Gratz  für  das  Studienjahr  1854-55 
besonders  abgedruckt.)    Grats.  1855.    4. 

Dieses  lesenswerthe  Programm  enthilt  33  Sätze  fiber  die  Tbeil- 
barkeit  der  Zahlen,  für  jedes  beliebige  Zahlensystem.  Dieses  be- 
sondern  Sätzen  schickt  nach  einigen  Vorbemerkungen  der  Btn 
Verfasser  In  zweckmässiger  Weise  die  allgemeinen  Sitie,  uf 
welche  dieselben  sich  gründen,  voraus,  und  drückt  daoDJe^ 
Sati  mit  Hülfe  des  bekannten  Sunimenzeichens  syroboliscli  ood 
ausserdem  auch  noch  in  Worten  aus,  indem  er  zugleich  eine  lU- 
gemeine,  aber  nur  kurze  Erläuterung  der  Gründe  des  Satzes  ^^ 
ftigt.  Zuletzt  wendet  er  noch  alle  33  Sätze  auf  das  decadicdic 
Zahlensystem  an,  und  erläutert  einen  jeden  durch  ein  Beispiel 
Wir  empfehlen  dieses  Programm  den  Lehrern  der  Matbemtik 
zur  Beachtung;  aber  auch  vorgerücktere  Schüler  werden  dsMelbe 
zu  ihrer  Uebung  in  allgemeineren  arithmetischen  Betrachtimgen. 
namentlich  auch  um  die  allgemeinere  Theorie  der  Zablensysten« 
und  den  Gebrauch  allgemeinerer  arithmetischer  Bezeicbnungeo 
kennen  zu  lernen,   mit  besonderem  Nutzen  lesen. 

Transformation  und  Ausmittelung  bestimmter  In* 
tegrale,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  grossere  Werihe 
der  Gränzen  und  implicirten  Constanten.  Von  Dodor 
P.  Uelmling,  Privatdocenten  zu  Dorpat.  Mitav  m«! 
Leipzig  (Reyher).    1854.    4. 

Der  Herr  Verfasser  sagt  in  der  Vorrede :  „  Wer  öfter  io  dei 
Fall  gekommen,  ein  bestimmtes  Integral  vermittelst  der  seebi* 
nischen  Quadratur  zu  berechnen,  wird  mir  gewiss  darin  beifti** 
men,  dn.^s,  abgesehen  von  der  ermüdenden  Weitläufigkeit,  S\t 
Resultate  selten  mit  der  Schärfe  und  Genauigkeit  erbalten  w(^ 
den,  die  jenen  Anstrengungen  entsprechen,  wenn  man  nicht  o*' 
sehr  beträchtliche  Anzahl  von  Coordinaten  zu  Hülfe  nehraeo  vilf* 
Als  ein  solches  Beispiel  mag  es  gestattet  sein,  hier  das  ht«P^ 

lÖff  +  ar« 


/ 


«I 


anzuführen.     Auf  directem  Wege,   mit  einer  Fehlergrioze  von  «•" 
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gefäbr   r^ — jg  (also  6  richtige  Decimalen),    wurde  dasselbe   ge- 

fanden  :s  0,01024246»  während  die  mechanische  Quadratur   nach 
Gao8S  mit  Auswahl  der  Coordinaten   bei  zehn   Abscissen   das 
selbe  =0,03916290  ergab,  also  mehr  als  das  Dreifache  des  wah- 
ren Werths.    So  wurde  femer  das  Integral  /     e^dx  durch  me* 

o 

clianische  Quadratur  mit  gieiehwelt  abstehenden  Ordlnaten  bei 
zehn  Abscissen  gefunden  =1606,8  durch  die  O aus s' sehe«  mit 
Answahl  der  Coordinaten,  =1542,3  bei  fOnf  Abscissen,  während 
der  genauere  Werth  desselben  1444,545116  beträgt.''  —  Das  sind 
freilich  sehr  eclatante  Beispiele,  die  keineswegs  zu  Gunsten  der 
Methode  der  mechanischen  Quadratur  sprechen!  Eben  so  con- 
▼ergiren  die  zur  Ermittelung  der  WertKe  bestimmter  Integrale  ge- 
Rhenen  unendlichen  Reihen  oft  so  langsam ,  dass  die  Geduld  des 
Rechners  bei  ihrer  Anwendung  nothwendig  sehr  bald  ermüden 
muss,  und  eine  Menge  in  dieser  Richtung  angestellte  Untersuchung 
gen  sind,  bei  scheinbarer  Eleganz  ihrer  Resultate,  ziemlich  werth- 
los.  ja  ofl  geradezu  falsch,  weil  ihre  Urheber,  zu  wenig  vertraut 
mit  den  Fortschritten  der  neueren  strengeren  Analysis,  die 
Kriterien  und  Cautelen  nicht  gehörig  anwandten  und  anzuwenden 
verstanden,  deren  Anwendung  bei  solchen  Untersuchungen  erfor- 
derlich ist,  wenn  dieselben,  wie  dies  leider  immer  nnr  noch  zu 
od  der  Fall  ist,  nicht  in  ein  blosses  Spiel  mit  Symbolen  ausarten 
sollen,  und,  um  es  geradezu  herauszusagen,  eigentliche  GrOssen- 
bestimmungen  gar  nicht  liefern,  die  doch  allein  Ziel  und  Zweck 
jeder  mathematischen  Untersuchung  sein  können,  die  es  nicht, 
nie  in  gewissen  Theilen  der  Geometrie,  bloss  mit  der  Xiage 
so  tbun  hat.  Das  Unternehmen  des  Herrn  Verfassers  der  vorlle- 
geaden  Schrift:  „die  Ermittelung  bestimmter  Integrale,  so  viel 
wie  möglich,  von  den  genannten  mfihseligen  und  oft  unzureichen- 
den*' —  fvir  setzen  hinzu,  oft  geradezu  Innere  Widersprflche 
enthaltenden  und  daher  falschen  —  „Methoden  unabhängig  tu 
machen f  oder  doch  wenigstens  die  mechanische  Quadratur  auf  das 
l^eringste  Maass  zu  bescbrfinken'S  kann  daher  nur  als  ein  sehr 
▼erdienstliches,  die  Wissenschaft  förderndes  bezeichnet  werden, 
ond  wird  insbesondere  von  uns  als  ein  solches  freudigst  anerkannt. 
Wenn  der  Herr  Verfksser  selbst  von  seiner  Schrift  In  sehr  be- 
scheidener Weise  sagt,  „dass  dieselbe  das  Gepräge  einer  Aof- 
gabensaramlni^  an  sich  trage  ^S  so  ist  dies  nicht  seine  Schuld, 
•endem  liegt  in  der  Natur  der  Wissenschaft,  der  seine  Schrift 
gewidmet  iet,  die  sich  schwerlich  jemals  als  ein  abgerundetes,  in 
wAch  selbst  vollendetes  System  darstellen  lassen  wird.  Der  eigent- 
liche liihaH  der  Schrift  Ist  zu  reichhaltig  und  zu  mannigfaltig,  als 
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da88  wir  hier  auf  denselben  nfther  einzugehen  vermochten,  geb«i 
aber  dem  Leser  die  Versicherung,  dass  der  Herr  Verfasser  Obe^ 
all  Strenge  und  Elegans  der  Darstellung  mit  einander  vereinigt 
hat,  und  sich  überall  als  ein  Mann  documentirt,  der  mit  den  Fort- 
schritten und  Anforderungen  der  neueren  strengeren  Analysis  voll- 
kommen vertraut  ist,  und,  diesen  Anforderungen  huldigend,  fibertU 
leeres  Zeichenspiel  als  der  Wissenschaft  unwürdig  verschm&kt, 
und  sitln  Augenmerk  nur  auf  scharfe  Ermittelung  der  Wertbe  der 
vorliegenden  Grössenformen  richtet,  was  nur  alleio  der  Wisson- 
aebaft  frommen  kann  und  derselben  würdig  ist  Jeder  wird  au 
dieser  SchHft,  auch  der  Mannigfaltigkeit  der  angewandten  Metbo* 
den  wegen,  vielfache  Belehrung  schöpfen «  und  wir  betracbtoi 
dieselbe  als  eine  in  jeder  Beziehung  sehr  wertbvoUe  ErscbeioiiBg 
anf  dem  Gebiete  der  Integralrechnung,  ein  Urtheil,  was  wir  aiicb 
schon  über  seine  im  Jahre  1851  erschienene,  demselben  Gegeo« 
Stande  gewidmet eakademische  Probeschrift  im  I^ter.  Ber.  Nr.  LXXU. 
S.  910.  aussprechen  zu  können  die  Freude  gehabt  haben«  Keiii 
Mathematiker  darf  diese  ausgezeichnete  Schrift  unbeachtet  lassen. 


Geometrie. 

ZVeihuudert  neue  Lehrsätze  der  Geometrie,  mm 
Gebrauche  für  Lehrer  und  Lernende  an  Gymnasien, 
Real-  und  Geweib8chulen,  von  W.  Berkhan,  Oberleh- 
rer am  Herzoglichen  Gyninasio  zu  Blankenburg.  Mit 
8  lithograpbirten  Fignrentafeln.  Eisleben.  (Reichardt) 
1854.    8. 

in  bescheidener  Welse  sagt  der  Herr  Verfasser:  „Neu  nesit 
^^  Verfasser  diese  Sfitze,  insofern  dieseiien  in  den  Scbriflea 
der  Alten,  namentlich  im  EukKd,  nicht  angetroffen  werden,  os^i 
obgleich  dabei  die  Literatur  der  neueren  Geometrie  benutzt  iit» 
so  hofft  er  doch,  durch  einen  nicht  uobedeetenden  Tbeil  von  ib0 
selbst  erfundener  Sätze,  so  wie  auch  durch  andere  kurze  Be* 
weise  zur  Beförderung  des  geometrischen  Studlume  beieutrage^^ 
Ofc  und  in  wie  fem  die  deni  Lehrer  und  Schiler  hier  gebolese* 
Sfttze  alie  neu  sind,  können  wir  so  wenig  sage»  and  auf  der 
Staue  entscheide»,  als  irgend  ein  anderer  Mathematiker;  deit 
wer  will  sieh  vermessen,  ven  sich  an  sagen,  das»  er  das  gsüt 
ungohewie  Material  der  Creoaietrie  kenne  fl  Dass  jedodi  Vielei  ia 
dieser  Sebfift  aeu  ist,  wen»  auch  allerdings  manche  Sfitze  mff  ^ 
Umkehmagen  bereits   bekaanler  Sitze  avftreten^,  litooeii  wir  vi^ 


i 
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«khtrn.  Damaf  aber»  ob  Alles  neu  sei ,  kommt  es  In  der  Tb*t 
bei  einer  solchen  Schrift ,  die  sich  zngleieb  ab  ein  Uebungstiueb 
fBr  AnNinger»  wohl  vorzagsweise"  snm  eigenen  Studiom,  ankönr 
digt,  anch  gar  nicht  ao;  weit  mehr  auf  Einfachheit  und  Strenge  der 
Darstellung  und  der  Beweise.  In  diesen  Beziehungen  kunnen  wir 
aber  die  Schrift  unbedingt  empfehlen»  und  wünschen  sehr,  dass 
sie  von  Lehrern  und  Schdiern  nicht  unbeachtet  bleibe«  wobei  wir 
»och  besonders  hervorheben,  dass  sie  einen,  bei  solchen  Schrif- 
ten nur  aliein  zweckm^sigen  Mittelweg  zwischen  der  älteren  und 
neoeren  Darstellungswelse  einschläi^t,  ja,  in  von  uns  vollkommen 
gebilligter  Weise»  sich  selbst  mehr  der  ersteren  nfihert.  Auch 
kommen  keine,  den  Gesichtskreis  des  Anfangers  nur  verwirrende 
and  verdunkelnde  coropllcirte  und  mit  einer  Masse  von  Geraden 
«od  Kreisen  öberfällte  Constructionen  vor»  sondern  Alles  ist»  wie 
gesagt,  einfach  gehalten  und  den  KrSften  einigermassen  begabter 
Schiller  vollkommen  entsprechend  und  angemessen»  weshalb  wir 
nochmals  auf  dieses  zweckmSssige  BOchlein  aufmerksam  machen. 

Analytisch-geometrische  Untersuchungen  über  all- 
gemeine Verwandtschafts- Verhfiltnisse  von  Coordl- 
naten-Systemeri.  Von  J.  G.  H.  Swellengrebel»  Litt  et 
Phil.  Dr.  Mit  einer  lithographirten  Tafel.  Bonn.  (Mar- 
cus.)   1855.    4. 

Der  Verfasser  dieser  Schriflt»  dessen  letztes»  bei  seinen  Leb- 
seiten herausgegebenes  Werk  im  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXll.  S.  1. 
angezeigt  wurde»  ist  leider  der  Wissenschaft  schon  in  dem  Alter 
von  33  Jahren  durch  den  Tod  entrissen  worden.  —  Dr.  Jan  Ge- 
rard Hendrik  Swellengrebel  wurde  am  30.  M§rz  1821  in 
einer  alten  patricischen»  wohlhabenden  Familie  zu  Utrecht  ge- 
boren und  starb  nach  schweren  körperlichen  Leiden,  nachdem  er 
«est  noch»  und  zwar  mit  Glück»  eine  grässliche  Operation  über- 
standen hatte»  nach  kurzem  Todeskampfe  am  12.  Mal  1854.  Friede 
seiner  Asche  1  —  Einen  interessanten  Lebensabriss  dieses  jungen 
bombten  Mathematikers»  den  wir  vielleicht  noch  den  Lesern  des 
Arebivs  mltzotbellen  Raum  finden  werden»  hat  sein  fVüberer  Er- 
zieher» Herr  J.  Klein  in  Bonn,  dem  Werke,  von  dem  wir  hier 
einen  kurzen  Bericht  zu  erstatten  beabsichtigen»  vorangestellt. 
Daonelbe  betrift  die  geometrischen  Verwandtschaften»  von  denen 
man  bisher  bekanntlich  hauptsächlich  nur  die  Vennandtschaflen 
der  ColHneation  mid  Recipmcität,  von  ^enen  die  AfßnttXt,  Aehn- 
llchkeit,  Congruenz  besondere  Fälle  sind,  untersucht  hat.  In  einer 
vÖlKg  selbststlindigen  und  ganz  eigen thüni liehen  Weise»  bei  der 
sogleich  eine  grosse  Allgemeinheit  der  Betrachtung  und  Unter- 
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snchung  erstrebt  worden  ist,  bat  unser,  der  Wissenschaft  leider 
60  frQb  entrissene  Verfasser  anf  analytisch-geometriscbem  Wege 
die  Lehre  Ton  den  geometrischen  Yerwandtscbaften  einer  neoeo 
Untersuchung  unterworfen  und  diesen  Gegenstand  in  mehrfacher 
Beziehung  weiter  als  seine  Vorgänger  verfolgt  und  geführt  Eben 
aber,  weil  der  Verfasser  Gberall  einen  ganz  eigenthChnlicben  Weg 
geht,  ist  es  sehr  schwer,  ohne  Weitläu6gkeit  auch  nur  einen  allge- 
meinen Begriff  von  seiner  Methode  su  geben,  was  daher  in  diesen  Lite- 
rarischen Berichten  ihrer  Natur  nach  nicht  erwartet  werden  kann. 
Dass  aber  die  Leser,  welche  an  sehr  allgemein  gehaltenen  analytisch- 
geometrischen Untersuchungen  Interesse  und  Freude  finden ,  durch 
dieses  Werk  sich  vielfach  angeregt  finden  werden,  kOnnen  wir  tct- 
sichern,  und  empfehlen  dasselbe  daher  recht  sehr  zur  Beachtung,  In* 
dem  wir  uns  hier  damit  begnügen  müssen,  nur  noch  in  aller  Kürze  die 
Ueberscbrif^eo  seiner  Hauptabschnitte  anzugeben:  1.  Allgemei- 
nes über  die  Verwandtschaften.  —  II.  Stand-Elemente 
und  Stand  -  Ketten.  —  111.  Nähere  Untersuchung  de? 
Affinität.  —  IV.  Die  Tangential- Affinität  —  V.  Corven 
mit  constanter  Uroformungs-Stärke  ihrer  unmittelba- 
ren Umgebung. 


Astronomie. 

Sternbedeckungen  und  Mondsterne,  beobachtet  anf 
der  k.  k.  Sternwarte  in  Krakau,  herausgegeben  von 
Dr.  Max  Weisse,  Director  derselben  Sternwarte.  Kra- 
kau (Universitäts-Buchdruckerei).    1855. 

Von  der  aus  den  astronomischen  Nachrichten  und  anderen 
Journalen  längst  bekannten  rühmlichen  Thätigkeit  der  Sternwart» 
zu  Krakau  legen  diese  von  ihrem  schon  so  vielfach  um  die  Astro- 
nomie verdienten  Director  so  eben  publicirten  Beobachtungen  eis 
neues,  sehr  erfreuliches  Zeugniss  ab.  Dieselben  betreffen,  wie 
schon  der  Titel  besagt,  die  Sternbedeckungen  und  Mondsteme» 
und  reichen,  ein  überaus  reiches  Material  in  beiden  Beziehungea 
darbietend,  für  die  ersteren  vom  Jahre  1825  bis  zum  Jahre  1854, 
fBr  die  letzteren,  nämlich  die  besonders  reich  ausgestatteten  Mond* 
Sterns- Beobachtungen  vom  Jahre  1829  bis  sum  Jahre  1854  MSgt 
der  Herr  Herausgeber  noch  häufig  Gelegenheit  su  ähnlichen,  so 
sehr  verdienstlichen  Publicationen  finden! 
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Geoffge  thae,  erkellt  folgendermaassen : 

0.  8.  w.,  also 

+  (g^^^— •.)*'+  (^-^^— •••)<*  +  •  •  •  =0. 

NoDmehr  hat  man  in  der  Gleichung  (7)  jede  der  Differenzen 
d\  ^^,  ^^^,  d^y...,  durch  z/"  zu  dividiren,  um  diese  Gleichung 
(th*  den  Fall  brauchbar  zu  machen,  wo  ^"  nicht  =1  gesetzt  wird. 
Dadurch  wird 

'*'V72""24^^     12^*V   ^"^    "V30'"8^"«  +  24^''Vz^''+- 

Diesen  Werth  hat  man,  um  das  Maximum  oder  Minimum 
selbst  zu  bestimmen,  statt  t  in  die  Formel  (1)  §.2.  zu  setzen; 
man   ecbält: 

TheU  XXV.  17 
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f\        A*^        6A^\A^      /J_        A"*  A'^  \A'"A^9^ 

""  V30  "^  8^"«  +  24z/"  V  ^" ' 

1.2""  2^^'^«     V  ö^"  ""  2^"  V  A''  +  1,72      4^"«  +  &i"V  -^"* 

■'"  V  12z/"«      6^:/"V  -^^       \24z/"      12^/'"  "*"  8z/'" V  -^^ 

V36z/"~9z/"ay    zf"«    ■''V30Z/"     8z/"»  "*■  24z/''V^ ' 
1 z/^      /  1        z/^  \A"*  .  (  A'         A'^  \z/"^ 

—  /"  ^'    _     z/'»  \z/^^, 
V36z/"      18z/"»y2F"*' 

2^     2""     2"*^  6z/"«     V6z/"""2z/"V^+l^72""4^"*"83^y^^^ 

/  z/^        ^^4v^/r 
;  Vl2z/"«  '^6Ä^*J  'a^  ' 

z<"^    _  A*  _  A'^       /i^       z/^         z/'4\z/"' 
1.2.3""6z/"""6z/">     V36""6^"''  U^Ja^ 

(A'       _£1  .  3£*  Nz/"*«     /_^       5zf'»         z^'* 
i-  A^^J^—     (  ^*  z/^»   \  z/"' 

12*^  12z^"«""  V382r  ""T^^/  :^ ' 

z<^^     __     z/^     .      z/^*         /  z^'  5z/^g  4^'fi   Vz/'" 

1.2.3.4"'      2lS^'*^^Ia^+V72^'"725^  +  T23^ 

1  zf'« 

A^  A'  A'^  z/'» 

folglich  Formel  (1)  gleich 


A'r 


des  MaxHmms  und  MMmums  durch  fnierpolaHon.  965 

■■'  V72^"      72^"»  ^  12^"V     z/" 


§.  4. 

Die  Ausdrücke  (8)  uad  (9)  des  Yorigeo  Paragraphen  sind  noch 
so  einzurichten»  dass  sie  sich  bequem  vermittelst  Additions-  nnd 
Sobtraetions- Logarithmen  berechnen  lassen.    Man  mache 


,      2zf« 
^'^^12 "W* ' 

^^-3(r^'^4^^^"3^^^' 

^^,       Z/'Z^^^        2^''^-  z/'«  , 

z^(3,=:z/' 42F~"T"^*""42^' 

SO  geht  die  Gleichung  (8)  in 

l_ _  , 

•■d  die  Gleichung  (9)  in 

Maximum  ss 

^     A*"  A^^  ^    iJ'*  ,    aj'«       /z/'^X*       SJ*^  A*A'" 

„   ^V<^>-Or,-igKl-^)(l-^)-K(-g-)  (»-^)'(l-0 
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über.     Die  äamere  Form  der  Rechnung  wird  an  einigen  Beispiden 
klar  werden,  worin  keine  aufzuschreibende  Ziffer  ausgelassen  ist. 

besetzt»  man  wolle  den  Augenblick  der  nördlichsten  Abwei- 
chung des  Mondes  im  März  1855  und  diese  nordlichste  Abweichung 
selbst  finden,  so  giebt  das  Enc keusche  Jahrbuch: 


Mittlere 
Berliner    Zeit. 


März   23.12* 

24.  0 
12 

25.  0 
12 

26.  0 
12 


DccI.  })=^ 


+  25o.25'.43",4 

+  59'.20",2 
+  26.25.  3,6  -20'.3",0 

+  39.17,2  -3",2 

+  27.  4.20,8  —20.  6,2  +IW 

+  19.11,0  +13,1 

+  27.23.31,8  —19.53,1  +16,3 

-  0.42,1  +29,3 

+  27  .22  .49,7  — 19 .23,8  +13^ 

—20.  5,9  +42,9 

+  27.  2.43,8  —18.40,9 

-38.46,8 
+  26  .23.57,0 


Hier  liegt  der  grusste  Einfluss  der  4ten  Differenz  16^,3  aof  die 
Interpolation ,   nämlich  j^ .  16",3=0",38203125,  innerhalb  derCren- 

zen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler;  die4ten,  5ten,  Cten.... 
Differenzen  können  daher  vernachlässigt  werden.  Für  den  Mittag  des 
25.  März  ist,  wenn  man  einen  halben  Tag  als  Einheit  der  Zeit  i  anniiDiDt, 

a«     19MV',0-0'.42M     ll3M+29",3        ^.^       _ 

g^= -^ ' g-  -^-^ ^=+9'.IO",91666....;för 

März  25.6*  aber  ist  g^=—0'.42M—,-i.29",3,  also  negativ.  Folg 

lieh    liegt  das  Maximum  der  Abweichung  zwischen  0  und  6* 
25.  März.    Man  hat  also  A=:+27o.23'.31 ',8  zu  setzen. 


^'aber 

=  +  554",45 

/l" 

=  -llö3",l 

A'" 

=+     2I",2 

IJ»' 

=+3",53333.... 

\g.J"  =3,07668» 
\g.J'    =2,74386 

•g.^  =0,33282, 
Ig.  15    =1,17609 
Ig,  ^=0,66664 


Ig.  5 


Ig- 


16^ 

J"* 

A"' 


=0.61045 


=0,24716 


'R-  12 
,g.(^^_l>=ft*01l 
\g.A'  \   =2,74386 

Ig.  (//,  -A')    =o;iW 


des  Maxitnums  und  Miidmutns  durch  MerpoiaUon, 


957 


ig.  (^^^=6,15336 
Ig.  J,  =2,74694 
Ig.z^"'    =1,32634 


Ig- 


\t»i 


6 


=0,54818 


*g(*+^j;a-)  =0,00360 


Ig. 


1 


1~ 


=0,40329 

=2,74386 
=0,09849 


Ig.  (-^'-z^,,)  =2.74288 
Ig.^'  =1,99750, 


Ig.  (120       =0,74538 
12/= +5^,563875, 


aUo  Maximam  der  Abweichung  März  25.5A.33'.49",95.  Vernacb- 
Ulssigt  man   ausser  A^^  und  A^'  auch  A*"^  und  A"*^,  so  föllt  die 

A  A"* 

Addition  voo   Ig.  (1 +--~ä-)  =  0,00360  weg,  und  man  erhält  lg.-^,„ 

=0,09489,  also  Ig.  (^'^^,J  =2,74289,  also  Ig.  (120  =0,74639,  also 
I2#=5Ä,5^0,  also  Maximum  der  Abweichung  März 25. 5*. 33'. 50M, 
%'oo  dem  vorher  gefundenen  ganz  unmerklich  verschieden. 


ZA' 
Ig.  {ZA') 


ig- 


=+ 1663",35 
=3,22098 

=0.10565 
=  1,3-2634 


ZA' 


■^(3)(1— 2^^) 


^;5- =2,000-29 


Ig.  ^'    =0 .  33-282„ 

Ig.  J"    =3 .  07668« 
\^.A'"    =1.32634 

lg.^,=2. 08316 


'«•-36 

.      A'A'" 


•g 


(l-^> 


J"2 
lg.(^f'^(*)) 


=1,09636 


=0,00357 


=0,90658 


=5,48336 


lg.(2(Max.-  Ä)^'0=^48336« 
Ig.  (2A")  =3,37771, 

Ig.  (Max.  — Ä)       =2,10565 
Ä=+27o.23'.31",8 
Max— Ä=+  2.7,5 

Maximum  =+27.25.39,3. 


Ig.(^(l-^)*(1+^))=0,19335 


Man  sieht,  dass  hier  die  mit  z/'">  und  A'''^  multiplicirten  Glieder 
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gar  kelneD  merklichen  Einflues  auf  die  Bestimronn^  des  Mazlmoms 
habeo.    Zur  Controlle  kOmien  wir  för  März  25. 5\ 563875  interpo- 

5,563875  14837    .  ^       , 

iiren,  für  welchen  Augeoblick  <=+ — j^ —  ^  "*'325ÖÜ 

die  Formel  (I)S.2.  in 

-A.97o^"iV'H^^*^f'^^"^     14837 /1193V       Li«??  21^2\\ 

=:  +  27o.25'.39",3 
übergeht 

Wir  wollen  ein  anderes  Beispiel  berechnen,  worin   auch  die 
4ton  und  5ten  Differenzen  tn  berücksichtigen  sind. 

Fugctlop. 

—0^71 

—0,2239 
-0,4810  40,0145 

—0,2094  +0,0932 

—0,6904  +0,1077  -0,0834 

—0,1017  +0,0098  +0,0402 

—0,7921  +0,1175  —0,0432  -0^10» 

+0,0158  —0,0334  +0,0300 

—0,7763  +0,0841  —0,0132 

+0,0999  —0,0466 

—0,6764  +  0,0375 

+  0,1374 
-0,5390 

Wir  setMD  voraus,  dass  iii  den  gegebenen  numerischen  WOTthee 
der  Function  die  Zehntaosendtheile  zuverlässig  und  daher  beibe- 
halten, die  Uunderttausendtheile  aber  vernachlfissigt  sind.  Dann 
kSnnen  die  fllnften  Differenzen   nicht  vernachlässigt  werden,  «reil 

Jg.0,0300=0,0003515625,  also  > 0,00005  ist.    Dagegen  kann  die 

6te  Differenz  unbeachtet  bleiben,  weil  j^. 0,0102=0,0000496046875, 

also  < 0*00005.  Der  Function  -0,7921  gebort  der  Iste  Differen 
tial-Coefficlent 

-0,1017-1^0,0158     1  0,0098—0,0334      1    0,0402-1^0,0300 
5         :        g 2  +3D  2 

=  -0,04039.... 

zu,  der  Mitte  des  nachfolgenden  Intervalls  aber 


de$  Maximums  und  Miniums  durcJk  imerpoiaHon, 


2B9 


00334 
+0,0158  +  ^!^ +  3 

folglich  liegt  das  Maximum  zwischen  — 
folgendeD  lotervalls.    Man  hat  also  R= 
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0,7921  und  der  Mitte  des 
—0,7921  zu  setzen, 
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Ueber  die  Bestimmung  der  Directrixen  *) ,  Brennpunkte 
und  Charakteristiken   oder  Determinanten  der  Linieo 
des  zweiten  Grades  im  Allgemeinen. 

Voo 

dem   Herausgeber. 


Wenu  man  aus  den  Coefficienten   der  allgemeinen  Gleicfanog 

1)    .    .    .      ax^  +  by^  +  2ca:y  +  2da:  +  ietf+f=0 

einer  Linie  des  zweiten  Grades  die  verschiedenen  Elemente  die- 
ser Linie  ohne  jedwede  weitere  Transformation  der  Coordlnaten 
bestimmen  will,  so  ist  es  nach  meiner  Meinung  oft  von  beson* 
derem  Nutzen,  zunSchst  auf  die  Bestimmung  der  Directrixen,  Brenn- 
punkte und  Charakteristiken  oder  Determinanten  dieser  Linie  des 
zweiten  Grades  zurückzugehen,  weil  sich  daraus,  wie  ich  iB 
Archiv.  ThI.  XVIL  Nr.  II.  S.  54.  gezeigt  habe,  dann  auch  alle 
übrigen  Elemente  mit  der  grussten  Leichtigkeit  ableiten  lasseO' 
Zur  Bestimmung  der  Directrixen,  Brennpunkte  und  Charakteristi- 
ken oder  Determinanten  der  Linien  des  zweiten  Grades  unmittel- 
bar aus  den  CoefBcienten  ihrer  allgemeinen  Gleichungen,  die 
weitere  Transformationen  der  Coordinaten  gar  nicht  in  Aosproch 
nimmt,  will  ich  daher  in  dieser  Abhandlung  Formeln  entwickeln« 
Wenn    ich  nun  aber  jetzt   noch   hinzusetze,    dass  ich  dabei  oor 


*)  Manche  Schriftfteller  ncbreiben  in  vornehmerer  Weite  „Direc- 
tricen^S  Da  aber  das  Wort  Directrice  tcbon  auch  eine  andere,  •eh' 
oomatheraatische  Bedeatung^  hat,  die  unwillkührlich  ao  Tdcbtar- 
schalen,  Patswaaren- Geschäfte  n.  dgl.  erinnert,  so  mochte  Ich  doch  o^ 
lateinischen  Ausdruck  vorsiehen. 
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rechtwinklige  CoordioateDsysteine  zu  Grunde  legen  will,  da  jedes 
«chiefwinklige  System  immer  leicht  durch  die  bekannten  Formeln 
der  Coordinatenyerwandlung  auf  ein  rechtwinkliges  zuröckgefOli^ 
werden  kann,  so  widerspreche  ich  damit  freilich  streng  genommen 
meinem  nur  so  eben  erst  ausgesprochenen  Princip ,  jedwede  Coor- 
dinatenverwandlung  uonuthig  zu  machen,  bemerke  aber,  dass  es 
fiSr  keinen  Mathematiker  die  geringste  Schwierigkeit  haben  kann, 
die  aus  dem  in  Rede  stehenden  Uebergange  von  einem  schief- 
winkligen zu  einem  rechtwinkligen  Systeme  resultirenden  Aus- 
drücke der  Coefficienten  der  Gleichung  der  Linie  des  zweiten 
Grades  in  meine  im  Folgenden  entwickelten,  allerdings  nur  fiir 
rechtwinklige  Systeme  geltenden  Formeln  einzufuhren,  weshalb 
ich  es  grosserer  Einfachheit  und  Kurze  wegen  habe  vorziehen  zu 
müssen  geglaubt,  die  sämnitlichen  folgenden  Entwickelungen  auf 
rechtwinklige  Systeme  zu  beschränken,  was  in  der  That  auch  ftir 
den  von  mir  beabsichtigten  Zweck  völlig  hinreicht.  Dass  solche 
allgemeine  Formeln,  wie  die  im  Folgenden  entwickelten,  z.  B. 
für  die  Aufgabe  von  der  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  durch 
f&nf  gegebene  Punkte,  aber  auch  noch  in  vielen  anderen  Fällen, 
von  Wichtigkeit  sind,   erhellet  leicht. 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Directrizen  *)  unserer  Linie  des 
sweiten  Grades  sei  im  Allgemeinen 

2) Ax  +  Bif^C  =  0, 

ond  Jf,  ¥  seien  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der  Brennpunkte. 
Die  Charakteristik  oder  Determinante  (m.  s.  a.  a.  O.  S.  55.)  sei  n. 
Weil  nun  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie,  unter 
Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  die  Qua- 
drate der  Entfernungen  des  Punktes  (ary)  in  der  Linie  des  zwei- 
ten Grades  von  dem  Brennpunkte  und  von  der  Directriz  respective 

/          Y^2./        ^V^2         ^    (A.T  +  By -t- C)^ 
(ar— A)«  +  (y-  h)«    lind    jß^^ßi 

sind,  80  hat  man  (m.  s.  a.  a.  O.  S.  55.)  die  Gleichung 

(ar— A)»+(y—  F)«=jt« ^j^ß% ' 

welche  mittelst  leichter  Rechnung  auf  die  Form 


*)  Man  wdM  tckoBi  dsM  t%  io  zwei  Fällen  zwei  giebt. 


4) 
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8)  <  >=0 

gebracht  wird,  und  nun  mit  der  Gleichung 

aa:^  +  by^-i-2ca:y  +  2da:  +  2eyi^f^0 
identisch  sein  niuss,   woraus  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

resultiren^  welche  die  sechs  unbekannten  Grossen  tt,  A,  B,  C, 
X,  y  enthalten,  und  zu  deren  Bestimmung  also  gerade  hinreichen. 

Diese  sechs  Gleichungen  zerfallen  in  die  zwei  folgenden  Gruppen : 

1(n«-l)i<«-Ä«  =  ii, 
n'^Aß  =  c  • 

und. 

6)    .    .    .    .     {  n«ßC  +  (^2f  B«)F=«, 

it«C*  -  (^«  +  i?«)  ( A«  +  F«) = /•; 

von  denen  die  erste  nur  die  unbekannten  Grossen  n,  A,  By  die 
zweite  nur  die  unbekannten  Grössen  C,  X,  Y  enthält»  und  die 
also  eine  abgesonderte  Betrachtung  und  Auflösung  gestatten. 

Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  der  ersten  Gruppe  5). 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen   dieser  Gruppe  erhält  man: 

7,  ,.-("*-»)«  +  *  _(n«-l)6  +  a. 
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ond  weil  nun  vermlige  der  dritten  Gleichung  in  5) 

ist,    80  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  der  Charakteristik  oder  De- 
terminante n  unmittelbar  die  Gleichung: 

^         •      •      •      ^  {(W«— 1)2-1)2      '  -^• 

Setzen  wir  aber  der  Kilrze  wegen 

9) ti=n2— 1,    n2=ti  +  l; 

so  wird  die  Gleichung  8): 

iu  4- 1)2 

^-]^(«ti+6)(6u  +  a)=c* 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

10)    ...    .     (flti  +  Ä)(6tt  +  «)  =  c2(tt— 1)2, 

aods  wenn  man  diese  Gleichung  gehörig  nach  den  Potenzen  von 
ti  ordnet: 

II).    .    (c«— a6)tt«-(a2+6«+2c«)?<f(c«-a6)  =  0. 

Lost  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewohnliche  Weise 
auf,   so  erhält  man: 


12) 


.      ,      a«+6«+2c«±(«  +  6)V(a— 6)2  +  4c2 
«=«»-1=  2(c2-fl6) • 


nod  hieraus: 

# 

,.,  «     {  V(a - 6)«  +  4c^  J: (g  +  6)1  V  («^6)«+4c^ 

*^)     •    **  =  2(c«-a6) 

Nach  7)  und  9)  ist  nun  ferner 

att  +  6        o^_6tt  +  a 

Nach  12)  ist  aber^  wie  man  leicht  findet: 
mid  nach  II)  ist 
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^_II>+Ä»  +  2€* 


also 


«^"=     ^^ab     "^^- 


c* — a6 


folglich  nach  12): 


Also  ist  nach  dem  Obigen: 

^    ,      ""  V  (a-6)H4?*(a+6)V(a-6)H4ca±(a«+6«+2c«)' 

14)  <  

___      c^-ab  6(6— a)+2c«±Ä  V(a-6)H4c« 


V(i^)a+4c«  (a+6)V  (a-6)«+4c*±(a«+**+2c^ 

Dass  in  den  Formeln  13)  and  14)  filr  n«,  J*,  £«  die  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander  zu  beziehen  sind»  verstellt  sfcb 
nach  der  vorhergehenden  Entwickelung  ganz  von  selbst. 

Bei  der  weiteren  Discussion  der  Gleichungen  13)  und  14) 
mfissen  wir  die  drei  Fälle,  wenn 

c*-a6=0,    c*-a6N0,    c«— a6<0 

ist,  von  einand.er  unterscheiden ,  wozu  uns  schon  der  CmstiBd 
nuthigt,  dass  die  Grösse  e^ — ab  in  dem  Nenner  des  obigeo  all* 
gemeinen  Ausdrucks  13)  von  n^  vorkommt»  fi3r  diesen Jkasdrock 
also  ein  keine  bestimmte  Bedeutung  habendes  Symbol  erscheint, 
wenn  die  Grösse  c*— a6  verschwindet. 

I.    c«  — a6  =  0. 

In  diesem  Falle  sind  wir  genuthigt»  zu  der  Fundaroentalglei' 
chung  11)»  aus  welcher  n  bestimmt  wurde,  zurfickzukehren.  Filr 
e* — a6  =  0  wird  diese  Gleichung: 

15)^ (a«+6«  +  2ca)w=:0. 

Wäre  nun  a«  +  6«  +  2c*=0,  so  wäre  0=0,  6  =  0,  c=0,  nnd 
die  Gleichung  1)  nähme  die  Gestalt 

2Ai:+2«y+/'=0 
an,  repräsentirte  also  eine  gerade  Linie,  ein  Fall,  dea  wir  dakcv 
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von  anserer  feraereB  Betrachtung  ausgchliessen  werden,  und  dem- 
xofolge  anzunehmen  berechtigt  sind,  dass  die  Grosse  a*-f6^-f2c* 
nicht  verschwindet,  so  dass  also  aus  der  Gleichunj;  15) 

tt  =  0,    n«-l=0,    n«=l,    n=l 

folgt,  weil  n  seiner  Natur  nach  nur  positiv  genommen  werden 
kann.  Da  also  die  Charakteristik  oder  Determinante  n=1  ist, 
Bo  ist  (m.  s.  den  Aufsatz  ThI.  XVH.  Nr.  II.)  in  diesem  Falle  die 
Linie  des  zweiten  Grades  eine  Parabel,  was  auch  bekanntlich 
mit  der  Bedingung  c*-— a6=0  im  besten  Einklänge  steht. 

Für  A^  und  B^  liefern  in  diesem  Falle  die  Formeln 

die  Werthe 

Wegen  der  Gleichung  c*— «6=0  oder  «6  —  c*  haben  a  und  b 
gleiche  Vorzeichen  und  sind  also  entweder  beide  positiv  oder 
beide  negativ.  Wären  aber  a  and  b  beide  positiv,  so  würde  man 
die  Gleichung  1)  unter  der  Form 

— or«— 6ya— 2ca:y — 2€iar — 2^y  — /'=ü 

schreiben  können ,  wo  nun  —  a  und  ~  b  beide  negativ  wSren.  Man 
wird  also  immer  zu  der  Annahme  berechtigt  sein,  dass  in  der 
Gleichung  1)  die  Coefficienten  a  und  6  beide  negativ,  also  — a 
ood  —b  beide  positiv  sind,  so  dass  folglich  die  Gleichungen 

Rlr  A  und  B  stets  reelle  Werthe  liefern.  Mit  Beziehung  der  obe- 
ren und  unteren  Zeichen  auf  einander  kann  man  nun  entweder 

oder 

setzen.  Ob  man  aber  das  Erste  oder  das  Zweite  thun  muss,  ist 
leicht  mittelst  der  Gleichung^ 

n^AB^^c   oder   hier  ABs=c 

so  entscheiden,  indem  man  nämlich  in  Folge  dieser  Gleichung 
oflenbar 
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oder 

setzen  massy  jenachdem  c  positiv  oder  negativ  ist  Verschwinde 
c  nnd  vermöge  der  Gleichung  c* — ab  =  0  also  anch  eine  der  Groc- 
sen  a  und  b,  so  wäre  jede  Wahl  der  Zeichen  verstattet,  da  die 
Gleichung  AB=c  in  diesem  Falle  immer  erfüllt  Ist 

Bevor  wir  zu  der  Discussion  der  FSlIe 

c«— a6>0,    c»— a6<0 

übergehen,  wollen  wir  zuerst  die  folgenden  vier  Fragen  beant* 
Worten. 

].    Wann  ist 

> 

< 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytificlie 
Darstellung : 

> 

< 

I 

> 

< 

> 

4(c«— o6)=0. 

< 

c«—  ab  =  0. 
< 

> 

Jenachdem  also  e*—ab—0  ist,  ist 

< 

> 

(a— 6)«  +  4c«=(a  +  6)«. 

< 

2.    Wann  iat 

> 

(o«  +  6»  +  2c«)"=  (a+6)"|(a-6)«  +  4ca)? 

< 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytisdie 
Darstelinng: 
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(««  +  6«  +  2c«)«=(o+6)«|(a— 6)«+4c«l , 

< 

> 

(o*+6«)«  +  4(a«+6«)««  +  4c»=:(o»-6«)«+4(a+6)V« 

< 

> 

= (0«+**)'  -  4a«6« + 4(aH6*)c*+8a6c», 
< 

> 
4{c»— 2o6c»+ a«6»)  =0, 

5 

> 

4(c»-a6)«=0, 
< 

> 
< 

Weil  Don  bloss  (d^ — a6)*^0  sein  kann,  so  ist  nie 

(a«  +  6«  +  2c«)«<(a+6)«Ka-.6)«+4c«|; 

jenachdero  aber  (c*— a6)*^0  ist,  ist 

(a»+6«+2c^«^(a+6)«t(a-6)«+4c«|. 

3.    Wann  ist 

> 

ta(o— 6)  +  2c«|»=a«l(a  — 6)«+4c«|t 

< 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytische 
.  Dantellang: 

ta(a-6)  +  2c»|«=o«{(a— A)»  +  4c«|, 

< 

> 

a«(a— 6)»+4«  (o  -  6)  c*+4c*= a»(o— 6)«  + 4a»c«, 

< 

> 

a(a — d)  +  c»  =  a*, 

< 

Thell  XTV.  18 
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> 
c*— «6=0. 

< 

> 

Jenachdem  also  c*  — a6=0  ist,  ist 

< 

> 

|o{o-6)+2c«|»=a«t(o-*)«  +  4c»). 

< 

4.    Wann  ist 

> 

|6(6-a)  +  2c*|«=6«l(a-6)«  +  4«*|? 

< 

Die  BeantwortoDg  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytische 
Darstellang: 

16(6 -a) +2c»l«  =  6«|(«— 6)«+'lc«t, 

< 

> 

6«(6— «■>«+46  (6— a)c«  +  4c*=  6«(6 — «)•  +  46V, 

< 

> 

6(6  — a)  +  c«=:  6«, 

< 

c>  — a6  =  0. 
< 

> 
Jenacbdem  als«  c* — a6=0  ist,    ist 

< 

t6(6— fl)  +  2c»|«=6«t(a— 6)«  + 4c*l. 

< 

Der  Beantwortung  dieser  vier  Fragen  fOgen  wir  noch  dieB«^ 
merkung  bei,   dass,   weil 

I V  (a-6)«+4<!«+(o+  6)lt  V  (a— 6)«+4c«-(a+6)t 
=.(a_6)«-(o  +  6)«+4c«=4(c»-  a6) 
ist,   die  GrSssen 

V"(a  — 6)*+4c«+(a+*)   und    V(a— 6)«  +  4c«  -  (a  +  6) 
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gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen  haben»  Jenacbdem 

c*— a6>0  oder  c»— fl6<0 

ist«  FQr'c*~a6=0  wird  immer  die  eine  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Grossen  verschwinden,  was  auch  daraas  erhellet,  well 
in  diesem  Falle 

(O'-'Ö)^  +  4c«  =  (ii  -Ä)«  +  4a6  =  (a  +  6)», 

also 

^(«-6)a  +  4^a=  ±  (a  +  6) 
ist. 

Es  sei  nun 

II.    c«-o6>0. 
Weil  nach  dem  Vorhergehenden  in  diesem  Falle 

(o— 6)«+4c«>(a  +  6)« 
ist»   so  ist 

and  man  kann  also  nach  13) 


n 


_  i  lV^(a-6)g-f  4c»±(a  +  6)|V(a— 6)»+4c^i  J 
"  }  2(c*-aÄ)  I 

setaen.    Ferner  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

(«•+6«+2€«)«>(a  +  6)»t(«— 6)«+4c«|, 

also 

a»  +  ^«+2c^db(fl  t  6)V(«-6)«+4c^     ^ 

2(c«  — a6)  -^    ' 

ond  folglich,    weil 

.,      ,  .fi<46H2c»J:(a  +  6)V(a— 6)«+4ca 
n«  =  «  +  l  =  l  + 2(c»-.a6) 

ist, 

«•  >  1    oder   II  >  I , 

was  bekanntlich  Im  Allgeroeinen  der  Fall  der  Hyperbel  ist,  and 
aaeb  mit  der  Bedingang  c*  — a6>0  un   besten  Einklänge  steht. 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden 

18» 
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|6(6-a)+2c«|«>6«|(a  — 6)a+4c*} 

ist  9   und  die  Grossen 

a(a  — 6)  +  2c«=a« +  c«  +  (c« -a6), 
6(6  —  «)  +2c*  =  6»  +  c*  +  (c^—aö) 

offenbar  positiv  sind»  so  ist 

a(a— 6)  +  2c*±aV(a  — 6)*  +  4c«>0, 

ft(6  —  «)  +  2c«±  6  V(o  -  ö)*  +  4c«  >  0; 
und  weil 

(a*  +  6«+  2c«)«  >  (n  +6)«t(«-6)«  +  4c«} 
ist,   so  ist 

(a  +  ö)  V(a  ~  6)«  +  4c«  ±  («*  +  ä*  +  2c«)  ^0. 

wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 
BerCicksichtigt  man  nun  die  Ausdrücke  von  A^  und  i?«  in  U),  so 
ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  man  in  diesen  Ausdrucfren, 
und  also  naturlich  auch  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  n,  mir  die 
oberen  Zeichen  nehmen  darf.  Daher  hat  man  im  vorliegeoden 
Falle  für  n,  A*,  B^  die  folgenden  Ausdrucke: 

_  ( }  V(a  ~6)«-|-4c«+(a  \  ^)  I  V(a  -  6)«+ 4c«  j  i 
**—  I  2(Z«-«6)  {    ' 

c^-^ab  a(a-A)+2c«+fl  V^(a— Ä)«+4c« 

A^  = 


V(a--6)«  +  4c«  '  («+  6)  V^(«  — 6)«+4c«+(a«+6«+2c*)' 

^o_         c^-ab  6(6-a)+2c«^>6V^(^6)«-t.4c« 

V(a-6)«  f  4c«   (0+6)  V^(a  — 6)«-f4c«  +  (a« +6«+2c*) ' 

und  aus  der  Gleichung  n^AB=:c  erhellet,    dass  man 

_  )  I V  (/y-6)«+4c«  +  («  +6)1  V'(^::r^)«T4c«  /  i 

''"")  2{c^::r^6)  I  ' 

j_.  \         d^-ab    _        g(q-6)+2c«+flV"(fl-6)«+4c«       i  j 
'V(a  — 6)«  +  4^*(a  +  6)V(a-.6)«+4c«+(a«+6«+2c«)'    ' 

jj^4.  [         g*-g^  6 (fe - fl)jfr2g4^J^(^^^  >  4 

""'V(a-6)«  +  4c*   (ii  +  6)V'(a-6)«+4?if(o*+6«+9cJ^' 
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oder 


-=i 


2(c«— a6)  I 


IVT«— 6)H4c«*(a  +  6)V(a— 6)«+4c«+(a*+&H2c«)i 

C  V(a— 6)«  +  4^  *  («  +  6)  V  (a-6)«+4c«+(aH*H2c«)  1 

setsen  rouss,  jenacbdein  c  positiv  oder  negativ  ist.  FOr  c  =  0 
verschwindet  immer  eine  der  Grössen  A,  ß,  und  die  Gleichung 
9^Aß==c  ist  daher  immer  erföllt,  wie  man  auch  die  Zeichen 
oehmen  mag. 

Dass  der  Quotient  ^   derselbe  bleibt,    man  mag  in  den  bei- 

den  obigen  Systemen  von  Formeln  die  oberen  oder  die  unteren 
Zeichen  nehmen»   und  dass  also  die  beiden  durch  die  Gleichung 

Ax+By+C=:iO 

eharakterisirten  geraden  Linien,  welche  die  vorhergehenden  For* 
mein  liefern,   einander  parallel  sind,   ist  klar. 

III.    c«— a6<0. 

In  dieisem  Falle  kann  weder  a=0,  noch  6=0  sein,  weil  sonst 
c*<0  wäre,  was  ungereimt  ist;  auch  mflssen  a  und  6  offenbar 
gleiche  Voneichen  haben,  und  es  ist  also  entweder  a>0,  6>0, 
a  +  ö>0  oder  a<0,   6<0,   a-f6<0. 

.    YfeM  nach  dem  oben  Bewiesenen  in  diesem  Falle 

(a-.6)«  +  4c«<(a  +  6)» 

ist,   so  ist  far*a>0,   6>0: 

V(a-6)*  +  4i«  +  («  +  6)>0, 

V(a-6)«  +  4c«— (a  +  6)<0; 

and   flir   a<0,   6<0: 

N. 

V(a-6)«+4c«^+  (a  +  6)<  0, 
V(o— 6)«+4i!«-  (o  +  6)  >  0. 
Also  ist  ffir  a>0.    6>0: 
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_  \\  V(a-6)«-f 43ä-(a-t.fe)|  V(a— 6)« -f  4c« i  ; 
"")  2(c«— a6)  '     ' 

und  rar  a<0,   6<0: 

1  { V(a— 6)«-f4^-Ka 4 h)\Y^^W±^* \  i 
"=« '-  2(3»^a6)  J    ■ 

Ferner  igt  nach  dem  Vorhergehenden: 

(a«  +  6«  +  2c»)«>(a  +  6)*t(a-6)«+4««|, 

also 

a«-hAa  +  2c«i:(a-f6)V"(a— 6)«4-4<^ 

2(c»-fl6)  "^    ' 

folglich ,    weil 

«'=«+ 1=1  + 2{c»-o6) 

ist, 

it*<l  oder  n<l, 

was  bekanntlich  im  Allgemeinen  der  Fall  der  Ellipse  ist,  and 
mit  der  Bedingung  c^-— o6<0  im  besten  Einklänge  steht. 

Wegen  der  so  eben  gefundenen  Ansdriicke  von  n  muss  maii 
nun  för  a>0,  6>0  in  den  Formeln  ffir  A^  und  B^  in  14)  die 
unteren  Zeichen  nehmen,    also 


setzen;   dagegen    muss    man    für  a<0,    6<0  in    den    in   Rede 
stehenden  Formeln  die  oberen  Zeichen  nehme«,  also 

^_  c^'-ob c(a  -  A)  4  2ca-|.  g  >/'{^h)^  +  4^ 

■"  V"(a-6)«  +  4^ '  (a  +  6)  V"(a— 6)2  +  4^«  f  (fi«+ 6H2c«) ' 


Ä«=-7:=r 


c*— fl6  6(ft— a)f2c«  +  6V(a-6)a  +  4c» 


V(« - Ä)*  +%*  '  (a  +  ft)  V^(a-*)«  f  4c«+(aHÄ«+2c^ 
setzen. 

Wegen 


(<i«  +  6«  +  2c*)«>(a+6)*t(a-.6)«  +  4c»l 

(«  +  6)V(a— 6)«+4c«-(a»46»+2c«)<0, 

(a  +  6)Vra-6)«+li?+  (a«+6«+2c«)  >  0. 
Wegen 

|a(a— 6)+2c«|«<aat(a-6)*  +  4c»l. 
16(6— a)+2c«J«<6«|(a-6)*+4c«| 
ist   für  a>0,    6>0: 

a(a— 6)  +  2c*— aV"(a— 6)*  +  4^<0, 
^(6— a)  +  2c*-6V"(a-6)«  +  4^<0; 
liBd  rar  a<0»  6<0  ist: 

a(a— 6) +2c«  + a  V"(ä^6)MTc?<0, 
6(6  — a)+2c«  +  6V^(a— 6)«  +  4c«<0. 

Hieraus  sieht  iDan»  dass  für  a>0,  6>0  die  obigen  Aus- 
drdcice  Ton  A^  und  B^  für  diese  Grössen  negative  Werthe  liefern ; 
fir  o<0,  6<0  liefern  dagegen  die  obigen  Ausdrücke  von  A^ 
ood  B^  für  diese  Grossen  positive  Wertbe.  Nun  ist  aber  schon 
bei  dem  Falle  I.  gezeigt  worden,  dass  man  immer  bereckiigt  ist» 
a  und  6,  die  hier,  wie  dort,  gleiche  Vorzeichen  haben,  negativ 
anzunehmen.  Daher  muss  man,  diese  Bedingung  als  erRfllt  vor- 
ausgesetzt, im  vorliegenden  Falle  setzen: 

tV(a— 6)*  +  4c«+(a  +  6)|V"(a-6)«+4^)  1 


_  ^{V(a— 6)»-f4c^  +  (a  +  6)IV(a~6)»+4c«j  J 
*"-|  2(c«— <i6)  *     ' 

d^^ab      _       a{a-b)  +  2c^  +  a  V(<t— 6)^-Hcr« 
V"(a--6)»+4ca*(a+6)V(a— 6)a+4c«+(a*+6«+2c«)' 

c^— «6  6(6  — fi)+2c^  +  6V(^6)«+4c»      .^ 

V(n-6)*  +  4€* '  («  +  6)  V(a-6)«+4c«+ («• + 6«+  2c«) ' 

und  aas  der  Gleichung  n^AB=zc  erhellet,    dass  man 

_  HV(a-6)«-f4<^+(a-fr6)lV(a--6)«-t-4c«>  4 
"~<  2(c«— a6)  y   ' 


^«= 


Ä«= 
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i        e*-ab  a(a— 6)-t-2c«+oV(a— ft)*T4^     II 

~ *  I  V(a-&)»+4c*  (0+6)  V"(a-6)*  +  4c»  f  (o«+  6»+2c»)' 

"•^IVCo— 6)«  +  4c*'(a+6)V"(a— 6)«  +  4^+(o«+6*+2««)< 


oder 


-=1 


I        c*— oft a(a— 6>-f2c»-faV(a~6)*-i-4c*    J  4 

C         c«-fl6  ft(ft^o)-f2c«-f  6V(fl-ft)*  +  4^     I  t 

setzen  muss,   jenachdem  c  positiv  oder   ilegativ  ist.     Fflr  c=0 
gilt  dieselbe  Bemerkung  wie  in  II. 

Dass  der  Quotient  -^  derselbe  bleibt »  man  mag  In  den  bei- 
den obigen  Systemen  von  Formeln  die  oberen  oder  die  unteren 
Zeichen  nehmen,    und  dass  also  die  beiden  durch  die  Gleichung 

Aa:i^  By+C=0 

charakterisirten  geraden  Linien,    welche  die  vorhergehenden  For- 
meln liefern,    einander  parallel  sind,    ist  klar. 

Dass  die  Formeln  für  n,  A,  B  in  IL  und  III.  ganz  dieselben 
sind,  wird  dem  aufmerksamen  Leser  nicht  entgehen,  wobei  jedoch 
nicht  unberücksichtigt  bleiben  darf,  dass  die  Formeln  ia  dem 
Falle  III.  die  Grossen  a  und  b  als  negativ  voraussetzen»  die  For- 
meln in  IL  aber  einer  solchen  Einschränkung  gar  nicht  unterliegen. 

Leicht  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden:  « 

^  .  „  c«— fl* {«  +  6  +  V(a-6)a+4ca}V  (a— 6)«+4€» 

Ar  -t-.p*=     n  •  r  — » 

V^(a-*)«  +  4c«   (a  +  6)V^(a-6)«+4i:«+(a«+6«  +  2c») 

und  aus  den  drei  Fundamental- Gleichungen  6)  folgen  auch  leicht 
die  Relationen: 

also 
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und  bierons: 

Weil  n*AB  =  c  ist,    so  hat  inan«aoch  die  Relation: 

Wir  gehen  nan  za  der  Anflusuog  der  Gleichungen  6),   näm- 
lich der  Gleichungen 

über. 

Aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 
iiTfc  ^_d-n^AC      ^__e^n*BC 

so  das«  also  X,  Y  vollkommen  bestimmt  sind ,  wenn  C  bestimmt  ist. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber: 

und  die  dritte  der  drei  aufzulosenden  Gleichungen  liefert  uns  da- 
ber  zur  Bestimmung  von  C  die  folgende  Gleichung  des  zweiten 
Grades: 

welche  y   gehörig  reducirt,   leicht  auf  die  Form 

_      ^        dA  +  eB        ^_     d^+e^+f(A^  +  B^) 

^   ""^(n*— l)(J«TB*)^*~"^n«(n«~l)(.4«+fl^) 

gebracht  wird,  und,  auf  gewöhnliche  Weise  aufgelöst,  nach  eini- 
cen  Reductiouen  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  C  führt : 
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,-,     „    n{dA-\-eB)^>f{dAi^em*-in*-\)\{eA-dB)Hf{^\f^ 
*®^    *- ii(n«-l)(^»+Ä») 

n{.dA-\-eB)±  \^(rf  J+cg)«4(  I  —n*UeA  -  dB)*+fi.^^B^ 
-  »(»«— 1)(.4«+»*) 

oder: 

ji(d+e|)  ±y  (d+c*)«  -  (n«- 1)  I  (e-df )* + /^«(l +li)*l 
17)    C= = 

n(n»-.l)^(I+3i) 

n(«»-l)^(l  +  ^) 

Bei  der  weiteren  Discussion    dieses   Ausdrucks  müssen  n^rr 
nun  wieder  die  drei  Fälle,    wenn 

c«— a6=0,    c«— a6>0,    c«— o6<0 

oder,   was  Dasselbe  ist, 

n  =  I,    w>  1,    w  <I 

ist,   von  einander  unterscheiden. 

I.     c«— fl6=:0. 

Weil  in  diesem  Falle  n^l   ist,    so  ist  die  obige  Glerefion^ 
des  zweiten  Grades ,  aus  welcher  C  bestimmt  werden  rauss,  folgende: 

^   ""  A^  +  ß^  ^'* 

und  föhrt,  gehiirig  reducirt,  zu  der  Gleichung  des  ersten  Gr*^^' 


woraus 


^~        2(dA+eB) 

folgt;   und  sur  Bestimmung  von  X,   Y  bat  man  in  diesen  P*"' 
die  foigeoden  AuadrGcke: 

r_d-AC      „     €~BC     . 
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da«8  sieb  al»o  C,  A\  Y  im  AHgemeinea  immer  ia  reeller  Weise 
bestimmen  lassen.  Der  Fall  dA-y-eBz^O^  ho  C  unendlich  wird« 
bildet  eine  Ausnahme.  Weil  es  hier  nur  meine  Absicht  ist,  im 
Allgemeinen  die  Formeln  zur  Bestimmung  der  Directrixen  and 
Brennpunkte  zu  entwickeln,  nicht  die  einzflnen  Fälle  vollständig 
zu  discutiren,  so  genügt  es  mir,  wegen  des  Falls  dA-i-eB^^O 
aaf  die  Abhandhing  Nr.  XII.  S.  146.  in  diesem  Theile  zu  verweisen» 
wo  der  Leser  Alles  ünden  wird,  was  Ober  diesen  Fall  zu  wissen 
notbig  ist 

Bezeichnet  man  von  jetzt  an  die  absoluten  Werthe  von  J,  B 
respective  durch  A'  ^  B*  ^    so  ist  bekanntlich 

A^±A',    B=±B'   oder   A  =  ±A\    B=TB', 

jenachdem  c  positiv  oder  negativ   ist.     Wenn  also  c  positiv  ist, 
so  ist  nach  dem  Obigen: 

*^~±       2(rf^'+ci?')        -±^  ' 

und  die  Gleichung  der  Directrixen  ist 

±A'x±B'i,±C'=0. 
aUo 

A'a:  +  B'y+C'=0, 

welche  Gleichung  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthält  und  daher 
nur  einer  geraden  Linie  entspricht.  Wenn  dagegen  c  negativ 
ist^  so  ist  nach  dem  Obigen: 

^— ±        2(dA'-eB')        ~^^  ' 
r-  d-A'C       „_  e  +  B'C  . 

und  die  Gleichung  der  Directrixen  ist: 

also 

welche  Gleichung  wieder  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthält, 
und  daher  nur  einer  geraden  Linie  entspricht. 
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Die  Parabel  hat  fotglicb  nur  eine  Directrix  und  nor  eiaea 
Brennpunkt. 

II.    c«— o6>0. 

Weil  in  diesem  Falle  n>  1,  also  ti^-^1  positiv  ist,  so  wollen  wir 

n(dA  +  eB)±  V(di<-f  eJg)»-(n«-l)  {{eA—dJ^^-^flA^+B^y^j 


oder 


C= 


n(d  +  irj)±V^(i^  +  ^f)*-(n«-l){(e-df)H/^(l+5>*' 


ii(n«-l)J(l  +  ^) 


setzen.    Hier  sind  nun  die  folgenden  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Wenn 


ist,  so  ist 


C=——^~^  -  dA^^B 


und  es  giebt  also  in  diesem  Falle  eine  Directrix  und  einen 
derselben  entsprechenden  Brennpunkt.  Bezeicbnen  wir  die  E^t* 
fernung  des  Brennpunkts  von  der  Directrix  im  Allgemeinen  durch 
£»  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  im  AlU 
gemeinen 


Nun  ist  aber 


d—iAIC  e^n^BC 


folglich 


AYJ.RV    dA^^eB^n^A^i^B^C 

AA+Br:=z 3rfB5 


und  daher 
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woraus  nach  dem  Obigen 

folgt  Weil  non  in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle  naeh  dem 
Obigen 

(n«—  1)  (^« + J?«)  C=  dA + eB 

iat,  ffo  ist  in  diesem  Falle  JEJ  =  0,  und  der  Brennpunkt  liegt  also 
in  der  Directrix.  Nehmen  wir  den  Brennpunkt  als  den  Anfang 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  (n^)  an,  dessen 
9-Aze  die  Directrix  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Curre  offenbar 

r«  +  i>«=nV,   also  t^,=(n«-.l)jr«; 
woraus  sich 

ergiebt»  und  die  Curve  daher,  weil  n'  —  1  positiv,  also  V^n* — 1 
reell  ist,  durch  zwei  im  Brennpunkte  sich  schneidende  gerade 
Lioien  repräsentirt  wird. 

Wenn 

(rf+ef)*-(n»-l)l(«-df)«+/il«(l+^)«|>0 

ist,  so  hat  C  zwei  ungleiche  reelle  Werthe,  und  es  giebt  also 
zwei  Directrixen  und  zwei  denselben  entsprechende  Brennpunkte. 

Wenn 

ist,  so  sind  beide  Werthe  von  C  imaginär,  und  es  giebt  also  in 
diesem  Falle  weder  eine  Directrix,  noch  einen  Brennpunkt.  Weil 
man  anderweitig  (m.  s.  den  Aufsatz  Nr.  XII.  in  diesem  Theile)  weiss, 
das«  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  ^  —  a6>0  ist,  die  €leicbung 

ö^r* + ft^* + 2c.Ty + 2fir  +  2fy +/'=0 

nur  eine  Hyperbel  oder  zwei  gerade  Linien  reprSsentiren  kann, 
die  Hyperbel  aber  bekanntlich  immer  zwei  Brennpunkte  und  zwei 
Directrixen  hat,  ilo  kann  hi  dem  Falle,  wenn 
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(rf  +  c  *)«-(«»- 1)  t  (c-rff)H /'^«(l  +  ^)'l  <0 
ist,   die  Gleichung 

nur  zu  ei  gerade  Linien  repräsentiren ,   was  wir  jetst  der  Kflrze 
wegen  nicht  weiter  analytisch  untersuchen  wollen. 

IIL    c«— fl6<0. 

Weil  in  diesem  Falle  n<I,   also  I — n^  positiv  ist,   so  wol- 
len wir 


oder 


C= 


n(rf+e~)±y^(rf  +  eJ)H(l-n^t(«--d^)«+/^»(l+5'J 


n(n«-))^(I  +  ^) 


setzen^  und  nun  wieder  die  drei  folgenden  FSlIe  unterscheiden. 
Wenn 

(rf+«j)«  +  (l-n«)l(c-rff)»  +  /'J«(l+^)«|  =  0 
ist,    60  ist 

f,_  ___1_"|;*4 dA  +  eB 

und  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorhergehenden  Falle  erhSlt 
man,  ähnliche  Bedeutungen  wie  dort  auch  hier  den  Zeichen  £ 
und  r,  t^  beilegend,    £=:0  und 

jr«  +  i^=n«jr«,    also  i;«=(n«— Or«; 

woraus  sich 

d.  h.,  well  n«-l  negativ,  also  V"i?^l  Laaginär  Mi  ««o»  ^^' 
gioäre  Curve  ergiebt;  nur  für  irssO,  9:=:0^  d.  b.  fiir  öen  P^ 
(JCF)  sind  die  vorstehenden  Gieiebuttgen  anllUi^g, 
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WeoD 

ist 9    00  hat  C  zwei  ungleiche  reelle  Werthe,    und  es  giebt  also 
zwei  Dlreetrizen  and  zwei  Brennpunkt^. 

Wenn 

ist,  so  sind  beide  Werthe  von  C,  und  alsa  auch  die  Werthe  von 
Xt  Y  imaginSr. 

Anderweitig  (m.  s.  den  Aufsatz  Nr.  XII.  in  diesem  Theile)  weiss 
man,  dass  in  dem  vorliegenden  Fallo,  wo  c*— a6<0  ist,  die 
Gleichung 

aai^  +  by^\'2cxy+2da;+2ey't^f=0 

mm  einen  Punkt  oder  eine  Ellipse  darstellt »  oder  imaginär  ist. 

Wie  aus  n  und  E  die  Axen,  der  Parameter,  die  Excentrici- 
Ut  leicht  berechnet  werden  kclnnen,  habe  ich  schon  in  dem  Auf- 
mshe  Thl.XVII.Nr.il.  ausfährlich  gezeigt,  und  erlaube  mir  da* 
%fr  in  dieser  Beziehung  hier  der  Körze  wegen  auf  jenen  Aufsatz 
mn  f  erweisen. 
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De  tabulis  Trigonometricis. 

(E  contpecta  aclorom  Reg.  Acad.  Scient.  Holmieotis.) 

Aoctore 

D>^  Christiano  Fr.  Lindman^ 

Lectore  Strengn. 


Inter  omnes  constat,  nunieros«  quos  tabulae  cajusvis  generis, 
ut  tubulae  trigonometricae,  suppeditant»  non  esse  nisi  (j^uam  proxiine 
veros^  id  quod  saepissime  qaoque  dici  potest  de  praeceptis,  qoae 
in  bis  tabulis  utendis  teneoda  sunt.  Numeri  e  tabulis  sumti  ob 
utramque  caussam  mendis  niagis  minusve  laborant»  unde  alia 
deinceps  menda  oriuntur,  quorum  limites  cogniti  esse  debent,  ut 
sciatnuSy  quatenus  fides  habenda  sit  nunieris  tabularuni  ope  inven- 
tis.  Ill*^  Gauss  in  libro  sao  »«Theorla  niotus  corporum  coe- 
t  est  iura''  inscripto  mentionem  de  magna  illa  re  fecit  docuifque, 
quomodo  limites  erroniro  in  caiculos  vocandi  ensent*).  Ingratam 
fortasse  non  erlt,  si  in  unum  locum  congessero  €äa  formalas, 
quae  ad  functiones  goniometricas  spectant.  Ratio  non  habetur 
nisi  inevitabilis  tabularum  erroris  (=o>),  qui  ob  modum  nunc  um- 
tatom  fractiones  decimales»  ut  dicunt,  corrigendi  **)  dimidiam  oiii- 
tatem  decimalis  oltimae  excedere  nequit.    Itaqoe 


*)  Cel««  N.  G.  a  Scholtön  in  tabuli«  ab  to  edilit  (HeUingfontae 
1838)  aliquot  forroula«  higo«  generi«  toitqne  tabuli«  aptata«  protalit 
Miram  profecto  ett,  nihil  prortus,  quod  equidem  tciam,  Ib  nlla  alia 
tabula  occnrreroy  unde  cognotcere  licel,  quam  prope  ad  veritatem 
dant  Dumerl  tabularoui  ope  accepti. 

**)  Tantut  error  evitarl  non  potest,   quando  in  tabolic  ¥.  c 
decimalinni  decimalii  octaTa  negligitnr,  ti  ^e«t  minor  quam  quinque. 
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P.    dato  arcii  tp 
o)  accurate, 

auromos  error,  qui  messe  potest  in  logSiog),  logCos<jo,  logtgip, 
logCotijo,  est  =(o; 

/?)  liroxime  (error  arcut^  in  partibus  radii  =c^), 

somiiias  est  error  ipsiiis  I og  Sin 9  =  111  Cot 9d<jo-|-a>, 

„       logCos9  = — mtg^d^) — G), 


»>  f>      >» 


2iiirfy 

2mdy 

(111=  modulo  logarithmoruin  vutgariuni); 

II'«.    dato  logarithmo  fiioctiools  cujusdam  gonioroetricae 

flt)  aecarate, 

aummus  error  arcus  in  miniitis  secundis  est = — g.  Z^  e  logSin^, 

_    »Coty 
>»         »>      >»      »> '    >♦  »»        »  — —    ^j  I !■/ e logv^B^y 

CO  Sin  29 
a>Sin2a>    ,     ^ 


n  >»  >»  s»  f»  »  )> 


»»  >»  »»  »>  »»  »  9» 


^  proxiroe, 

aummus  error  arcus  est  resp.  ut  in  o),  dummodo  in   nume- 
ratoribus  »+q)'  pro  0  ponatur,  si  est  0'=  errori  logarithmi. 

Ex  bis  formalis  liquet,  mendum  arcus  logarithmo  Sinus  dati, 
qoando  arcus  a  quadrante  purum  discrepat,  quantumlibet  Geri  posse. 
Ita  quoque  res  se  habet,  si  arcus  prope  zero  logarithmo  Cosinus 
datnr,   id  quod   praeterea,   tabulis  modo  cursim  transitis,  elucet. 


Ii^lina  deriniAllt  unilate  angelnr,  ti  octava  eat  aequalit  quinqoe  Tel 
major.  Sin  auCem  signo  quodain  donotaretnr,  decimalet  neglocCa«  intra 
llmites  0,S5  et  0,75  contineri;  et  octava  negligeretur,  ti  miuor  esset 
quam  0,2Ö,  aeplima  Tern  onitate  augeretur,  ti  uctaTa  est  major  quam 
6,76,  palet,  errorem  dimidio  minorem  lleri,  quam  nunc  est.  (Declmalis 
•eftima  hie  nnitas  habetur.)  DWertis  notis  utcndis  error  tabalarom 
etlan  magis  minai  potest,  dnmmodo  Idonefe  notae  reperiri  poa^int. 

TKtil  XXV.  19 
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loterduni  igitar  accidit,  ut  rationes  et  forroulae,  alias  aptlaatma«, 
prorsus  sint  relinquendae  et  aliae  qaaerendae.  Ita  est,  si  ex.  c. 
bypotenusa  trianguli  sphaerici  rectanguli,  angulia  datis  quaeritnr. 
EmmTero  si  h^poteaasa  designator  per  o  angulique  adjaceotes  per 
B  et  C,  habemas 

Cosii  =  CotÄCotC, 

ubi  fieri  potest,  ut  togCosa  ad  decem  multum  appropinqaet. 
Fonnula  tum  transfornianda  est.    Facile  iiivenitur 

l-Cosfl       1  — Coti?CotC 
1  -I-  Cosa  *'  1  +  Cot  ÄCot  C 

vel  ope  forroularum  notissiniaruro 

*«at  Co8(Ä+C) 

unde  arcus  a  accurate  inveniri  potest.  Aliae  aliis  locis  *)  viae 
monstrantur,  qoae  fere  omnes  in  alia  fuDctione  goniometrica,  traos- 
formationlbus  factis,  reperienda  continentur.  Formula  praeterea 
inrenta  usum  logaritbmorum  statim  patiatur,  oportet.  Quod  quum 
Don  seniper  eveniat,  angulos  auxiliares  iiiterdum  introducere  ne* 
cesse  est.  Haec  res  diligentissime  disjungi  debet  ab  illa,  in  qua 
arcus  tarn  accurate  invenitur,  quam  habitus  tabulae  permittit 
Longe  aliter  res  se  habet,  quum  angulo  auxiliari  utimur.  Dato 
eniro  logarithmo  Sinns  vel  Cosinus  ad  decem  appropinqaante, 
functio  data  ex.  c.  CoB(p  ponatur  =zi^x,  ut  suadent  Cel'  Fran- 
coeur**)  et  Grunert***).  Ex  aequatione  tga:=Cosg)  arcus  x 
invenitur.    Deinde  habebimus 

■ 

1  —  Cosoo       1 — Xzx 

I  ■    I    I  *■       ••.•  ■       Vi    ■■        - 

1  +  C0S9       1  +  tga? 
unde  redundat  aequatio 

tgi9  =  dbVtg(450-.5) (1) 

Jam  videamuSy  ad  qualem  exitum  haec  via  ducat,  atque  ponaaus 

logtgar(=logCos9)  mendo  vacuum.    Ita  maximum  arcus  x  men- 

j  t«A        w  Sin  2a?  , 

dum  evadit  ==2mSinP'  ^^     qnoqae»  signo  tantum  mutato,  arcooi 

•)  Vid.  ex.  c.  Cagn  jli,  Trait^  de  Trigoa.   Paris  1786,  pag.  ISO,  BM; 
Fraocoenr,  Coor«  de  Math.  pnre«.    Braxellee  1888.    Tom.  II.  pag. 
•♦)  f..  c.  p.  25S. 
1"^*)  Archiv  der  Mathepiatik  uad  Physik.    Tom.  I.  pag.  T». 
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450 — 0?  afficit  et  in  logtg(45®— ar)  gcnerat  errorem  =— <»tg2ar-- w. 

Qooniain  vero  arcus  oc^  quando  fp  ad  zero  propius  accedit,  paullo 

tantuni  minor  est  quam  45^,  tg2ar  admoduro  magna  est,  unde  igi- 

tor   error    ingens    resultare    possit.      Error    quidem    dimidio    mi* 

nor  fit,    quia  logarithmns   propter  extractionem   radicis  quadratae 

per  2  dividitur,    sed  postea  per  2  multiplicandum  est,  ut  q>  iove- 

ö>te2a7  4-3ü)  ^ 

niatur,  cujus  igitur  maximu8  error  est  =—    7^  ^,   y„   Siny.    Qui 

qoonlam  error,  etiamsi  log  Cos  9>  nullo  meodo  laborare  posituis  est« 
valde  magnus  esse  potest,  ratio,  de  qua  nunc  agitur,  non  est 
ejnsmodi,  ut  nihil  amplius  desiderandum  sit,  qiiamquam  errores 
interdum  admodum  parvi  evadunt.  In  eo  casu  speciali,  quum  lo* 
garithmas  datus  mendo  vacat,  facillime  invenitur  formula,  quae 
arcum  accuratissirae  suppeditat.     Enimvero  posito 

log  Cos  9  =10 — a   (a=  fractioni  admodum  parvae), 

evadit 

Cos 9  =  r.  10^"  (r=  radio  tabularuni), 

unde 

Sin9  =  rVl  — JO-««,    logSin9=10  +  ilog(l  — 10-««). 
JaiB   formula  notissima  suppeditat 

W^^l         I     +     1.2         1.2.3  ^^^'^  • 
abi  est  A  =  1 10  =::  2,3025851  (log  JS^= 0,3622157).    Ita  fit 

logSin  9  =  10  +  ^log(2Ar«  -  2Ä«a«  +  j  A:»«»  -  5  A*«*  +  etc.) 

=  IO+5log2Aa+g.log(l-Aa+3A«a«-^»«Hetc.). 

Qaia  est   0=   fractiooi  admodum  parvae,    posterior   logarithmus 
secaoduro  formulam 

1  V*     V* 

log(l'-y)  =  -^(y  +  %+%  +  etc.) 

in  seriem  conrergentem  evolvere  licet,   si  ponitur 

2  1 

y  =  *«  — «**«*  + g  ÄV— etc. 

eaeque  Ipsios  a  digoitates  iotroducuntur,   qnae  ad  ultimam  deci« 
malem  mataodam  valeant.  Ratione  dignitatis  tertiae  habita,  invenitur 
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logSing)=10  + jlog2*a— jj**  +  i2*'**    •     •    •     ® 

qaae  formula,  si  log  Cos  9>  mendo  vacuus  est,  arcuni  tp  non  modo 
accurate  suppeditat,  sed  etiam  accuratius  quam  interpolatio  vulga- 
ris, quam  tabniae  septero  habent  decimales,  quaroquam  areoa 
viginti  gradus  superat. 

Sin  autem  log  Cos  9  mendo  quodam  laborat  —  id  quod  sae* 
pissiroe  usu  venit  —  haec  quoque  formula  in  errorem  valde  mag' 
num  inducit.     Posito  eniro   da  =?  mendo  ipsius  a,    invenitur  error 

ipsius  y  =  ^^  g-   p^gy<^g»  ubi  tarnen  terminum  ka  in  numeratore 

occurrentem  sine   errore  notando  negligere  licet.      Priore  ratimM 

(00  -{-da)  tg2j:-f  3o> 
utenda  error  maximus  evadit  = « — ^^   yt Sin 9,  obi  ter* 

minus  3o>  sine  discrimine  omitti  potest  et  co  ac  da  eodem  signo 
sumi  debent.    Itaque  maximus  error  arcus  q>  evadit 

secundum  formulam  (1)  =^ W^~V' ^' 

^^^  ~2aSinr' 


»»  »9 


üt  quodammodo  dijudicari  possit,  quam  rationem  hi  errores  intcr 
86  habeant,  considerandum  est,  esse  tg2j:="^\.   ^      et  satis  pro- 

xiroe  a=-^,  ubi  est  9=  arcui  in  partibus  radii.  His  introdo- 
ctis,  qaum  ponimus  Cos9>=l  animumque  advertimus  ad  aequatio- 
nem    7  =r  m ,    in venimus 

valorem  absolutnm  erroris  prioris  =     Jf     ^..   .,;. , 

'^  mSm9>oml^ 

...  da 

„posterior.s=^g.^^g.^p, 

(ti  in  formula  potteriure  Sin  '^  pro  9'  sabttitaitur) 

ande  efficitur,  formulam  (2)  formulae  (1)  anteferendam  ease,  öt- 
pote  qoae  arcum  quaesitum  paullo  saltero  accuratius  suppeditet. 

Aeque  fere  proxime  ad  veritatem  accedet,  si  quis  e  tabulis, 
quas  Cei"«  Zech  ad  logaritbmos  summarum  differentiarumqne  in- 
veniendos  edidit,  log  Sin  {9  quaesiverit,  qoae  via  sine  dubb  b- 
cillima  est. 
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Nihilominas  tarnen  saepius  accidit,  uf  arcus  hac  vel  illa  ratione 
inveDti  tantis  stnt  mendis  affecti,  ut  prorsus  inutiles  fiant.  Etiamsi 
errores  in  tabulis  Septem  decimalium  utendis  interdum  pauca  tan- 
ram  roinnta  secunda  efCciant,  nimis  tarnen  magnl  censendi  sunt 
nt  errores  caiculi.  Praeterea  obliviscenduni  non  est,  veram  er* 
roris  magnitudinem  e  rationibus  propositis  percipi  non  posse, 
qoaroquani  formulae  nuper  allatae  maximura  eorum  indicant.  Quae 
qaam  ita  sint  neque  nova  facile  ratio  rei,  de  qua  agitur«  expli- 
candae  reperiri  posse  videatur,  nihil  aliud  superest,  quam  tabulis 
plarioro  decimalium  uti,  quando  arcus  bx  logaritbmo  Sinus  vel 
Cosinus  ad  decem  propius  accedente  inveniendus  est.  Exemplum, 
qood  jam  allaturus  sum,  demonstrabit,  errores  alias  oriri  posse 
adiRodnm  magnos,  niroirum  pro  magnitndine  erronim,  qui  ab  osa 
labalamro  generaliter  proficiseantur.  Datis  enim  duobus  trianguli 
plahi  lateribus  anguloque  opposito,  ita  ut  sit  latus  a=200,  anga- 
Id8  oppositus  ^1=200  37'  50''  et  latus  6  =  567,63,   angulum  B  in- 

veniemos  ex  aequatione  Sin^  = •    Tabnlae  decem  decima- 

Cum  dant 

log6= 2,7540653404 

log  Sin /4= 9,5469629291 

2,3010282695 

Ioga=:2,30l0299957 
log  Sin  ß=9,9999982738, 

qiaiiobreni  est  ^=89^  50^  18^45  vel  supplemento  hujus  anguli 
et  error  roaximas  =0^,03.  Si  tabulis  Septem  decimalium  utimur, 
prodit  log  Sie  i?=  9,9999982.    Inde  invenitur 

ope  formulae  (1)  J?=r89o  W  4^37  vel  suppl. 

(2)  J?=89  50  6,14     ., 
opetabulammCel'Zech  i?=89  50  6,13     „ 

Errores  igitur  veri  efficiunt  resp.  14^08,  12^,31,  12^,32,  qui  ma- 
jores sunt,   quam  qui  tolerari  umquam  possint. 
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JOLW. 

De  aequationibtts    numericis    tertii   gradus    solvendis. 

(E  Gon»pfctu  acCoraiB  Re^.  Amd.  Srient.  Holmien«».) 

Aiictore 

D''*  Christiano  Fr.  Lindman ^ 
Lectore   Strengn. 


« 

Modum  aequationes  algebraicas  solvendi  «i  quis  receimuerit 
reperiet,  aequationes  alias  aliter  soivi  et  rationem  eas  8olvendi  bi 
eo  praecipue  coiitineri«  quod  alia  aequatio  gradus  proxime  inferio- 
ris  quaeritur,  a  cujus  indicibus  radices  aequationis  datae  pendeant 
Numericas  autem  aequationes  solvendi  caussa  quaesitae  sunt  ratio- 
fies,  qnae  ad  aequationes  omninm  gradunm  pertinerent  QaEB- 
quam  dubitarl  non  potest,  quin  optima  sit  haec  via,  st  arten  tu»' 
tum  scientiamque  respexeris,  patet  tamen,  praeeepta  iode  profidsci 
posse,  quae  ad  aequationes  certi  cujusdam  gradus  solvendas  siot 
inutilia  et  sapervacanea  vel  saltem  aliis  iisque  commodioribus  con- 
pensari  possint.  In  ipso  igitur  usu  et  ratiocinando  nulla  sperneoda 
est  via,  qua  progredientes  ad  optatum  exitum  facile  atque  con* 
mode  pervi'nire  possimus.  Praeciputs  prius  rationibua»  qoae  W 
aequationes  numericas  tertii  gradus  solvendas  adhiberi  po8id»t 
quam  potero  brevissinie  percursis,  demonstrare  conabor«  hano  tes- 
ten tiam  tantl  aestimatam  non  fuisse,  qaanti  meo  judicio  oporlerci 
Postea  aliqiiid  bac  de  re  in  medium  proferre  mihi  liceaL 

Vetustlssima  est  ratio,  quam  ab  Cardano  appellare  soleot 
lila  nimirum  in  aequationibus  quoque  numericis  adhiberi  potest, 
excepto  casu,  quem  vocant,  irreducihili,  sed  extractionem  xMm 
radicis  quadratae  et  duarum  radicura  cubicargm  desiderat«  Quae 
quidem  res  non  multuni  molestiae  videtur  afferre;    quod   si    consi 


Lindman:  De  aeguaiioniöM  numericis  iertii  graäus  »oi9endis.  391 

dersTCffU,  tadicem  q^adratani  triplo  plutiuia  decimaliuni  eaae  de- 
bere   quam  valoresu  quantitatis  incognitae,   magna  fit  rei  coromu- 
tatio.     Itaque  ratio  Cardani  non  aati»  e«it  idonea  ad  quantitatem 
tncognitain  iiiveniendam,  si  magnus  decimaliuui  numerus  requiritur. 
Alia  quaevis  ratio  aeqoatlonee  algebraicas  tertii  gradus  solvendi 
ad  formulas  formulae  Cardani  eimiles  ducit  itaque  fere  se  habet, 
ot  Cardani,  quum  in  aequationibus  numerieis  adhibetur.    Seriebue 
cornmode  uti  possunius,  91  ad  limitem  certum  quendam  celeriter 
appropinquant ;  sin  minus,  usua  earum  molestissimus  evadit.    Hinc 
Sequilar,    ut  alia  ratio  opus  sit.     CoroplureA  jam  sunt  cognitae, 
qoaruro  ope  ad  veros  radicum  Valoren  niagis  niinusve  appropinquare 
lieeaL     Omnium    commodissima   est,    quae  forniulis  goniometricis 
utitur,    sed  generatim  sex  tanfum  notas  veras  suppeditat,    quum 
logarithnii  septem  decinialiuin  adhibentur.     Buc  accedit,  quod  for- 
roalae  quoque  goniometricae  interdum  radices  omnino  dare  nequeunt. 
Reliquarura  rationuni  duo  sunt  genera,  quorum  unum  ad  aequatio- 
nes  oumericas  cujusvis  gradus  pertiuet,   alterum  ad  singularia  ge* 
nera  aequattonum  spectat.   Rationes  illius  generis  omnino  sunt  tres, 
una  Newtoniy   altera  Lagrangii,    tertia  Fourierii.    Quia  ad 
aequationes  numericas  cujusvis  gradus  destinatae  sunt,  nihil  habet 
adnirationis,  quod  longam  et  operosam  ratiocinationem  requiront. 
Ratio  Fourierii  praedpue  elegans  est,  qiiippe  quae  semper  adbi* 
beri  possit   et  radices  quamvis  accurate   suppeditet.    Nihil  aliud 
contra  eam  dici  videtur  posse,  nisi  quod  majorem  desiderat  labo- 
rem,    quam  qui   aequationibus  tertii  gradus   opus  esse   videatur. 
Hetbodo  Newtoni  utenda  radices  interdum  reperiri  non  possunt; 
metbodus  vero  Lagrangii  desiderat  cognitos  esse  limites,   intra 
qoos  uoa  tantum   radix  cadat.     Hujusroodi  sane   limites  inveniri 
possunt,    investigatio    tamen    eorum   novam    quandam    molestiam 
semper  affert. 

Hujus  generis  est  ratio  Gaussii  indirecta  aequationes  omnes 
trinomiales  solvendi  et  ratio  Rutherfordii  solvendi  aequationes 
tertii  qoartique  gradus.  In  illa  utiniur  tabulis  logaritlimicis,  quam- 
obrem  sex  tantum  notae  acouratae  inveniuntur,  si'tabulae  sunt 
sept«>m  decimalium.  Ratio  Rutherfordii  sane  egregia  est,  sed, 
▼elut  rationes  illius  generis,  multas  requirit  substitutiones  et  qua- 
drata  grandiuro  numerorum  et  extractionem  radicum,  quibus  rebus 
praestantia  hujus  rationis  aliquantum  minuitur. 

Ex  hac  etiam  veloci  percnrslone  rationum  elucet,  sua  quam- 
que  habere  commoda,  etiamsi  interdum  aliquid  amplius  desideran- 
dorn  sit.  Quum  sex  tantum  notis  accuratis  opus  esi^  ratio  goolo- 
metrka  est  commodissima,  si  modo  adhiberi  possit,  de  qua  re 
posthac  dicendum  est.     Si  multae  notae  accuratae  desiderantur. 


992  Unäman:  De  aequationiöns numericU iertti gradtit  so^ndis. 

ratio  Fourieriana  uteoda  est     Decem  tarnen  decimaies  saepia- 
sime  sufficere  videntur,  quamobrem  in  animo  mibi  niinc  est  ratio- 
nem  qaandam  proponere,  qaa  bic  numerus  decimalium  reperiator. 
Novem  quidem  notae  accuratae  inveniri  possunt  ratione  goniome- 
trica  et  tabulis   logarithmicis   decem   decimalium.     Quoniam  vere 
hujnsmodi  tabulae  non  semper  praesto  sunt,  sed  usus  logarithroo- 
rum    ad    molestiam    ratiocinationis   levaudam    tantopere    coodacit, 
operae  pretium  esse  mibi  visum  est  tentare,  numne  propositun  ope 
tabniarum  Septem  decimalium  assequi  possem.     Vix,  credo,  opus 
est  dicere,  bic  non  agi  nisi  de  rädicibus  irrationalibus  et  imagiDaiij&. 

In  aequatione  data  terminum  secundum  vel  abesse  vel  sabla- 
tum  esse  pono.    Praeterea  in  aequatione  sie  accepta  coäfBcient^B 

ipsius  x^=z\  et  valorem  absolutum  ceterarum  co^^fficientiuni  1 

fingOy   ita  nt  aequatio  bujus  sit  formae 

signis  quomodocunque  inter  se  junctis.  Qualibet  ratione  utiimir, 
valores  primnm  ad  veritatem  paullum  accedentes  opus  sunt.  Uujisi- 
roodi  valores  goniometrica  ratione  commodissime  inveniri  videnlor, 
tabulis  quattuor  vel  quinque  decimalium  adbibitis.  Formulae  tnai 
necessariae  bae  sunt: 

(1)  x^+pa::i:q^O,    tgg)=J^.2  Vl^,     tgtf;=VliT^. 
^,=T2Vli^Cot2t,;,    a:,^^^±^u    :,,^^'^j:^^; 

(2)  j:»-p.ri9=0,  ^>^,  Sing>=^.2Vlp,  tgt>;=VlgI^. 

;ri=T2VlpCos9),  a:«=l:2VDiCos(j-<p\  ar3=db2Vl^os(j+9>) 

Postquam  ita  inventus  est  valor  (=Ar)  nonnibil  a  vero  discrepana, 
cujus  mendum  (<0,01)  littera  y  designetur,  substituatur  Är-f-y 
pro  .T  in  aequatione  formae  primae,   unde  prodit  aequatio 
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Valore  absoluto  ipsius  ^=x  posito,  81  est  x>l,  evadit  3A;*>3x 
et  a  fortiori  3A«+;?>3x.  Exsistente  x  =  l,  fit  3x=l  et  3/:«+p 
=  i-f~/'>  Quia  unitas  est  ininimus  valor  coenieientis  p,  evadit 
3Ar*'f-p>3x,  qaod  quoque  usu  venit,  si  est  x<a.  Hinc  efBcitar, 
quantitatenn  SU^-t-p  seiuper  esse  majorem  quam  valorem  absolu- 
tam  ipsius  3j^.    Itaqae  si  ponimus 

_     ^^  +  P^±9_     3)fc  y» 

^"""^     Sk^+p         3*«+;?^      Zk^+p 

et    memoria   tenemus,    factorem    y*    esse    <  0,0001,    terminum 

— — it^A.^    *  *"  fractionem  deciroalem  reductam  et  andecim  ?el 

duodecim  decimalibus  praeditam,  sumere  possumus  primum  ipsius 
jf  valorem  proxime  verum ,  qui  pro  y^,  y^  substitutus  valorem  ac- 
Guratiorem  suppeditabity  qui  postea  substituitur.  Substitutio  iteranda 
eet»  donec  duo  valores  insequentes  fiaot  aequales  vel  non  inaequa- 
les  nisi  decimalibus  ultimis«  id  quod  post  tres  quattuorve  substi- 
totiones  evenit,  quoniam  y<0,01  assumsimus.     Ante  has  substi-' 

tntionts  quaereodi  sunt  logarithmi  quantitatum  gi^  , — >    ^  ,    » 

qui    per   totam   ratiocinationem  usurpantur.      De    binis    radieibus 
imaginariis  posthac  agetur. 

Si  est  aequatio  data  fonnae  secundae,  eodem  modo  progredi 
licet,  dummodo  sit  Zk^ — p  major  valore  absoluto  ipsius  Zk.  Facile 
dijodicatur,  rem  semper  ita  se  habere.    Radix  enim  realis  est 


1  —«7^=^  posito,   evadit 

Quantitas  ^*-*3   major  esse  debet  valore  absoluto  ipsius  Ar,    Id 
est,  si  y*  negligitur,    , 


1 
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Kl-6)»+0 +6)'l V  ? +  |-'2y|(I-6)*  +  (1  + 6)HV^| 

B      

Posito  y=0,01y   oportet  esse 


I 


%      8 

(1  -6)t  +  (1  +  6)»i\^+f->  1,021(1-6)1  +  (I  +6)»lV|+0,01, 


Quod  qaia  asu  venit,  quam  p  ei  q  minimum  quaeque  valorem 
habeot,  id  est,  umtati  sunt  aequales,  et  faeile  probatur  ita  qnoqoe 
es.se  pro  aliis  quantitatum  p  ei  q  valoribus,  sequitur,  ut  in  quali- 
bet  aequatione  generis  secuodi  eadem  ratione  atque  in  aequatlo- 
nibus  generis  primt  uti  liceat. 

Jam  in  genas  tertium  transeanias.    Posito  priroum  ^=kl  patd 

esse  ari=T2V^Jp,  a:a=^8=±  V"4jp.    Qaod  sl  est  ^<^»  «"«^ 

dit  casus,  quem  vocant,  irredacibilis ,  ubi  canetae  radices  sodI 
reales  et  inaequales  et  binae  eodem  signo  praeditae.  Ratio  gonio- 
metrica  omnino  suppeditat  valorem  uniuscujusque  radicis  proxime 
verum,  qui  ita  ot  antea  tractari  potest,  siquidem  valor  absolutns 

coiSfficientis  av^ minor  est  unitate  vel  unitatem  paullulum  tas- 

tum  superaf.  Ut  hoc  dijudicetnr,  ponatur  =a  ea  radix^  quae  «st 
signo  ceteris  opposita,  et  summa  harum  dimidia  =a  et  differeotia 
dimidia  93  d.    Ita  invenitur  aequatio 

(a:— «)(a---a— d)(ar— a  +  ^=0, 
quae,  cum  data  comparata,  dat  aeqnationes 

a+2«=0,    2aa  +  a«— a«  =  — p,    a(a«-d«)=Ty.       (^) 
Ex  aequationibus  prima  et  secunda  invenitur 

Jam  ai  u  substituifur  pro  ky  evadit,  ratione  signi  noii  habita, 

U 3a_ 

3ife* — p       3a* — p  * 

ü'        q^ 
Quum    vero   per    hypothesin  sit   ^  ^  7  ®^  unitas  minimus  quan* 
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titatiH  q  valor,  patet  e»se  /''>~t  vel  />>'V2.     Quoniam    prae- 

terea  est  «•>d*  vel  icf*>^,   ex  aequatione  (v')  sequitur,    ut  sit 

3  Sa  3 

a*  >  p  atque  ideo  ^  >  .^^.J"»     At  vero  quum  qiiantitas  5-  seni- 

3^ 
per    minor   s\i   nuiiiero   1,091,    iilem   a    fortiori    in    ^7.2' 17^   valet. 

Itidem  »\  substituitur   a  —  ö  vel   a  Fd,    prent  est  a>0  vel  €r<0, 

valor  abtfolutu8    quantitati«   a^^^j—    evadit    retfpective   q-.^   ^^>. 

.      3(a  +  ^ 
2373aT^'  ^**''*  ®**  p=3«e*  +  d^    QuoDiam  factor,  quo  quan- 

tltas   ö>  inultiplicat#  eM ,  semper  est  minor  quam  i,  suflfieit,  si  est 

^  <  1  \el  sattem  uuitatem  paullum  excedit  Tertiam  .  ratUcero 
separatim    quaerere  opus  non  est,   quia  summa  radicum  est  =0. 

Sin  autem  est  0,5 >4> 0,06,  convenientissimum  videtur  radi- 
ces  ejusmodi  nuroero  integro  n  multiplicare.    ut  nova  quantitas  6 

fiat  >0»5.     Patet  in  promptuque  est  hoc  fieri,    si  —  pro  x  in  ae- 

qaatione  snbstituitur.  Talis  mnitiplieatio  etlam  alias  iorentionem 
radicum  accelerare  potest,  qnoniam  hoc  pacto  quantitas  y  parva 
fit,  ut  multiplicatio  per  2,  sl  decimalis  tertia  ip8iu»  k  est  r=5. 

Sit  denique  ^<0,05.  Haec  res  valore  valde  magno  loga- 
rithmi  quantitatis  C0639)  indicatur,  qui  interdum  tarn  prope  acce- 
dit  ad  10,  ut  arcus  <p  vix  et  ne  vix  quidera  determinari  possit*). 
Tum  multiplicatio  ouper  commemorata  incommoda  evadit,  quia 
magni  nui\ieri  inde  oriuntur.  Quoniam  ratio  goniometrica  nunc 
ob  eaussam  allatam  valores  proxime  veros  non  mippeditat»  aliter 
procedendum  est    Ex  aequatione  (v')  invenitur 

obi  ordo  signorum  aequatione  tertia  aequationum  (v)  dTjudicatur. 
Quia  9  per  hypothesin  est  quantitas  admoduin  porva,  ponere  licet 

Jt==p2Vlp.  Jaro  vero  sl  substUuitnr  k-\ry  pro  x  in  aequatione 
data,  quantitas  y  ut  antea  potest  determinari.  Aequatio  deinde 
prima  (v)  dabit  cr=  — Ja.  Jam  nihil  restat  nisi  quantitatem  S  de- 
terroinare  **),  Quod  ut  fiat,  commodissimum  videtur  quantitates  a  et 
u  ex  aequationibus  (v)  eliminare,  quo  facto  prodit  aequatio 


•)  Cfr.  na«MH.  flk  tabolU  Tri|^onfHB«tricia  pag.  2lil. 
^)  Rntberford   quantiCnfcm  9  tempcr  (id   est,  etiamal  ^  aoo  «U 
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4(p_a«)(p_4a«>«  =  27^» 
vel 

IM«— 24p«»  +  9pM«  =  ^2—^* , 
quse  aequatio  haoc  sibi  formain  iDduere  potest: 

und«  iovenitur 


4  1 

Quooiam  gz^  ©st  unitato  minor,  fractio  r —  id  seriein  coo- 

vergentem  evoivi  potest.    Ita  fit 

Moiestum  quidem  est  qoaerere  p'  et  9^  et  radlcem  quadratam 
dnodecim  decimalibus  praeditam  extrahere;  sed  p^  et  9*  semper 
quaerendae  sunt,  quando  p  Signum  —  habet,  ut  innotescat,  nun 
casus  irreducibilis  iocidat,  nisi  quis  banc  rem  formulis  goniome- 
tricis  decemere  voluerit.  Melius  praeterea  est,  quam  quantitatem 
a  ad  quadratuni  elevare,  quia  p^  et  q^  e  tabula  dignitaturo  sumere 
licet,  nisi  p  et  9  sunt  nuraeri  valde  magni.  Ad  verum  autero  va- 
iorem   quantitatis   9    eeleriter    acccditur.     Viz  opus  est  monere, 

V4ü»— 27^*        4 
logaritbmos  quantitatum  constantiuro  ^-^ ^-»     s-   ante  rt- 

tiocinationis  initium  esse  sumendos. 

Radtees  tandem  imaginariae  sunt  quaerendae.  Pars  earoni 
reaiis  est  aequalis  parti  dimidiae  radicis  realis,  signo  tanturo  mu* 
tato.    Co^fBciens  ipsius  i(=:^')  iovenitur,   si  in  aequatione 

ponitur  d't  pro  d,    quo  facto  evadit 


parva)  determinat  aeqaatione  ^=1^p  — ^*,  qaae  auo  modo  invenit  Hoc 
•obmoleatom  videtur,  qaia  a  (derem  decimalibas  praedita)  ad  qaadratiia 
elevanda  e«t. 
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proot  est  aeqaatio  formae  primae  vei  secundae.  Qooniain  radices 
imaginariae  satis  accarate  cognitae  videiitur  esse,  si  qainque  vel 
sex  deciniales  inventae  sunt,  in  i'  qnaerenda  utamur  tabolis ,  quas 
Cel**  Zecb,  ad  logaritbmos  summaruro  differeDtiaramqiie  inve- 
nieodos  edidit. 

Ex.  1.    Priinani  exemplain  sit  aeqaatio 

ar»— ar-6=:0, 

iD  qua  solvenda  Newtonns  et  Lagrangius  soam  qoisqoe  me- 

thoduiD   spectavit    et   qaae   in  Lexico    Klügeliaiio   (Pars  posf. 

sopplem.  pag.  554—561)  secundum  rationem  Fourierii  tractator. 

^s     p3      25      8 
Quia  est  jf~~%=x  —  97^^*  hd^^c  aeqoatio  unam  tantum  habet 

radiceiD  realem.    Tabulae  trigonoroetricae  quattuor  decimaliam  dant 

;r =2,095,    ar=-l,(M7±  1,135». 

QnoDiam  decimalis  tertia  est  =5,  radices  per  2  muitipiicandae 
sunt,  qnare  substituitur  -^  pro  x.    Ita  prodit  aequatio 

ari»— &ri-40  =  0. 
Jam  si  ponitur  arg  =4,19 -|-^,  invenitur 

0,040059  +  44,6683y  +  12,67y«  +  y» = 0 
▼el 

y=-*O,000e9681O49O-9,449335V— ^^<S8iyS, 

obi  Domeri  iinea  distincti  sunt  logaritbmi.  Primus  valor  proxtme 
▼ems  Sit  yi  =  - 0,000696810480.  Qoia  est  log  y,  =6,9627006^1., 
habebimus 

logi^«=3,9054013 

9,4493359.  .vi  =:  -  0,000896810490 

3,3547372.    .    .    .        —0,000000226327 

logy|S=0,8S810» 
8,35000« 

9,20810    .    .    .    .        +0,000000000016 

5^,^—0,000897036801. 

Sabstituto  itidem  y«,  invenitur  yg^ — 0,000697036916.  Quoniam 
logy^    dimidia   tantum  uailate  decimalis  septimae  logy,   superat^ 


298  L  indman:  De^egnaHonf^s  numtrieH  iBrm§radus  tokemUi. 

elucet,  nullam  oini  nltiiMim  ipsius  ^3  decimafte«!  fiilsam  esse  poste. 
Itaqoe  est 

a:,  =^4,189102963084,    ar  =  2,094551481542. 

Hone  vaiorem  cum  valore  apud  Klügelium  invento  si  qois  ees- 
paraverit,  reperiet,  ultimam  ettam  decimalem  veram  forte  eme. 
Denique  itivenitur 

^=— I,04727ö7±  l,l36940f. 

Ex.  2.    <3  +  ll<«—102e+ 181=0. 

Primum  omniam  terminus  eecundus  sammovendus  est  peneoilo 

ar— 11 

t= — « — ,    quo  facto  prodrt  aequatlo 

a:8-.128Ia:+17647  =  0. 

Ezsistente   ^— ^  =.    »  casus  irreducibilis  adest.     Reperimn? 

quoque  logCos39)  =  9,9999.  unde  iiquet,  duas  radices  proxiroe 
esse  aequales.  Talor  radicis  tertiae  proxime  venis  invenitur  esse 
= — 41,33.    Substituendo  — 41,33 -|-y  pro  ar  obtinebinius. 

—7,890637  +  3843.6067^— 123,99.y«+y»=0 
vel 

^=0,002052976598  +8,508659%*  -ß^löiyy«. 
Posito  yi  =0,002052978598,   evadit 

9^=0,002053114561,    ^9=0,002053114579, 

atqoe  Ideo 

a:  =  ~41,32794688542]=a, 

ubi  deeimalis  ultima  est  incerta. 

Jam  ?ero  qiiia  est  V^4/?'— 27^*=  189,   invenitur 

^=li2t'+3843**  +  *^5 
▼el 

S  =  0,02451(0163934  +  S,406l5lO^, 

nbi  hi  tormint  suificiunt.     Ex  hac  aequatione  invenimns 

8  =  0,024590179410. 
Euistente  praeteraa  «s2O,6630734427JOb>  evadit 


^—11 
Ex   aeqoatione  /= — « —  taiKTem  eraitiir 

f,*Ä— 17,442648961807,    <» =3,2211621307^74,    tg  =3,213127754433. 

Ex.  3.   8/»— 6^—1=0,    (Vi.le  Büu rd Oll,  Elom.irXlg.  Pari»  193T.p.5<i2.) 

Ponendo  2t ^üt  simplicior  orifur  aequatio 

;ir8_-3ar— 1=0. 

Qoia  est  ^ — i^«'   ^^^"^  irreducibili.«)  locum  habet.     Ratio  go- 
niometrica  dat  Co83gp  =  .*,   3t/;  =  60^,    atque  ideo 

a:i  =  1.88,     ara  =  — 1,532,     .r3  =— 0.347. 
Si  prius  po8ueriinu8  jr=l,88-|-y,    itiveniemus 

0,004672 1 7.6032y  +  6,d4y^  +3^ = 0 


y=— 0,000614478114-9,8702827^«— 9,11900y». 

Qoaroqnam  coäfficiens  ipsius  y^  paullo  major  eist,   ad  Terum  valo- 
mi  cderiter  appropioquainus  et  iovenimu8 

^=-0.000614708172,    y, =-0,000614768427. 

atque  ideo 

;r|  =  1,879385241673. 

Jam  radix  tertia  supputanda  ent.    Substituendo  —  Oj347  -|-  y  pro 
X  habtbinus 

-0.000781923— 2,638773y-  l,041y«  +  y»=0 
vel 

-  y = -  0,000296320676— 9,5960487y«  +  9^mßy^, 
onde 

ys»-^j000296355326.    9^= -0,400296355332 . 

atqne  Ideo 

;rs= -0.347296855332,    :rs=— 1^53208888624 1. 

Vi  i  iBveniatur.   valores  ipsius  x  per  2  diTidendi  sunt 

Si  qaU  ipsani  radicem  x^  computare  voloisset.   sabatitaenda 
esset  quanätas  — 1.63-1- y  pro  Xp   qoo  facto  evadH 
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y  =  -  0,002093867303 + 0,057*2954^«  -  9,39Ö4%». 

Quia  co#f]ficiens  ipsius  y^  magna  eM  {d  tantum  est  0,64)9  ad  verum 
Taloreni  tardius  appropinquamiis,  sed  invenimus  tarnen  decem  de- 
cimales  veras.    Attaraen  satias  est  hanc  radioem  per  5  nmltipfi- 

care»  si  separatim  computanda  est  Substituendo  s  pro  x  prodit 
aequatio 

linde,    posito  i:= — 7,66 +  y,    invenitur 

0,044904  + 101,0268^ — 22,98ya  +  .v'  =  0 
vel 


f/=— 0,000444476119+  9,3569134y«-7,99556y». 

Ita  habebimus  y«=— 0,000444431181 ,  y^  =  -0,000444431190  atqae 
ideo 

2= -7,660444431190,    a;,=— 1,632088886238, 
qui  valor  a  valore  supra  invento  fere  nihil  discrepat. 
Ex.  4.    ar»—9ar  + 362  =  0. 

Qaia  est  ^—^  =  7  (4p»  —  27<y«  =  656) ,   casus  irredacibilb 

locum  habet.    Ratio  goniometrica  suppeditat    logCos39^  9,9999. 
Ut  supra  invenitur  Ar:=—>  11,31,  quare,  posito  :r= — 11,31  +y^  evadit 

1,028909  +  287,7483y-33,93y«  +  y» =0 

vel 

y=— 0,003576725729  +  9,07l5712y«  -  7,64099y*, 

unde 

y,  =  —  0,003674217922 ,    y,  =  -  0,003574219194 

atque  ideo 

a=r  — 11,313574219194,    «= 5,656787109507. 

Postea  invenitur 

Quoniam  est  V2l  s=468 Y  /  +  ^|  =  4.582S7Be94g5ff7,   fit 
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a=:0,047735163489'f  6,82150596« -h^Ö64i7d«, 

aode 

«,=0,047736674253,    «,  =  0,047736674348, 

atqae  ideo 

a  +  «= 6,704523783945,    «  —  «=5,609050435249. 

Id  bis  exemplis  uiidecim  decimales  accuratas  inyeninius  6t 
farile  patet,  etiam  plure«  eodem  modo  accipi  posse,  si  primus 
Talor  proxiroe  venis  plures  habet  decimales  quam  duas.  Ita  tarnen 
radocinatio  fit  molestior.  Quae  quum  ita  sint  et  decem  vel  ande- 
clm  decimales  accuratae  saepissime  sufficere  videantur,  bunc  de- 
clmalium  nuraerum  inveniendum  mihi  potissimum  proposui. 


Ueber  eine  Kriiminungskugel  besonderer  Art. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Aas  der  allgemeinen  Theorie  der  Berührungen  in  der  analy- 
tischen Coordinaten- Geometrie  ist  bekannt,  dass  es  för  krumme 
Flächen  eine  Krfimmungskugel  im  eigentlichen  Sinne,  d.  h.  eine 
Kagel ,  u-elche  mit  der  krummen  Fläche  in  einem  geiv'issen  Punkte 
derselben  einen  Contact  der  zweiten  Ordnung  bat,  nicht  giebt, 
weil  die  Bestimmung  einer  solchen  Kugel  die  Ernsllnng  von  mehr 
Bedingungen  erfordert,  als  willkilhrliche  Constanten  in  der  Gleichung 
der  Kugel  enthalten  sind.  Für  die  hrihere  Geodäsie»  wenn  man 
in  derselben  die  Erde  als  ein  Ellipsoid  betrachtet,  die  Berech- 
noDg  des  Netzes  aber  in  seinen  einzelnen  Dreiecken  sphärisch  *) 


*)  MiUeltt  de«  Legend re'achen  Theorems  oder  einer  anderen  Me- 
tkod«  nbrii^enii  noch  auf  die  Rererhnnng  ebener  Dreiecke  rediicirt 
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führt,  ist  es  aber  von  WieMgkeit,  eine  Knget  m  keantn,  welcke 
sich  io  gegebeDeo  Rankten  der  ellipsoidiscben  ErdoberflSehe«  in 
der  Nfibe  derselben «  möglichst  genaa  an  die  Erdoberfläche  an- 
schliesst,  weshalb  es  auch  an  verschiedenen  sehr  scharfsinoigen 
Untersnchongen  fiber  diesen  oder  wenigstens  verwandte  Gegen* 
stände,  namentlich  von  Gauss,  nicht  gefehlt  hat,  die  theilweise 
in  grosser  Aügeroeinbeit  durchgeführt  worden  sind.  Praktisches 
Bedärfnia«  fflbrte  nMch  vor  Kurzen  an  einigen  Betracbtungen  über 
diese  Gegenstände,  die  ich  im  Folgenden  in  der  Kurze  BMttbcikn 
will,  ohne  denselben  auch  nur  im  Entferntesten  einen  anderen, 
als  vieUetcbt  einigen  praktischen  Wertb  beilege«  an  wollen. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  FlSche  will  ich  dnrdi 

A^,  F,  Z)  =  0, 

die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  also  durch  X,  F,  Z 
bezeichnen.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen,  aber  bestimmten 
Punktes  in  dieser  Fläche  seien  x,  y,  z,  welche  also  durch  die 
Gleichung 

f(a:,  y,2)=0 

mit  einander  verbunden  sind ;  zwei  dieser  Coordinaten ,  etwa  x,  jr» 
sind  als  unabhängige  Variabele  zu  betrachten ;  die  dritte  Coordinate 
2  ist  von  denselben  abhängig.  Alle  im  Folgenden  vorkommende 
Differentialquotienten  sind,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt 
wird,  partielle  Differentialquotienten,  und  natürlich  ans  der  vor- 
stehenden Gleiehnng  zu  entwickeln. 

Die  Coordinaten   des  Mittelpunkts  der  gesuchten  Kugel  seieo 
p,  q,  r,    und  R  sei  ihr  Halbmesser,   also 

(jr-p)«  +  (F-^)«+(Z-r)«=Ä* 

ihre  Gleichung,  natürlich  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten. Die  Natur  der  Betracl.tungen,  welche  wir  hier  anzBStel- 
len  die  Absicht  haben,  erfordert,  dass  diese  Kugel  durch  dea 
gegebenen  Punkt  (xyz)  gehe,  was  als  erste  Gleichung  zur  Be- 
stimmung der  vier  Unbekannten  p,  q,  r^  R  die  Gleichung 

giebf. 

Sind  nun  x-\r  ^x,  y-[-  Äff,  x\  Az  die  Coordinaten  eines  VKt^' 
ten  Punkts  der  gegebenen  Fläche,  so  ist 

=  (.T-/>)*+(y-flr)«+(*-r)«+2t(ar-iB)zfar  +  (y-9)^y+(»-r)^»l 
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also 

cNler 

#r-u+i  j^ — + gä » 

das  Qaadrat  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Mittelpunkte 
ipgr)  der  su  bestimmenden  Kugel.  Also  ist  nach  dem  Binomi- 
sch eo  Lehrsatze  bis  auf  CPlieder  genau,  welche  in  Bezug  auf  Ja\ 
^^,  z#z  Ton  der  zweiten  Ordnung  sind: 

=  R  + g  ^         — 

oder 

V"(.r— />  +  ^;r)«  +  (y  —  ^  +  ^^)*  +  (z— r  +  ^z)^  -  E 
(ar— p)z/j;  ->-  (y  —  g)Jy  +  (r^r)^z 

:^Mj^M:_^i!      \ix-^p)Jx-f{y-'g)Jy  +  (z-T)dz  \^ 
^  2R  2Ä»  ' 


%vo 


die  Differenz  zwischen  der  Entfernung  des  durch  die  Coordinaten 
jc-i-Jx,  y  +  ^y,  z  +  Jz  bestimmten  Punktes  der  krummen  Fläche 
von  dem  Mittelpunkte  der  zu  bestimmenden  Kugel  und  deren 
Halbmesser  H  ist. 

Gehen  wir  nun,  was  hier  ein  liir  alle  Mal  bemerkt  sei»  bei 
alleo  folgeaden  Entwickelungen  bloss  bis  auf  Glieder  der  zweiten 
Ordnung  in  Bezug  anf  dx,  Jy,  so  Ist  zu?9rderst  nach  dem  Tay- 
lor*schen  Lehrsatze  für  mehrere  veränderliche  Grossen: 

also: 

20* 
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=  Ix— p  + (*-r)  g^Mx  +  ly— 9  +  (*— r)g^My 

I  ix—p)Jx  +  (y  -  9)^»  +  («  — r)//*  l* 
folglich  nach  dem  Obigen: 


K ^^ 

+ — g — ^^tf 


2Ä  ■"  2Ä» 


^*» 


+  (  2Ä  ~  2Ä»  )    ' 


8h 


8a?  8v  ,     , 
+ ^- — ^  JxJy. 

Soll  nun  die  gesuchte  Ku^el  io  der  Nähe  des  Paüktes  (xfi) 
sieb  möglichst  genau  oder  ionig  an  die  durch  die  Gleichung 

f(X.  F,  Z)  =  0 

charakterisirte  Fläche  anschliessend  so  müssen  For  allen  Diogto 
die  willkühriichen  Constanten  in  der  Gleichung  der  Kugel  so  be- 
stimmt werden  >  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differeoi 
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die  GBeder  der  ersten  Ordnung  ganz  unabhängig  von  bestimmten 
V^erthen  der  Veränderungen  jdx  und  Jy,  also  ffir  jedes  jd± 
and  ^y,  verschwinden ,  was  nach  dem  Obigen  zu  den  beiden 
Gleichungen : 

II.    j:-p+(i-r)g=:0,    y-9+(^-r)|=0 
nibrt. 

^eil  bekanntlich 

A-«  +  ^(z-i)=o.   r-,+|(z-«)=o 

oder 

die  Gleichungen  der  Normale  der  krummen  Fläche  in  demJ^unkte 
(jryz)  sind»  so  erhellet  aus  den  Gleichungen  IL  unmittelbar»  das« 
in  dieser  Normale  der  Mittelpunkt  {pqfr)  der  gesuchten  Kugel 
jederzeit  liegt. 

Ein  möglichst  inniges  Anschliessen  der  gesuchten  Kugel  an 
die  krumme  Fläche  in  der  Nähe  des  Punktes  (xyx)  erforderte  nun 
noch  9  dass  die  Constanten  in  der  Gleichung  der  Kugel  femer  so 
bestimmt  würden»  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differenz 

aoeh  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  unabhängig  von  bestimm- 
teB  Werthen  von  ^x  und  Jy,  also  fOr  jedes  Jx  und  ^y,  ver« 
schwänden,  was  aber,  in  Verbindung  mit  den  drei  Gleichungen 
1.  und  II.»  offenbar  mehr  als  vier  Bedingungsgleichungen  geben 
,  wfirde»  und  daher  nicht  möglich  ist,  weil  die  Gleichung  der  Kugel 
nur  die  vier  willkührlichen  Constanten  p,  q,  r,  R  enthält. 

Um  daher  unseren  Zweck  wenigstens  so  nahe  oder  genau  als 
mOglich,  so  genau,  wie  die  Natur  der  Sache  es  irgend  gestattet» 
zu  erreichen,  scheint  nichts  Anderes  Obrig  zu  bleiben»  wenig- 
stens nichts  Anderes  unserem  Zwecke  besser  zu  entsprechen»  als 
dass  wir  die  eine  noch  übrig  bleibende  willkOhrliche  Constante 
so  bestimmen,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differenz 


V(*-p  +  -^ar)»  +  (y-^+^/y)«  +  (*-r+^/«)«— Ä 
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die  Glieder  der  swelten  Ordnung  Rir  alle  einander  absolut 
gleichen  Werthe  der  Grossen  Ja:  und  J^  verschwinden,  wbm, 
mit  Rücksicht  auf  die  beiden  Gleichungen 

in  IL,   nach  dem  Obigen  zu  der  Bediogungsgleichung 

führt,  in  welcher  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  niusü, 
jenächdem  Ja;  und  z/jf  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Aber  eben  dieses  doppelte  Vorzeichen  macht  wieder  die  in  Rede 
stehende  Bestimmung  im  Allgemeinen  unmöglich,  indem  die 
selbe,  in  der  Weise,  wie  sie  oben  ausgesprochen  worden  bt, 
vielmehr  nur  in  den  speciellen  Fällen  möglich  sein  wird,  wo  der 

Differentialquotient  V~^~    verschwindet,    weil  dann  die  obige  Be- 

dingungfligleicliung  «ich  a«f  die,  ein  doppeltes  Zeichen  nicht  aiehr 
enthaltende  Gleichung 

reducirt.  TTnter  den  gemachten  Voraussetzungen  haben  wir  also 
zur  Bestimmung  von  p,  ^,  r,  R  die  vier  folgenden  Gleichungeo: 

aus   denen   sich : 


ofler: 


IV. 
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ergiebt,   da«  Zeichen  in  der  letzten  Formel  immer  so  genemmen, 
dass  R  positiv  wird. 

Diese  Formeln  woflen  wir  ntni  nuf  das  Erdellip»eid  antvMiden, 
dessen  Gleichung  wie  gewohnlich 

a«       +  6«  ""  * 
•ein  mag,  so  dass  wir  also  för  den  Pankt  {Xyt)  die  Gleichung 

haben,  aus  welcher  die  sämmtlichen partiellen  Differentialquotienten 

ax       82       8%       J^      82£ 
8a:'     8y*     8a:«'     8ar8y'     8;/« 
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entwickelt  werden  roflssen.    Ohne  Schwierigkeit  erhalten  wir  aber 
durch  partielle  Differentiation  der  obigen  Gleichang: 

X       z     dz      ^ 


dz    &  SH  ^ 


folglich,   wie  man  leicht  6ndet: 

dz      __     6'a: 

dt      ö*y 

a^    _      6^    g^i«  +  6  V 

8h  __^  fy 

Well  nun  aber  das  Erdellipsoid  ein  Rotations -Sphfiroid  und  die 
Axe  der  z  die  Drehungsaze  ist,  so  wird  offenbar  die  Allgemeio- 
heit  nicht  im  Geringsten  beeinträchtigt,  wenn  man  jy  =  0  setit. 
wodurch  die  obigen  Formeln  in  die  folgenden  fibergehen: 

dx  7?z  * 


=  0, 


dz 

5^    "^     a**       aV 


8h     __^  1 


»^»o, 


dxdy 
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^er,    weil 

folglich«    wenn  wir  ^=0  setzen, 
Mi  y    in  die  folgenden  : 

Wegen  der  letzten   dieser  Gleichungen  i«t  Im   vorliegenden  Falle 
die  Anwendung  der  Gleichungen  IV.  gestattet. 

Bezeichnen  wir  nun  die  sogenannte  reducirte  Breite  de«  Punk- 
tes (jTjfx)  durch  Bf   so  ist  bekanntlich: 


folglich : 


jr  =  acosA,    x^^bumB; 


g-=--COtÄ, 

a^  -"' 

dH b 

5xä""""a«8lni?»' 

a>2  6 


a^*  a^sinf 


Also  i«t: 


.,  .  f     -  1   .  .  .^  .  ,    -  .  .     2««8ini?«+6«cosÄ« 


a«8in^ 


folglich : 


aÄ*^"aj^«~~ii«*     sinÄ»     ' 

2a^sin  Ä*  +  6*cosÄ* 
p  =  acosÄ|I a«(l+sinÄ«)   "'' 

r=6s.nÄ|l g_^--__^,; 
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oder,   wie  man  hieraus  leicht  findet: 

9=0, 

a*      sin  B^ 
r=26(l-gi)j^^.„ß,. 

Setzt  man  wie  gewöhnlich 

so  ist: 

ac*cos£?* 
'^— l  +  sinÄ«* 

9=0, 

_     26g«sini?«, 
''""""l+sinB«' 

ac*co8Ä^ 

''— l  +  sifiÄ«' 

9=0, 

2ae*sinÄ^ 


auch  ist: 


(1 + sin  Ä»)  \nr^ 


Ferner  ist 


^-^ab'  l+sinfi« 

oder ,   weil 

6* 
2a«sinÄ«  +  6«cosÄ«=2««tl— 0— 2ä«^cosg*}, 

a«sinfi«  +  6«cosÄ«=a«tl-(l-.^cosÄ»| 
ist,  auch: 


2«.  <i-(i-^"«'«^iV"'-('-r«>"'"'^ 

^  =  ~r'  1  4^  ein ^ 


t^^'^'^m^t^mm^l^ 
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oder: 

2a  _    |i-;(l-|-c«)cos£r*|Vr— e»co8ig^ 

Weil 

ist»   «o  ist  nach  dem  Vorhergehenden  auch: 

6*     cosÄ* 


+  6«Mnß«tl-2(l-g),-|^l* 


a 


»der 


> 


welche  Formeln  wir  jetzt  der  KOrze  wegen  nicht  weiter  entwickeln 
und  redociren  wollen,  da  die  obigen  Formeln  schon  hinreichend 
«ind.  Auch  die  Ableitung  zweckmässiger  Näherungsformeln  aus 
den  obigen  genauen  Formeln  unterliegt  keiner  Schwierigkeit. 
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Gedächtnissrede  auf  Jakob  Bernoalli  zur  zweites 

Säcularfeier  seiner  Gebart 

gehalten  Ton 

Uerrn  Rudolf  FFolf. 

Ant  den  Mittheilungen  der  Berner  natiirf.  GesolUch.  b««ondert  abgedrackl 


(ich  erlaube  mir,  diese  Rede  aus  der  Torher  genaunlen  Zeilschrift  hier  mt* 
SDlheilen,  weil  es  Fflicht  isl,  das  Gedacbriiiss  eines  so  grossen  BUibeBU- 
likers,  wie  Jakob   Bernoulli  war,  Ton  Zeit  zu.  Zeit  xa  erneuero.        ^ 


Heute  vor  200  Jahren ,  am  27.  Deeember  1654  alten,  oder  w 
6.  Januar  1655  neuen  Styles,  wurde  in  Basel  Jakoh  Berooolii 
geboren  *),  —  der  Erste  jener  sieben  Bernoulii's  *),  die,  ^ 
die  Geschichte  kein  zweites  Beispiel  aufzuweisen  hat,  wwircofl 
mehr  als  einem  Jahrhunderte  die  mathematischen  WisseDSchaiUB 
auf  eine  so  ausgezeichnete  Weise  pflegten,  dass  ein  Newton 
und  ein  Leibniz,  und  später  wieder  ein  D*Alembert  aod  ein 
Euler  sie  als  ebenbärtig  betrachten  mussten,  —  dass  die  getebr' 


>)  Bekanntlich  wurde  in  Ba«el|  wie  an  den  meisten  e^angelx^ 
Orten,  der  Gregoriuniache  Kalender  erst  1701  eingeführt,  indem  iov> 
eilf  ersten  Tage  dieses  Jahres  aasfallen  Hess.  —  Die  Biographie  wri^' 
teile  setEt  den  Geburtstag  Jakob  Bernoiilli's  auf  den  85.,  Leo  * 
Lexikon  auf  den  29.  Deeember  I6&4;  Bernoulli's  Eloge  in  d«B  P>"' 
ser  Memoiren  and  die  \ita  Bernoullii  von  J.  Battier  gebeo  d^«^ 
öbereinstimmend  den  27.  Deeember. 

*)  Zwei  Jakob,  zwei  Johann,  swei  Nicolaas  and  ein  i^*'^*! 
.  lud  ooch  konnte  ihnen  ein  dritter  Johann,  ein  zweiter  Daai^'^ 
ein  Christoph  beigefugt  werden.     Vergl.  Bern.  Mitth.  1M6,  p«f'^*' 
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ten  Gesellschaften  ihnen  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  zins- 
pflichtig wurden  y  — *  dass  noch  jetzt  jeder  Mathematiker  fast  auf 
jedem  Schritte  ihren  Fassstapfen  begegnet^  und  ihr^n  Namen  nicht 
anders  ausspricht,  als  mit  Ehrfurcht.  För  den  Schweizer  haben 
aber  die  Bernoulli's  noch  eine  weitere  Bedeutung  als  für  die 
Mathematiker  im  Allgemeinen :  Er  sieht  gerade  in  den  Bedeutend- 
sten der  Bernoulli's  MSnuer,  welche  trotz  den  glänzendsten 
Anerbietungen  des  Auslandes  den  grSssten  Theil  ihres  Lebens 
dem  Vaterlande  widmeten,  so  z.  B.  successive  103  Jahre  den 
Lehrstuhl  der  Mathematik  in  Basel  bekleideten,  ~  Männer,  welche 
alcfat  nur  das  wissenschaftliche  Leben  im  Vaterlande  förderten, 
and  so  z.  B.  HauptstOtzen  der  ältesten  Schweizerischen  gelehrten 
Gesellschaft,  der  1751  gestifteten  Societai  kehetica  physico, 
mathematico,  boianico •  medica  ^) ,  waren,  sondern  auch  in  geisti- 
ger Beziehung  der  Schweiz  im  Auslande  eine  Geltung  zu  ver- 
schaffen wnssten,  wie  sie  ihr  früher  fast  nur  zugekommen  war, 
wenn  es  sich  um  körperliche  Kraft,  Tapferkeit  und  Treue  han- 
delte. Der  Schweizer  soll  .also  seine  Bernoulli's  feiern,  sei 
er  Mathematiker  oder  nicht,  und  es  wäre  Gndank,  das  Jubiläum 
der  Geburt  Jakob  Bernoulli's  vorübergehen  zu  lassen,  ohne 
seioer  zu  gedenken. 

Des  Leben  und  die  Verdienste  Jakob  Bernoulli's  sind 
wiederholt  geschildert  worden*),  und  hätte  auch  nur  Fontenelle 
aJleio  sich  dieser  Aufgabe  unterzogen,  so  wäre  wohl  wenig  bei- 
zofilgen.  Es  mag  somit  hier  genügen,  in  kurzen  Worten  einiger 
der  wichtigsten  Punkte  zu  gedenken:  Vom  Vater  zum  Theolo- 
gen, von  der  Natur  zum  Mathematiker  bestimmt,  studirte  Jakob 
Bernoulli  öffentlich  Theologie,  —  im  Geheimen,  und  sogar  fast 
ohne  litterarische  Hfilfsmittel,  Mathematik,  sich  die  Devise  wäh- 
lend: inviio  patre  sidera  versa  ').  Bereits  hatte  er  sich  schöne 
Kenntnisse  in  letzterm  Fache  erworben,  als  er  1676  nach  glück- 
lich bestandenem  theologischen  Examen  das  väterliche  Haus  ver- 
1ies8>  —  zunächst  in  Genf  dieblinde  Elisabeth  von  Waldkirch 
tiacfc  eigenen  Methoden  unterrichtete,  —  dann  im  südlichen  Frank- 
reicii  eine  Informator-  und  Prediger -Stelle  bekleidete,  und  erst 
1682»  nachdem  er  noch  Frankreich,  Holland,  England  und  Deutsch- 


>)  Vergl.  Bern.  Mitth.  1846,  p4g.  85. 

*)  Fontenelle  in  den  Memoire«  de  Paris,  170&;  Lacroix  in  der 
Biographie  ODivertelle;  Meyer  von  Knonan  in  der  Encjclopädie  von 
Erech  md  Grober;  Leu  im  Schweizerischen  Lexicon;  Meister  in 
Helvotiess  bsrfihmten  Männern,  etc.  Femer  in  den  mathematisch -histo- 
rbchen  Werken  tob  Montaola,   Bossut,  Gerhardt,   etc.  etc. 

*)  Fontenelle  gibt:  ,)Je  suis  parroi  let  astree  malgrö  mon  p^re." 
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lacid  bereist  halte,  Ueibead  naeli  Basel  «irflekkehrte»  ^  nit  dar 
mathematiscbea  Littaratur  Tertraot,  mit  dea  vorafigKeiisteQ  Gi> 
lebiten  persunlidb  hehaimt,  und  dureh  avv«l  CMefoeaheiUaebrifici 
fiber  dl*  €cHneten  i)  4n  grusaer»  Kreisen  aaf^eicjtedigt  Hit  gm* 
sem  Beifalle  balle  er  in  Basel  VarleMngen  Ober  Experinetttil- 
Pbysik  begannen,  and  nul  ongtvr^babebefli  BrMga  seiaea  «a 
13  Jabre  jungera  Bruder  Johann  in  die  hubere  Mathematik  •» 
gefiihrt,  als  Leibnis  1684  in  den  Actu  Ermdiiorum  eis  dn 
»eisten  Mathematikern  unverstfindliches  Specimen  aetaer  Diie* 
rentialrecbnung  gab.  Fiir  uasern  Beraoullirgeaügte  die  Andei- 
tiing.  Mit  der  die  meisten  seiner  Arbeiten  aasaeicbnetideo  Twk 
und  Feinheit  drang  er,  inzwischen  1687  anf  dea  Lehrstalü  ^ 
Mathematik  befördert,  langsam,  aber  sicher  in  das  CMicibuh 
Ton  Leibaia  ein»  nnd  schon  1691  hatte  er  sich  den  neaeo  Ctl* 
cül  so  an  eigen  gemacht,  dass  er  in  den  Leipciger  Acten  eiim 
Abrisa  der  Differential-  und  Integral- Rechnung  veruffesüicbeo 
konnte,  in  welchem  er  die  allgemeinen  Regeln  fiir  die  Taagestes, 
Rectificationen^  Quadraturen  etc.  entwickelte,  und  dieaelbenaB^ 
die  Parabel,  die  logarithmische  Spirale ,  die  loxadronmebe  Linie  ttt 
anwandte;  auch  Johann  blieb  nicht  hinter  ihm  surdck,  und  Leib- 
niz  Rihlte  sich  gedrungen,  au  erklären,  dass  der  neue  CaM 
eben  so  gut  den  beiden  Berno.uirrs  als  ihm  selbst  zugehyre^Ä 
Entdeckung  folgte  sich  nun  auf  Entdeckung,  —  die  Prohleaie dfr 


*)  Keaerfiiiideiie  Ankilmig ,  wie  man  d^n  Lauf  A^  Conwtea  h  p' 
wiMe  granilmässiga  Ge«ätio  einrichteo,  and  Ibre  Ersch^inaag  roriMTUga 
kiniie,  mit  gooaietrUchen  Gründ«a  dar|^thaa,  samt  asgehenIdeoProg:**' 
•tico.  Basel  1681.  4°.  —  Coniunen  nnvi  Sjaicaati«  Coroetarnia  pr«  u^ 
eorem  «üb  cslculam  rtTocando  et  apparitionibiii«  praedicendii.  AviUl» 
1682.  a<*.  —  Montucls  hält  (Histoire  11.394)  die  zweite  dieser  Schrift« 
die  erste  scheint  er  nicht  za  kennen,  des  Kamens  ihres  Verfassera  nicl^ 
ganz  würdig,  ond  in  der  That  stellte  Bernoulli  in  beiden  Schriften  eiic 
Theorie  auf,  die  nie  Geltung  erhalten  konnte:  £r  dachte  sich  niiiH^ 
die  Cometen  als  Trabanten  eines  weit  über  Saturn  stehenden  PlaM'*' 
and  berechnete  in  dieser  Hypothese ,  dass  der  Cnniet  von  1680  im  «hb^ 
1719  wiederkehren  werde.  Wenn  nun  auch  nicht  zn  Ung^en  i«t,  <)>** 
D5rfel  gleichzeitig  eine  glücklichere  Idee  hatte,  so  bleibt  es  fnr  des«*' 
maligen  Stand  der  Cometen-Theorie  iminer  noch  ein  Fortschritt,  dt* 
Bernoulli  die  Cometen  als  periodische  Gestirne  festhielt,  und  tertfdit'< 
IhreBückkehr  za  bereehnen;  —  wenige  Jahre  später  hätte  er  natörlicfc 
nndere  Priocipien  zn  Grande  g«legt.  Merkwürdig  ist  es  aber,  daa^ock 
noch  Bernoalli  dem  Aberglauben  seiner  Zeit  ein  Opfer  brtiigca lasf*^' 
*  Den  Kera  des  Gameten  rettete  er,  —  den  Schweif  gab  er  pfeiA* 

*)  ,,Veslra  enlai  aem  minus  haee  methados,  ^«aun  mea  ast^S  sdiH«* 
Leibnil  am  21.  März  1694  an  Johann  Bernelillt. 
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lMdHt>B»y   Bracbytftochrone^   Ketlenllnie  etc.   vroitl«a  In    edlem, 
U\6er  durch  die  Hefth^et«  Joliaii  BernaaUis  etiras  getrab- 
tem Wettkampfe  behandelt,  —  und  der  Rahm  der  Bernenirra 
aHeg  ao  raach,    daaa  Beide  1699  bei  der  ersten  Beaetaung  der 
aebt  auswirtigen  Mitglieder  der  Par'taer  Acadeaile  onter  dieaelbea 
«ad  1701  bei  der  durch  Leibnis  veraniaaaten  Stlflang  der  Ber- 
llnef  Academie  auch  In  diese  aufgeaemmen  worden.    Mit  avaga- 
teicbnetem,  ihn  dber  seinen  Bruder  Johann  erhebemlein  Scharf* 
aimie  erfaaste   Jakeb  Bernoolli    die  Isoperimetrie,    und  wenn 
ea  noch  nöthig  sein   aollte,    aus  der  reichen   wiasensohaftliehen 
Enidte  ^)  dieses  Mannes ,   dem  nicht  das  lange  Leben  eines  Jo- 
hann  Bernoulli's  imd  eines  Ealer's  verg5nnt  war,    sondern 
den  schon  am  16.  August  1705  der  onerbittliche  Tod  dahinraffte, 
efwas  Weiterea  anzuführen  >  so  wäre  vor  Allem  noch  der  Wahr- 
aidiehiliehkeifsrechnung  au  gedenken,  die  von  Pascal  ond  Huy* 
ghens  nur  in  einzelnen,  auf  Spiele  beziiglichen  Aufgaben  vorbe* 
veHet,  und  erst  von  ihm  auch  auf  moralische  und  peütisehe  Fragen 
«•agedehnt  und  zu  einer  eigenen  Wissenschaft  erheben  wurdet« 
Nach  Jakob  Bernoolli'a  Wunsche  worde  aaf  aeinen  Urabsteiii 
die  sich   Immer  selbst  wieder  erzeugende  logarithmische  Spirale 
■Uden  Worten:  Eadem  muiaia  resurgo  eingegraben,  •—  der  Nach« 
w«lt  akbt  nur  eine  semer  schönsten  Arbeiten,  sondern  auch  seinen 
Okoben  an  die  Unsterblichkeit  in  Erinnerung  zu  bringen. 

Es  ist  bereits  erwfihnt  worden,  dass  die  BernouHi's  den 
Lehrstuhl  der  Mathematik  in  Basel  ununterbrochen  w*äbrend  103 
«Uren  bekleideten'),  —  und  diese  Seite  ihrer  Wirksamkeit  ver- 
dient zum  Schlüsse  noch  etwas  näher  betrachtet  zu  werden.  Wohf 
hatte  schon  in  den  älteren  Zeiten  der  Basilia  die  Mathematik  an 
derselben  zuweilen  namhafte  Vertreter,  wie  z.B.  Heinrich  Lo- 
riti  Glareanus  (1488— 1563) 4),  den  berühmten  Freund  des  noch 
berOhmtern  Eraamus,  — ■  Sebastian  Munster  (1489 — 1552), 
<1eB  aosgezeichneten  Coamographen ,  —  Simon  GrynSus   (1493 


^)  Siehe:    Jacob!  Bernulli  Opera.     Geaevae  1744.    3  Vel.  io  4k\ 

*)  Jacobi  Bernoulli,  Ars  conjectsndi ,  Opns  poathamnni.  Accedit 
Traetatus  de  Seriebut  infinitis.  Basil.  1713.  4®.  Der  Heraatgeber  war  det 
ferCaater«  Neffe,  Nicolaiit  I  Bernoalli. 

•)  Jakob  von  1687—1705;  Johann  I  170&~ir48;  Johana  U  1748 
bic  1790.  —  Neben  ihnen  war  Nieolaas  I  too  17Sa-*l7fiO  Professor  der 
Logik  ond  des  Rechtes,  und  Daniel  von  1788—1789  Professor  der  Bota- 
nik aadi  Physik. 

4)  Vwi^.  Schroiber,  Heinrich  Lorili  Olareanna.  Freib.  1897. 
4«.  _  Nt^JolMnsgescheiik  dar  iIosikge«ellschaf t  in  Znriofa  saf  1865 ,  uM 
«•iaam  Partv&t  Glareans. 
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bis  1541) ')»  den  Besorger  der  ersten  Origfoialavsgaben  voo  EoUid 
und  Ptolemäiis,  —  Jakob  Ceporinus  (1499  — 1526),  4en  Her- 
aasgeber des  Aratos  nnd  Procius,  —  etc.;  wohl  hatte  Basel  scboo 
lange  einen  eigenen  Lehrstuhl  der  Mathemaük,  auf  dem  laneilen 
tfiehtige  Kräfte  lehrten,  wie  z.  B.  Christian  Wurstetsen  (1544 
bis  1588)«),  Peter  Ry ff  (1552— 1629),  Peter  Megerlin  (1623 
bis  1686) ,  etc.,  —  aber  zu  einer  Universität,  för  Mathematiker  wurde 
Basel  erst  durch  Jakob  Bernoulli  erhoben.  Seine  Biographen 
l»erichten  übereinstimmend,  dass  durch  seine  mathematischen  Corse 
eine  Menge  Ausländer  nach  Basel  gezogen  worden  seien ,  und  sm 
Bruder  Johann  I,  sein  Neffe  Nicolaus  I  und  der  bekannte 
Jakob  Hermann*)  geben  Zeugniss  seiner  Wirksamkeit  io  der 
Nähe.  Das  von  ihm  angefangene,  durch  seinen  frühen  Tod  noter* 
brochene  Werk  wurde  von  seineni  Nachfolger,  Johann  I  Ber- 
noulli, der  schon  bei  seinem  ersten  Aufenthalte  in  Paris  dorcb 
den  Marquis  de  l'H Spital  und  Varignon  Frankreich  mit  der 
Differentialrechnung  bekannt  gemacht^),  und  als  Professor  in  Gro- 
ningen seine  Lehrgabe  bekundet  hatte,  mit  dem  grOssten  Erfolge 
fortgesetzt :  Aus  allen  Ländern  Europa's  strömten  nicht  nur  Sta* 
dirende,  sondern  Uoctoren,  Professoren  und  Academiker  oacb 
Basel,  um  ihn  zu  hOren^),  —  Maupertuis,  Klingenstierna. 
Clairaut,  etc.  wurden  seine  Schüler;  aus  allen  Gauen  der  Scbweii 
schaarten  sich  junge  Männer  um  ihn  und  verbreiteten  heimgekebrt 
höhere  mathematische  Bildung-  in  weitern  Krei«$en ,  —  ich  erwIliDe 
die  Genfer  Gabriel  Gramer  und  George-Louis  Lesage,  die 
Berner  Albrecht  von  Haller  und  Samuel  König,  deoNeoeo- 
burger  Moula,  den  Schaffhauser  Thomas  Spleiss,  die  Zürcher 
Johannes  Scheuchzer  und  Johannes  Gessner,  etc.;  oodio 
Basel  selbst  war  seine  Wirksamkeit  gross  genug ,  um  Berlin,  P^ 
tersburg  etc.  mit  Professoren  und  Academikern  zu  verseben ^  ^ 
wir  erinnern  vor  Allem  an  den  unsterblichen  Euler,  dann  an 
seine  Söhne  Nicolaus  II  und  Daniel  Bernoulli,  ferner  an  die 
Wenz,  Brückner,  Merian  etc.  Wohl  hätten  auch  nach  sei- 
nem Tode  seine  Söhne  Daniel  und  Johann  II  Bernoulli  nicht 
nur  die  Kenntnisse,  sondern  auch  die  Gabe  besessen,  Basel  femer 


>)  VergL  Bern.  MiUh.  1854,  png.  70. 

•)  Vergl.  Bern.  Mitth.  1852,  pag.  104. 

•)  Vergl.  Bern.  MiUh.  1846,  pag.  21. 

«)  Vergl.  Bern.  MiUh.  1848,    pag.  221. 

»)  Vergl.  Bern.  Mitth.  1848,  pag.  224.  —  Vergl.  femer  hkHt  ta^ 
für  das  Folgende:  Bern.  Mitth.  1845,  pag.  72;  1846,  pag. 28;  1847,  ptg.l<^< 
186r,^pag.  151,  etc.;  Wolf,  Johanne«  Getaner;  Leibnitii  e^B'' 
noollii  Commercinm;    Pr^vott,  George-Lonis  Letage,  H»- 
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die  Ei^Mschaft  einer  grocsen  BilduDgsstätte  ftir  Mathematiker  and 
Physiker  su  erbaltee,  wenn  Dicht  ein  unglückseliger  Stern  über 
der  alten  Basilia  immer  hoher  aufgestiegen  wäre,  der  es  bald 
auch  den  berühmtesten  Lehrern  nicht  mehr  gelingen  Hess»  ihre 
HOrsSle  zu  föllen;  doch  bleiben  auch  aus  dieser  spätem  Periode, 
ausser  den  Söhnen  Johannes  II,  noch  Job.  Heinr.  Ziegler 
aus  Winterthnr,  die  Huber,  Socio,  Fuss  aus  Basel,  etc.,  su 
erwähnen.  —  möchte  es  dem  Gemeinsinne  der  Basler  und  ihrer 
angebornen  Liebe  zu  ihrer  Universität  gelingen,  dieselbe  bis  zu 
ihrem  vierten  Jubiläum  im-  Jahre  1860  wieder  zu  der  alten  BlOthe 
zu  bringen,  —  es  wäre  das  schönste  Denkmal  für  die  Bernoul- 
ll's,  wenn  ihr  Lehrstuhl  in  neuem  Glänze  aufleben  könnte. 


Körperliches  Raampendel  bei  constanter  Rotation,  nebst 
Anwendung  auf  die  Stabilität  des  Kreisels. 

Von 

Herrn  /t  Hoppe, 

Dr.  phll.  und  PriTatdocenften  an  der  Uniirertität  io  Berlin. 


Der  io  Tbeii  XXIII.  Nr.  XXIII.  S.  417.  erschienene 
Aufsatz  von  Lot  tu  er  über  die  Bewegung  eines  Rotations- 
kdrpers  um  einen  festen  Punkt  seiner  Axe  veranlasste  mich, 
einerseits  die  weitere  Frage  zu  stellen:  in  welchen  Fällen  die 
Bewegungsgleichungen  eines  in  einem  Punkte  festen  und  von  der 
Schwerkraft  sollicitirten  Körpers  durch  Annahme  ein'er  constanten 
Rotationsgeschwindigkeit  erföllt  werden  kiinnten,  —  andererseits 
aas  der  Berechnung  einer  solchen  Bewegung  die  Gesetze  derje- 
nigen Erscheinungen  zu  entnehmen»  welche  wir  am  Kreisel  beob- 

Thell  XXV.  21 
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achten  kuooeOy  eines  Körpers,  der  vermöge  seiner  Rstation 
nen  Schwerpunkt   fortwährend    fiber  der  Horixontatebene  seines 
Statzpunkts  erhält 


I. 

In  Betreff  jener  Frage  ergab  sich,  dass  ausser  dem  von  Lett- 
ner behandelten  Falle  eine  Pendelbevregung  mit  constanter  Ro- 
tation, wiewohl  unter  ziemlich  speciellen  Beschränkungen,  rouglich 
ist,  wie  ich  zunächst  zeigen  will.  Es  mugen  die  CoordioateD- 
Systeme  der  xyz  und  XiyiZx ,  deren  ersteres  am  Körper,  letzteres 
im  Räume  fest  ist,  den  festen  Punkt  zum  gemeinschaftlichen  An* 
fangspunkt  haben,  und  die  Beziehungen  zwischen  den  beiderseiti« 
gen  Coordinaten  durch  die  Gleichungen 

2i  z^cx^Ciy-\^c^z 

ausgedrückt  sein.  Für  die  Bewegongsgleichungen  will  ich  diejV 
nige  Form  wählen,  welche  La  place  bei  der  Bewegung  eines 
freien  KOrpers  unter  Einwirkung  beliebiger  Kräftepaare  anwendet, 
Indem  er  die  drei  Variabein 

qssnaa^'   +***'   +^Ct', 

einführt.  Substituirt  man  für  die  Kräftepaare  das  statische  Mo- 
ment der  Schwere  des  Korpers,  bezeichnet  durch  A,  B,  C  die 
Trägheitsmomente  in  Bezog  auf  die  Azen  der  x,  y,  z,  setzt 

d=zgfxdm,    e=:gfydm,    f^gfzdm, 

und  wählt  zu  Axen  der  xyz  diejenigen,  fSr  welche 

fyzBnt  =  fzxdm  =  fxydm  =  0 

ist,  und  zwar  so,  dass  d,  e,  f  positiv  werden,  so  lauten  die  Ba* 
wegungsgleichungen : 

(1)  ilp'  +  (C-Ä)9r  =  eCa-/c,, 

(3)  CV  +  (Ä  -  A)pq  =  dci  -  eq, ; 


j 
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«od    die  Ctleichangref)  der  lebendigen  Kraft  and    der  conetanten 
FHlehetige^cbwIndigkeit  in  der  Ebene  der  styi 

(4)  k{Ap^  +  Bq^  ^Ci^^ii):=zdc  +  ec^  ^fc^, 

(ß)  Apc  +  BqCi  +  Crc<i  =  *. 

Um  die  Grussen  c,  Ci,  c^  zu  eliminiren»  njultiplicire  man  die 
vier  ersten  Gfteicbongen  der  Reihe  nach  erat  mit  0,  f»  —e,  dt 
dann  mit  —  ^  0,  <£,  e,  dann  mit  e,  ^d,  d,  ft  dann  mit  dy  e» 
ft  0,  und  addire  sie  jedesmal.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 
ihre  linken  Seiten  durch  P,  Q,  /2^  iS  und  setzt: 


rf*  +  e*f /^  =  «. 


so  kommt: 


(6)  \  dR--fP\  eS  =nc| , 

(7)  rfP+eö+/'Ä=0. 

Die  letzte  Gleichoiig  ist  bereits  unabhängig  von  den  c;  nimmt 
man  die  Quadratsunime  von  den  drei  ersten ,  so  erhält  man  eine 
sweite  Gleichung  der  Art;  und  wenn  man  die  Werthe  der  c  in 
Gleichung  (5)  einfährt,  eine  dritte,  so  dass  die  Functionen  p,  q,  r 
binreichend  bestimmt  sind. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  den  Azen  der  z  und 
Zi  durch  ^,  den  Winkel  zwischen  der  Winkelfläche  ^  und  der 
Ebene  der  jtiZi  einerseits  und  der  Ebene  der  xz  andererseits  durch 
I  und  ri,  so  kann  man  mittelst  bekannter  Formeln  die  Grossen 
o,  6,  c  etc.  auf  ^,  |,  i;  zurOckffihren  und  flndet: 

p=:-  cosi/.'^'  -l-ainOsini/.^', 

(8)  ^  y=:sini|.'^' +  sin'^cosiy.{', 

r  =  iy'  — cos*^.!'. 

Hier  drückt  d-  die  Elongation  des  Pendels,  |  den  Winkel  des  ho- 
rizontalen Umlaufs,  71  den  der  Rotation  um  die  z-Axe  aus.  Die 
erste  hat  einen  natilrlich  gegebenen  Anfang  in  der  vertikalen 
Richtung  und  variirt  zwischen  0  und  n;  die  Horizontalbewegung 
hat  einen  willkärlichen  und  unabhängigen  Anfang  und  variirt  ohne 
Grenzen;  der  Anfang  der  Rotation  hingegen  \tat  bei  einer  Bewe* 
gung  der  z-Axe  3tets  von  deren  Richtung  abhängig  und  daher  die 

21  ♦ 
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Ebene  erst  zu  bestimiaeo,  von  welcher  an  man  die  RoUtioo  la 
rechnen  hat.  Nimmt  man  an,  der  Korper  sei  ein  Rotatioiitkor- 
per,  und  der  feste  Punkt  liege  zugleich  mit  dem  Schwerpunkte 
auf  seiner  Axe;  dann  hat  die  Bewegung  der  Axe  keinen  Einflius 
auf  die  Rotation;  letztere  nird  vielmehr,  so  oft  t)ie  Axe  in  Ruhe 
kommt,  immer  dieselbe  Geschwindigkeit  haben,  und  0  sein,  wenn 
die  Bewegung  aus  der  Ruhe  hervorging.  In  diesem  Falle  Ter« 
schwinden  die  Grossen  d,  e,  B — A,  und  die  Gleichung  (3)  gibt 
ein  constantes  r.  Folglich  ist  r  hier  die  RotationsgeschwiodigkeH 
und 

di}=:cos^d| 

die  Gleichung  der  Anfangsebene  der  Rotation.  Da  nun  der  Be 
griff  der  Rotation  nicht  von  der  Gestalt  des  Korpers,  sondero  oor 
von  der  Lage  des  Axensystems  in  demselben  abhängig  ist,  so 
kann  man  unter  der  Rotationsgeschwindigkeit  in  Bezug  auf  die 
z-Axe  in  allen  Fällen  nur  die  Grosse  r  verstehen. 

Es  ist  nun  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  eio  con- 
stantes r  den  Bewegungsgleichungen  genügt.  Die  Losung  gel>e 
ich  hier  nur  fär  den  Fall,  wo  der  Schwerpunkt  des  Korpers  auf  der  Axe 
der  z  liegt,  so  dass  letztere  eine  Uauptaxe  wird.  Hier  hat  mu 
d^e^=0,  n^f^;  die  Gleichungen  (6),  (7)  gehen  in  folgende  fiber: 

/c  =  Ö,    fc^^^P^    fc^=^S,    R  =  0; 

und  nach  Elimination  der  c  erhält  man  folgende  Gleichungeo: 

Ä=:0, 

ApQ-BqP+CrS=ß. 
Die  erste  dieser  Gleichungen 

(ß^A)pq^O 

hat  drei  Auflösungen.  Die  erste,  A=^B,  entspricht  dem  Falle 
eines  Rotationskörpers,  den  ich  nicht  weiter  betrachten  will.  Die 
beiden  andern,  p=0  und  ^  =  0,  sind  nicht  wesentlich  von  eioan- 
der  verschieden,  so  dass  es  hinreicht,  eine  von  beiden,  q^O, 
zu  behandeln.    Dann  geben  die  beiden  noch  übrigen  GleicbuDgeo: 

^'«  +  (.1  -  C)«rV*  +  i(^p*  +  CV-«  -  A)«  = /^, 

A{A-C)rp*i-lCr(Ap»  +  Cr^^h)^ß. 

Soll  die  letztere  durch  ein  variables  p  erfQllt  werden,  so  mosi 
zu  gleicher  Zeit 


neösi  Atimendunp  auf  die  SiaöittUU  de$  KrtUeU.  3S1 

C=2^,    &((>«— A)=2/» 

»ein.     Diess  vorausgesetzt,  wird  die  erstere: 

f 

oDd  zeigt,  dass  p  eine  inverse  elliptische  Function  der  Zeit  Ist* 
die  jedoch  verschiedene  Form  hat,  je  nachdem 

*•  <  oder  >  XAh^ 

Ist.     Um    dieselbe    durch    die  Functionen  %  und  K  darzustellen, 
ich  vorher  zur  Vereinfachung  im  ersten  Falle: 

A;  =  2ilrcos2y, 
jr*  -|-  -^  co82y = II*  cos  2d , 

4  sin2y  =s  n*sin2d. 


(9) 


WO  0<d<y<^  angenommen  werden  kann.     Dann  ergibt  sich 

P-Ap',    Q=—Arp,    R=0; 

A  A  A 

c=^-jrp,    «?!=:- ^p',    Ca  =  2^p»+.cos2y; 

«•  sin2y  ,        c% 

(10)  co»^  =  ^*=^«SS2d  +  ^^^^y*' 

(11)  *8i?=^^=^5 


(12) 


ösin5____£C^       ^  cos»~cos2y 
*  ""  sin^  ""      sin«^""  ßin«^ 

==  ^'^  Vi  — cosd""l+cos^/' 

und  die  Differentialgleichung  geht  aber  in  folgende: 

p'«  =  \  (4nU\n  Vt  -  p»)  (4n*  cos  M  +  p«). 
Es  sei  jetzt 
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SinO  =   ,      €090  =  , 

tg(y-d)  =  — ^-; 
Ä*(t+5-) 

dann  findet  man 


n 


p'«=4nv«e«0fr«^ ^ — ^, 

4ll«C08*d  +  ö«  =  4ll«  ^-^    Sa--=-  ; 

^2 


uod  nach  Eiofabruiig  dieser  Werthe 

nt 


u  — 


^  2 


Ferner  erhält  man  aus  den  Wertben  von  tgd  und  tg(y— d): 


und  aas  Gleichung  (10): 

2sinV"^     4n«sinacos^y=«  2      e«tt+I?)e%i" 

2cosV  ""   '*'4n«sindco8d^~^2  H^lfißu 
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Aas  den  Gleichungen  (1>)  folgt: 


./sin2(y-a)_ 


». 


mB(t + 2 ) 

Fabrt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (12)  ein,  mnitiplicirt  mit 
nnd  inlegrirt,   80  kommt: 

(  «(t+f)       ^)  e(«  +  £)H(«+t+2> 

Durch  blosse  Substitution  bereits  gefundener  Werthe  ergibt  sich 
ans  den  Gleichungen  (II),  (10): 

»tm  +  ^)   B(u)H(u  +  ^) 
«»(t+f ) «(«  +  £)  ö(«-0  +H»tH(K  +  t+  J)  H(«-t+  f ) 

ef©(2t+f)©% 


V  »(ti+£)«(«-£)H(ti  +  S  +  |)H(u-t+|) 

In  gleicher  Weise  findet  man   im  zweiten  Falle,    wenn  man 
2A-=-*cos2y,    :i^2T -'•'='•••    ^5r=«*'"'2« 


7C 


meizt,   wo  Toan  stete  0<y<*<j-  nehmen  kann, 


cos 


1      /^8in2y_   \ 
*-H5^V2««sln2«     V 


♦g»?«^' 
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(14)  p'«=  i(p*-4ii«8in«^(4n«co8«a— /»»). 

Es  fei 

e(i*+|) 

p=:2n  V^sin  dcos  d  — g- —  > 

e^J  H»(f+2) 

so  ergibt  «ich: 

H«uÄ«(u  + 1) 
p'«  =  4««  8in  d  cos  d  H*  2  — — gi^J «'* ' 

»•  —  4n*  «in  'Ä  =  4«*  ain  Ä  cos  d- r^s: » 

2 

2   Hhi 
4n*  cos  *d — p* = 4rt*8io  d  cos  d  "gäfr  "gs^T  • 

und  nach  Einfährung  der  Wertbe  in  Gleichung  (14): 

n^V^sindcosd  nt 


u 


^^  v®^+»*? 


Ferner  erhSit  man: 


1^3^*^°*^^— *~4n«8in«co8d— ^   2      ,«,^     «,^  ' 

l+cosl»       0^      ,,       P^coty  _.^(^H+|)«(H>tt|) 

2sin«y  ^®®  ^  "^ '^  * +  4n«  sind  cos  a-""^  2  H^e^i 

V— ^-ÖA H^K^t^(t+^) 
.  o    — 1  =  111  V  sin  0  cos  o T" 
"'"^                         eoejÄtH(f+|) 
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FMkrt  man  diese  Wertbe  in  GleichnDg  (13)  eia,   roultiplicirt  mit 

eoef 

dt  =  — ,  au 

n  Vsindcosd 
und  integrirt,  so  komait 

jH't    ^'^t+J)        ,.      »(«-£)»(«-t+|) 

'       Ä(S  +  J)  e(a  +  ö©(u  +  t+J) 

Bod  fiir  die  GrfisseD  if  und  ^  ergibt  sich: 

« 

®ce(f + f )  ©«e(a  +  ") 

tangi}=— t ^  , 

fitH(f  +  |)HaH(«+|) 

^f  + 1) »(«+  0  »(u  -  0  +  Ä«{:e(ii  + 1  +  f )  «(«  -t+  |) 

V  2©(u+oe(u-t)e(fi+{;+|)e(ti-r+|) 

Hiermit  sind  für  beide  Ffille  die  sämrotlicheii  topischen  Gros- 
sen expiicite   durch  die  Zeit  ausgedruckt.    Dass  diess  bei  £  nar 

iD  imaginSrer  Form  raOgiich  ist  (indem  i  die  Form  ar  V  —  1  hat), 
habeo  beide  Fälle  mit  dem  Falle  eines  Rotationskörpers  gemein. 

Eis  ist  leicht,  von  der  hier  berechneten  Bewegung  eine  An- 
schauung zu  gewinnen.  Beachtet  man,  dass  ohne  Unterschied 
beider  Fälle 

sin^.g'      ^  rp 

— ^j-=tgi,=^ 

ist,  und  dass  erstere  Grosse  die  Tangente  des  Winkels  zwischen 
der  Bahn  der  f-Axe  und  der  durch  sie  gebenden  Vertikalebene 
aasdrficki,  nach  derselben  Seite  hin»  wo  auch  i}  den  Winkel 
swiachen  der  Ebene  der  yt  und  der  Vertikalebene  darstellt:  so 
erkennt  man,    dass  die  Ebene  der  yt  fortwährend  die  Bahn  der 
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z-Axe  berfihrt  Dieter  Unn^and  ist  der  Grond,  wttmin  die  ganse 
Bewegung  ?om  Trägheitsmoinente  B  unabhängig  ist. 

Im  ersten  Falle  verschwinden  p  und  p'  abwechselnd  nach  Ab- 
lauf jeder  Periode;  daher  gehen  in  denselben  Zeitpunkten  ab- 
wechselnd die  Ebenen  der  yz  und  xz  durch  die  Verticalebene;  ood 
da  beim  Verschwinden  von  p  0  seinen  gr5ssten  Wertb  hat,  so 
bildet  die  Bahn  in  ihren  höchsten  Punkten  ROckkehrponkte. 
cosd  variirt  zwischen  den  Grenzen 

cos2y,    tg  ^d  si  n  2)^4- cos  2y, 

deren  Unterschied  abnimmt  und  jede  Kleinheit  erreicht,  wenn  r 
bei  constantera  y  in's  Unendliche  w&chst.  Man  kann  daher  durch 
hinreichend  schnelle  Rotation  das  Sinken  des  Pendels  bis  auf 
jeden  Grad  vermindern  und  die  Bewegung  einer  kreisförmigen  so 
nahe  bringen  als  man  will. 

Im  zweiten  Falle  verschwindet  p''  sowohl  (ür  den  grusst^i, 
als  für  den  kleinsten  Werth  von  d»  während  p  nie  verschwindet. 
Daher  kann  die  Ebene  der  yz  keine  Umdrehung  erleiden ,  sondern 
nur  oscilliren,  so  dass  die  Ebene  der  orz  nach  jeder  Viertelperiode 
vertical  steht.    Hier  variirt  cos^  zwischen  den  Grenzen 

fgdsin2y  —  1       cot<8in2y — 1 
cos2y       *  cos2y 

deren  erstere  stets  negativ  ist,    und  die  einander  gleich  werden 


fflr  d  =  j  oder 


f 
r*=—  4-cos^. 


In  diesem  Falle  wird 


sin2y  — l  «        — 2cos^ 

und  die  Horizontalgeschwindigkeit,    welche  die  Axe  in  constaoter 
Neigung  zu  erhalten  vermag,  ist  demnach 


^'  =  V-^cos^' 


ein  Resultat,   das  sich  unter  allgemeinern  Voraussetzungen  aas 
Gleichung  (2)  ableiten  lässt. 

Die  verticale  Stellung  der  Axe  tritt  nur  ein  auf  der  Grease 
zwischen  beiden  Fällen,    nämlich  ßr  A;  =  — 2i4r,  d.  i»  ftbr  yss-^ 
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Sinne  der  Gteidrangen  (0).  Hier  wird  entweder  ^  =  0  oder 
d^=z^»  FQr  d=:0  verschwinden  p  und  p' ,  und  ^  wird  constant 
=  «»   mitbin  nach  dem  Vorigen: 


iV^ 


n       .   .    _  J» 


Für  ^=ö~    ^'■■'^   ^o  =oc,  daher  steigt  die  Axe  fortwährend, 
ohoe  die  Verticale-je  zu  erreichen.    Hier  ist 

woraus  sich  durch  Integration  ergibt: 

4it 

a(i-f') 

|=r<  +  arctg -^^j;^ . 

«ro  ft=V  ^ — r*  gesetzt  ist.     Der  kleinste  Werth    von  d  Gndet 
statt  för  e=:0,    das  ist: 

2^r« 


cos  ^  =  1  — 


T' 


H. 


Ein  körperliches  Pendel  hat  vor  einem  einfachen  die  Eigen- 
thfimlicbkeit,  dass  es  Aber  der  durch  den  festen  Punkt  gehenden 
Horizontalebene  schwingen  kann,  ohne  durch  dieselbe  zu  gehen. 
Diese  Art  Bewegung  will  ich  jetzt  für  die  genannten  Fälle  con- 
elMiter  RoCatkm  besonders  hetraehten,  und  nehme  daher  Ton  nun 


n 


an  flbermll  an^  dass  ^>n'  s®*>*    ^^^  ^'''^^o  I^^aII  constanter  Rota- 


2 
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tion  fand  statt  Os  A  =  B,  wo  die  GletchungeD  (4),  (5),  (3)  ii 
folgende  übergehen : 

(15)  ^(^'«  +  8in«^.{'«)+f>«-.A  =  2/'cosd, 

(16)  Asm^.^'  =  CVcos^— *, 

y — €08^. I'  =  r. 

Nach  Elimination  von  {'  erhält  man 

(17)  A^Biv!^ . d'*= .l(2/co8d + A- 0»)«in^-(Cr co8^- A)«. 

Bezeichnet  —  a  das  Maximum^  ^-^ß  das  Minimum  von  cosd,  m 
a  und  /?  stets  positiv  sind,  so  erhält  die  Gleichung  folgende  Form: 

(18)  sin*^.^«=^(— cosd— «)  iß  +  cos^)  (y  +  cos^). 

Ffir  ^=0  und  ^=^  wird  der  erste  Ausdruck  von  sin^.^'^TO, 
folglich  kann  y  o'^^bt  zwischen  — 1   und   1   enthalten  seio.    FSr 

^=5-  wird  er 

und  muss  positiv  oder  negativ  sein,  jenachdem  der  Wertb  von  ^ 
innerhalb  der  Grenzen  der  Bewegung  liegt  oder  nicht  BeziebooKS' 
weise  wird  auch  aß  negativ  oder  positiv  sein,  folglich  ist  ohoe 
Ausnahme 

Identificirt  man  die  Gleichungen  (17),  (18),  so  ergibt  sieb,  weoo 
man  r  als  positiv  betrachtet, 

0-  =  y^tV(«+l)(|J  +  l)(y  +  l)±V(«-l)(/»-l)(r-l)l' 

Sind  demnach  «,  /},  f  gegeben,  so  sind  im  AUgeoieiDea  s^^ 
wesentlich  verschiedene  Bewej^nngen  möglich,  welche  dem  obem 
und  untern  Vorzeichen  entsprechen.     Beide  werden  identisch  i» 


i 
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0=— A,  niid  dieser  FaU  tritt  ein  ßlr  |3=]  und  ftr  y=l.  Es  sei 
zoerst  y>l.  Dann  bildet  der  Fall  des  Durchgangs  der  Axe  durch 
die  Verticale,  ausgedrOckt  durch  J3  =  l»  die  Grenze  zwischen  der 
Bewegung  mit  Qberwiegender  Rotation  (0*>— it)  und  der  Bewe- 
gung mit  überwiegender  Flächengeschwindigkeit  (0<«^A). 

Was  den  Fall  y=rl  betrifft,  so  erhält  man  a,  ß,  y  als  Wur- 
sein  der  Gleichung 

2^/i:»— |C«r«-.l(Cr«-A)U«~2(^/'+CrA)x-2l(Cr«~A)-A«x=0, 

welche  fQr  Cr^  —  k  übergeht  in 

(19)  (ar-.l)|2i!l/^(l-3r)«+(C%^— i<(f>»— A+6/))(l— a;) 

+  2^(Cy-«-A  +  2/)|  =  0; 

daher  ist  y=l»  wenn  der  Werth  1  nicht  zwischen  den  zwei  öbri« 
gen  Wurzeln  enthalten  >    das  heisst,    wenn 

Cr« -.A  +  2/'>0 

ist    Hieraus  ergibt  sich  folgende  Regel. 

Die  Axe  geht  durch  die  Verticale,  wenn  erstens  die  Rotation 
in  entgegengesetztem  Sinne  von  dem  der  Flächengescbwindigkeit 
stattfindet,  wenn  zweitens  erstere  mit  dem  zugehörigen  Trägheits- 
momente multiplicirt  dem  absoluten  Werthe  nach  der  letzteren 
gleich  isty  und  wenn  drittens  die  lebendige  Kraft  hinreicht,  den 
Kdrper  mit  seiner  Rotation  bis  zur  verticalen  Stellung  zu  erheben. 

Erreicht  die  Axe  die  Verticale  nicht,  so  kOnnen  drei  Ursachen 
stattfinden :  entweder  i^t  die  Rotation  im  Verhältniss  zur  Flächen- 
geschwiiidigkeil  zu  klein  oder  zu  gross,  oder  die  lebendige  Kraft 
nicht  ausreichend. 

Da  es  der  Zweck  dieses  Abschnittes  ist,  eine  Uebersicht  der 
versdiiedenen  Fälle  zu  geben,  welche  bei  der  Bewegung  des 
Kreisels  vorkommen  können,  so  lasse  ich  eine  Reihe  solcher  Auf- 
gaben folgen ,  welche  zur  Orientirung  in  der  Mannichfaltigkeit  der 
Erscheinungen  besonders  geeignet  scheinen.  Es  möge  durch  den 
Index  0  der  anftingliche  Werth  einer  jeden  Variabein  bezeichnet 
sein« 

I.  Welche  Bewegung  erfolgt,  wenn  dem  Kreisel  in  irgend 
einer  geneigten  Stellung  eine  blosse  Rotation  ertheilt  wird? 

Bier  bat  man 

r  =  V*    A  =  Clrcos^o*    *  ==  Cr«— 2/'cos^o. 


\ 
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Die  Crleiebung  (19)»  welche  in  fblgteftde  flrargeht: 

(:ir  +  cos  do)  1 2i4 AI  -  «•)  +  CV«  (o:  +  C08 do)  I = 0, 
hat  die  Warsein: 

wo  F=  V  Ch-^  +  SAf(2Afi^  C*r»cos^o)  gesetzt  ist.  Damit  di« 
erste  positiv  sei,   muss 

sein.  Alsdann  ist  sie  auch»  wie  man  leicht  findet,  stets  kleioer 
als  die  zweite,  mitbin  d'o  der  grOsste  Werth,  den  ^erreichen  kann. 

Nun  ist  die  Tangente  des  Winkels  zwischen  der  Bahn  der 
Aze  und  der  Verticalebene : 

sin^.y_  ^    .      4/  cos^ — cos^o 

— j^7~-  Crsin^Y  2^/'sin«d-  C«r«(cos^— cos^o)' 

im  Anfang  der  Bewegung  =0;  folglich  bewegt  sich  die  Axe  in 
Anfange  vertical  nach  unten ,  wendet  sieb  dann  allmälig,  so  das« 
sie  ftir  co8^=:  — tt  eine  horizontale  Bewegung  hat  und  steigt  bi« 
^=^Q,  wo  die  Bahn  einen  Rilckkebrpunkt  bildet. 

2.    Welche  Horizontalgeschwindigkeit  muss  ausser  der  RoU- 
tion  dem  Kreisel  ertheiit  werden,  damit  er  nicht  anßinglich  flinke- 

Fflr  ^o'=0  ^f<* 

Cr«  — A  =  2/cos^o-^^»in*^o-lo'*» 

Är=  Cr  cos^o  ~ -^  «in  *^o«&)'» 
daher 

«./•      ,       -I.            o^J^/"     C*r*  cos ^—cos^ 
^'t=(cos4^-cos^o)|i— ^ ihT^r^ 

Wr  sin^o     ,      sin«<»o  ,J . 
T  ^i^^  -- Sip^(cos^  +  cos(^o)&  i 

Der  erste  Factor  ist  positiv  oder  negativ,  jenacbdem  ^0  ^ 
grOsste  oder  kleinste  Werth  von  ^  ist.  Ein  Gleiches  gilt  i^ 
auch  vom  zweiten.    Fflr  ^  =  ^0  wird  der  zweite  Factor 

=  ?-^lo'-2|o'«cos^o. 
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Damit  er  negativ  «ei»  miMe  er  erstlieh  in  Befeug  aaf  |o'  >^^>  reelle 
Feetoreo  haben,  d»  h.  es  moes 

sein,  and  überdiess  muss  |o'  zwischen  den  beiden  Wurzeln  ent- 
halten sein: 

Cr±yf  C^r^  +  JAfcos  ^p 
— 2i4cos^o 

3.  Welche  üorizontalgeschwindigkeit  muss  der  Axe  ertheilt 
werden,   damit  sie  in  der  Horizontalbewegung  beharre? 

Die  einzige  Bedingung  ist,   dass  a=j3  sei,  und  diess  findet 
dem  Vorigen  zufolge  statt  fiir 

^  ,_  Cr  jb  VCV^  +  JAf coT^ 
^  ""  — 2i<cos^o 

Aas  der  Gleichung  der  Flächengeschwindigkeit  geht  hervor,  dass 
alsdann  £'  constant  wird. 

4.  Welche  Rotations-  und  Horizontalgeschwindigkeit  muss 
den  Kreisel  ertheilt  werden,  damit  die  Axe  durch  die  Verticale 
gehe? 

Der  oben  aufgestellten  Regel  zufolge  wird  erfordert,   dass 

CV-=— A,     Cra-Ä+2/-<0 

sei;  diess  gibt  nach  den  Gleichungen  (15),  (16),  wenn  man  die 
aoßnglichen  Werthe  der  Variabein  eintdhrt  und  daraus  k  und  h 
bestimmt,    die  beiden  Bedingungen: 

Cr 
^'~^(1— cos^o)' 

C«r«>2i</^(l-cos^o)- 

Es  mfissen  mithin  r  und  ^'  ein  bestimmtes  Verhältoiss  haben 
und  fiberdiess  gross  genug  sein. 

5.  Welche  Geschwindigkeiten  mfissen  dem  Kreisel  ertheilt 
werden,  damit  die  Axe  ohne  AufhOren  steige? 

Die  Zeit  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  elliptische  Function 
erster  Gattung  von  cos^  für  den  Modulus 


V 
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Die  Periode  fvird  daher  aneodlich  gross,  weon  ß=5]r  ist,  d.  h. 
wenn  beide  Grossen  =  1  sind.  Hieraus  sieht  man  znnlchst,  da» 
&  keinen  andern  Grenzwerth  haben  kann  als  sc  Lässt  man  deoi- 
gemäss  in  Gleichung  (19)  auch  den  zweiten  Fa(:tor  ffir  x=\  fer- 
schwinden 9  so  erhält  man: 

<>  =  —  *,     O«— A  +  2/'=:0 
oder 

worans  die  Werthe  hervorgehen: 

lyTÄf .  »o    t>    d  f    * 

em-g- 
._2i/Z       ""^ 

* 

-^'«==-^cotV(co«^o  — cos4>). 
Die  Integration  der  zwei  letzten  Gleichungen  gibt: 

^  2cos-^ 

^^2"^  *i//     ^^        7177     5;' 

^  f  %/  iL  (>nfl  — <ä  — <  m/  •=-  cos  — ^ 


i=<y  2«'"'^+®''^*g 


COS^o 

sin^o 


6.  Welche  Rotationsgeschwindigkeit  muss  der  Kreisel  in 
verticaler  Stellung  zum  wenigsten  haben,  um  Im  stabilen  Gleidi 
gewicht  zu  sein? 

Die  Bedingung  lässt  sich  aus  jedem  der  vier  zuletzt  belncli- 
teten  Fälle  abnehmen,  indem  man  nur  ^o=^  %^\jX  und  l' a^ 
gleichgültig  ansieht.     Es  zeigt  sich  In  voller  UebereinstinuBOOg. 

dass,    wenn 

>2V^ 

'=      C 
ist,  die  Aze  ihre  verticale  Stellung  nicht  verlassen  kann. 
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Das  letzte  Resultat  liuist  »ich   mit    voller  Genauigkeit  unbe- 
aciiadel  der  Reibung  auf  einen  wirklichen  Kreisel  anwenden.    Er 
wird  seine  verticale  Stellung  gerade  in  dem  Augenblicke  verlas- 
sen,   wo  seine  Geschwindigkeit  durch  Reibungswiderstände  auf 
den  angegebenen  Werth  reducirt  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  librig»  die  Kreiselbewegung  anderer  als 
Rotationskrirper  zu  untersuchen.  In  Betreff  der  beiden  Fälle,  wo 
sich  infolge  der  constanten  Rotationsgeschwindigkeit  die  Bewegung 
vollständig  berechnen  liess,  hat  sich  gezeigt,  dass  sowohl  eine 
Bewegung  mit  überwiegender  Rotation  (Cr^ — U)  als  mit  über- 
wiegender Flächengeschwindigkeit,  über  der  Horizontalebene  des 
festen  Punktes  möglich  ist.  Die  specielien  Bedingungen  sind  be- 
reits aufgestellt  worden.  Den  Fall  einer  Circularbewegung  jedoch, 
welcher  auch  den  einer  Rotation  um  die  vertical  siehende  Aze 
in  sich  begreifl^,  will  ich  noch  besonders  betrachten,  insofern  die 
Bedingungen  sich  hier  unter  allgemeinern  Voraussetzungen  ablei- 
teo  lassen. 

Wollte  man  in  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  %  con- 
stant  setzen,  so  wurde  man  finden,  dass  (den  einen  Fall  A=^B 
aasgenommen)  auch  i/.  und  demzufolge  |' constant  wird.  Da  diese 
Untersuchung  ohne  positives  Resultat,,  daher  ohne  Interesse  ist, 
so  beginne  ich  sogleich  mit  der  Vorausttetzung,  dass  ^,  i}  und  i' 
coDstant  seien.  Die  Gleichungen  (l),  (2),  (3),  deren  jede  alsdann 
eine  Folge  der  beiden  anderen  ist,  geben  nach  Elimination  von 
£^  nur  die  eine  Gleichung 

Die  Geschwindigkeit  gibt  Gleichung  (3)  in  folgendem  Ausdrucke: 

d  e 

^^*^  ^    ""(^-Ä)sin^' 

eine  Gleichung,   die  sich  anter  zwei  um  n  verschiedenen  Wer- 
then  von  ti  immer  nur  fär  einen  erßillen  lässt. 

Setzt  man 

UB-'C  2eC^A 

-T-  j_  y^=psin9),      j  ^ ^^Qcontp; 

so  wird 

sin(ty-ty) 
^         ^     sm2t7 
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• 


tgiy=  Vtgq). 

Letzteres  ist  positiv  und  sei  -r^Xg^i^  ersteres  negativ  =— t^vp 
und  zwar  hat  man : 

t  \       ^ 

Während  nun  iy  von  —9  bis  2;r — tp  wächst,  variirt  d  einmal 
zwischen  0  und  n — ^i  und  einmal  zwischen  n  und  ^j;  daher 
gibt  es  för  jedes  ^  zwischen  ^^  und  n — ^1  vier,  für  jedes  0 
ausserhalb  dieser  Grenzen  zwei  Werthe  von  1;,  welche  der  Glei- 
chung (20)  genfigen.  Crstere  liegen  in  allen  vier  Quadranteo,  s« 
dass  stets  zwei  von  ihnen  die  Gleichung  (21)  befriedigen  können; 
letztere  in  denjenigen,  wo  igtp  und  tgi;  entgegengesetztes  Zeichen 
haben,  so  dass  nur  einer  von  Anwendung  ist. 

Für  jede  Neigung  der  Axe  gibt  es  also  im  Allgemeinen  eine 
oder  zwei  Lagen  des  Körpers,  in  denen  er  sich  kreisfurmig  bei 
bestimmter  Geschwindigkeit  so  um  die  Verticale  dreht,  dass  er 
dieser  immer  dieselbe  Seite  zukehrt.  Die  Lage  findet  man  bei 
gegebener  Neigung  durch  Auflösung  der  Gleichung  (20)  nach  i|, 
und  die  Geschwindigkeit  durch  Gleichung  (21).  Für  sin^=0 
wird  im  Allgemeinen  £'*  unendlich  gross.    Lässt  man  den  Zähler 

d  e 


Sinti       cos  17 
verschwinden,    so  wird 

tg^=±  — j — . 

das  heisst,  der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Verticale;  and  |'^0> 
wenn  nicht  dz=:e=:0  ist  Nur  in  letzterem  Falle  ist  denmA 
eine  Rotation  um  die  verticale  Axe  möglich. 

Hier  wird  Gleichung  (20): 

/ti^  —  ß)  sin  1?  cos  1?  tg  ^  =  0. 

FOr  cos  17=0  gibt  Gleichung  (2): 

(i4-c)r*cos^=/: 

Sobald  also  C>A  ist,  ist  bei  bestimmter  Geschwindigkeit  9\ta 
Gircularbewegung  Ober  der  Horizontalebene  des  festen  Punktes  bei 
jeder  Neigung  der  Axe  mögiich.     Ftir  ^=:n  erhält  man: 
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ond  zwar   drückt  hier  £'  die  Rotationsgescb windigkeit  aus,    weil 


XXVIII. 

Ueber   di^  Singularitäten  der  Flächen. 

Von 

Herrn  Doctor  Jlfaur, 

commiaaarischem  Lehrer  am   kathol.  Gymnasiiira   sa  Cd  In. 


Gewuhnlicb  drückt  man  eine  Fläche  durch  eine  Gleichung 
wvischen  drei  Veränderlichen  aus.  Wenn  diese  Veränderlichen 
Puüktcoordinaten  bedeuten,  so  stellt  jedes  System  von  Werthen 
^r  die  drei  Veränderlichen  ^  welches  der  gegebenen  Gleichung 
R^Qgt,  einen  Punkt  der  Fläche  dar;  sind  es  aber  Plancoordina- 
^^i  »o  bestimmt  jedes  System  von  Werthen  fir  die  drei  Veräii- 
oeriicben,  welches  der  gegebenen  Gleichung  genOgt,  eine  Ebene, 
'«•eiche  die  Fläche  umhüllt.  Wenn  eine  Fläche  durch  Punktcoor* 
floaten  ausgedrückt  ist,  so  findet  man  in  jedem  Punkte  nur  eine 
einzige  Berührungsehene ;  wenn  sie  aber  durch  Plancoordinaten 
^^|>^edrückt  ist«  so  findet  man  in  jeder  umhüllenden  Ebene  nur 
^loen  einzigen  Berührungspunkt.  Die  Wahrheit  dieser  beiden 
Sätze  folgt  leicht  aus  §.  3.  In  besonderen  Fällen  jedoch  erleiden 
^  eine  Beschränkung.  Eine  Fläche,  bei  welcher  ditser  beson- 
^  FaM  eintritt,  hat  eine  Singularität. 

Es  gibt  daher  zwei  Arten  von  Singularitäten :   singulare  Punkte, 
"•  b.  IHmkte,  in  welchen  die  Fläche   mehrere   Berührungsebenen 

22' 
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hat»  und  singnlKre  Ebenen ,  d.  b.  ambfillende  Ebenen  der  Fllclie, 
in  welcben  mehrere  Berfibrungspankte  liegen. 


§.  2. 

GewSbnlicb   ist   die  Gleichung  einer  Fläche    nicht  homogen. 
Wenn  man  aber  die  nrspriinglichen  Veränderlichen  p»  q*  f  <)urdi 

P       O       R 

neue   Veränderliche   -^t     g  f     -^   ersetzt,   so  wird  sie  homogeo 

zwischen  den  neuen  Veränderlichen  P,  Q^  R,  S.  Diese  sind 
lineare  Funktionen  der  urspriinglichen  Veränderlichen ;  wenn  ins 
besondere  5  eine  Constante  oder  gleich  der  Einheit  ist,  so  ist 
die  neue  Gleichung  identisch  mit  der  ursprünglichen. 

§.  3. 

Es  sei 

f7  =  0  (1) 

die  Gleichung  einer  Fläche  nter  Ordnung  oder  Ttten  Grades.  Sie 
sei  homogen  zwischen  den  vier  Veränderlichen  p,  q,  r,  «• 

Aus  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen  Funktionen  folgt: 
dU         dV         dU        dU  ,,     ^ 

Wenn  man  die  partiellen  Differential-Quotienten  als  constaot an- 
sieht oder,  was  dasselbe  ist,  sie  auf  bestimmte  Werthe  der  Ver- 
änderlichen, p',  q' t  r',  *',  bezieht  und  sie  zur  Unterscheidung 
einklammert,  so  stellt  die  Gleichung 

einen  geometrischen  Ort  erster  Ordnung  oder  ersten  Grades  dar, 
je  nachdem  die  Veränderlichen  Punkt-  oder  Plancoordinaten 
bedeuten. 

Wenn  die  Werthe  ;/,  q' ,  r' ,  $'  die  Gleichung  (1)  befrie^'' 
gen,  so  befriedigen  sie  auch  die  Gleichung  (2);  denn  diese  ent- 
hält die  Gleichung  (1)  als  Faktor.  Wenn  man  ferner  die  Glei- 
chung (I)  und  die  Gleichung  (2)  vollständig  differentiirt  und  die 
partiellen  Differential -Quotienten  auf  dieselben  Werthe  der  Ver- 
änderlichen bezieht,  so  erhält  man  identisch  dasselbe.  Wenn  xm 
die  Veränderlichen  Ponktcoordinaten  sind,  so  stellt  die Glekhong (9 
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die  Ebene  dM*,  wekbe  die  Fläche  C7=0  im  Punkte  (fVr'c') 
berfllirt.  Denn  die  Gleichung  (2)  ist  vom  ersfen  Grade  und  ihr 
g«Dflgen  ferner  die  Werthe  p\  q',  r',s';  also  stellt  sie  eine  Ebene  dar, 
welche  dnrch  den  Punkt  (p'q'r's')  geht.  Dieser  liegt  aber  auch 
in  der  FiSche  (7=0.  Ausserdem  sind  endlich  fflr  diesen  Punkt 
auch  die  partiellen  Differential -Quotienten  der  Ebene  und  der 
FiSche  einander  gleich. 

Sind  aber  die  Veränderlichen  Plancoordinaten ,  so  stellt  die 
Gleichung  (2)  den  Punkt  dar,  in  welchem  die  FiSche  (7=0  von 
4ef  amhOllenden  Ebene  (p'q'r^s*)  beröhrt  wird;  denn  die  unmittel- 
Ur  darauf  folgenden  umhüllenden  Ebenen  gehen  ebenfalls  durch 
den  Punkt  (2).  Ausserdem  ersieht  man  aus  der  Form  der  Glei* 
chung  (2),  dass  fiir  das  eine  Coordinatensystero  die  BerObrungs- 
ebene  in  jedem  Punkte»  för  das  andere  aber  der  Berührungspunkt 
in  jeder  umbOllenden  Ebene  immer  nur  ein  einziger  und  voljkom« 
roen  bestimmter  ist,  ausser  wenn  gleichzeitig 

e)=«.  (f)=».  (^=».  Q=« 


5.4. 

Ans  dem    Lehrsätze   von   den   homogeneo    Funktionen  folgt 

ftner: 

Wenn  man  wieder  die  partiellen  Differential  -  Quotienten  auf 
Stimmte  Werthe  der  Veränderlichen  p\  g',  r',  «'  bezieht,  so 
entsteht  die  Gleichung: 

^che  einen  gecoMtriscben  Ort   zweiter  Ordnung   oder  zweiter 
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Klasse  darstellt.  Dieser  bat  mit  der  Flüche  C7=sO  Ummt  eia* 
Berahrmg  erster  Ordnanf».  Uenn  die  Wertbe  p'  ,q'  ,y^,J  gd%* 
der  GleicbuDg  17  =  0;  sie  genfif;en  aber  aacb  der  Glelebon;  (3), 
da  sie  den  Faictor  17  entbSit.  Femer,  wenn  man  ü»  Gleldnt; 
C73s0  voUstlndig  differentiirt,   erhält  man: 

dV,       dU         du,    ,dU,      _  ,., 

^dp  +  -^dq  +  -^dr  +  -3J-  d,=0.  (4) 

-     du     dV     dV     du.  „    ,,.  .     ,     ... 

Da  -f—i   -r-t   -f-t   -T— homogene  Funktionen  des  («—1)1« 

Grades  sind,  so  folgt  aos  dem  Lehrsätze  von  den  honiogeDeii 
Funktionen: 

dU_     l_\d*Ü  d*ü         d*ü     ,^£    \     ,.,. 

du     _1_J<PÜ        d*ü       d^V       d*ü  j 
dq  —  n-l\d^^^dpdq^*dqdr^^dqdt*\' 

dr  =n-I  /  di^^^dpdrf^dqdr^^drds'S  ' 

ds  =n-l  I  d*«  *  +  dpdtP^dqdt''  +  rfrd«'"! ' 

Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4)  setzt,  den  ge- 
meinscbafllichen  Faktor     .   als  von  Null  verschieden  wegliul 

und  die  partiellen  Differential  •  Quotienten  auf  die  bestiamt" 
Werthe  p',  q',r',  t'  bezieht,   so  erhält  man: 

d^O^'^KdiÜ^'P^Wd^'r^  KdPdPj'l  ^'' 
.(/d*t7\     ,  /  d^U  \     ./'d^V\     ./d*ü\    1. 

Identisch  dasselbe  erhält  man,   wenn  man  dfe  CHeiehovV^ 
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voUstfifidig  differentiirt  aod  deo  gemeinschaftlichen  Faktor 
S  als  von  NqU  Terschieden  weglässt.  Also  habön  die  beiden  geo« 
metrischen  Oerter  (l)  und  (3)  fSr  das  System  dar Werthe  p* ,  q'^r',  $' 
weht  Mos  dieselben  Coordinaten  9  sondern  auch  dieselben  partiellen 
Differential- Quotienten  erster  Ordnung»  mithin  haben  sie  mit  ein« 
ander  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung. 

Wenn  man  aber  die  Gleichung  C/sO  zweimal  vollständig 
differentiirt  und  die  Veränderlichen  alle  als  abhängig  ansieht,  so 
erhält  man: 

+  ^^+  rf^^»+  *:^+  rf7^'=0 

Wenn  man  die  Gleichung  (3)  in  derselben  Weise  zweimal 
vollständig  differentiirt,   so  erhält  man: 

+  2  (^)  ä,är  +  2  (3^^,)  d,äs  +  2  (^^)  äräs 

+'^Ad^^)pAdp^)''Kw'i^r^Wd^')'\i  ^*^ 

Von  den  Grossen  p,  9,  r,  $  kann  man  Jedoch  drei  als  unab- 
Usglg  anseben«  mitbin  sind  von  den  vier  Gr5ssen  d^»  d^q,  dh, 
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d*t  drei  gleich  Null.  Die  Wahl  der  abhSngigen  VcrioderiidwB 
bleibt  willkariicb.  Wenn  man  daher  in  der  Gleichang  (5)  die  pv- 
tiellen  Differential -Quotienten  auf  die  Wertbe  p' ,  q'.r',  ^  be- 
zieht, 80  wird  sie  erst  dann  mit  der  Gleichung  (6)  identisch,  weon 
man  hat: 

/dü\      /<Pü\     ./rf^N     ./J^N   ^/d^N 


(7) 


(5?)  =  (sS) '  +  (di7di)p^  (d^'dp)  »+  (dPrf?) ' 

Aus  den  Gleichungen  (4*)  folgt  leicht,   dass  diese  Gleichnn- 
gen  nur  bestehep  können,   wenn  ist: 

(15)=«.  (.f)=«.  (fh«.  (f)-  ^ 

Wenn  diese  Gleichungen  stattfinden,   so   haben  die  geometri- 
schen Oerter  (1)  und  (3)  eine  Berührung  zweiter  Ordnung. 


§.5. 
Aus  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen  Funktionen  folgt  feroer: 

+  ....  =  it(«-l)(«-2)£;=0. 

Diese  Gleichung  stellt  einen  geometrischen  Ort  dritter  Ordnung 
oder  dritter  Klasse  dar,  welcher  mit  der  Fläche  (7=0  \(at^^^ 
eine  Berührung  erster  Ordnung  hat.  Er  hat  aber  damit  auch  eine 
Berührung  zweiter  Ordnung,  wenn  die  partiellen  Differential-Qo<^ 
tienten  erster  Ordnung  einzeln  verschwinden ;   und  auch  eine  vi- 
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rfllmnig  «kitter  OrdniiAg,  weon  die  partiellen  Differential-Quotien* 
teo  xi^eiter  Ordnung  jeder  fflr  steh  verscbirinden.  Diese  beiden 
•Sätze  lassen  sich  leicht  beweisen  durch  Entwickelungen,  wcb-he 
denen  in  §.  4.  ganz  analog  sind. 


$.6. 

Die  in  den  §§.  4.  und  5.    gefundenen   Resultate   lassen   sieb 
folf^derinassen  verallgemeinern: 


\dp"*JP    ^\dg'"*J^    ^W"«/       ^W"/ 


*"• 


(d'^U     \ 
5»'«^wy '^'""^^  ^  •  •  ^  "^^ ~ ^^  •  •' *•  ~  ^^ ■"  *^ '  ^~^' 

Der  durch  diese  Gleichung  ausgedrOekte  Ort  hat  mit  der  Fläche 
17=0  immer  eine  Berührung  erster  Ordnung.  Die  Ordnung  steigt 
bis  m,  wenn  sämmtliche  partielle  Differential -Quotienten  von  der 
ersten  bis  (m — l)ten  Ordnung  inclusive  jeder  für  sich  verschwinden. 


§.  7. 

In  den  folgenden  Entwickelungen  wollen  wir  nur  die  Glei- 
cHing  (3)  nfiber  betrachten  und  annehmen,  dass  die  Gleichun- 
geo  (8)  stattfinden.  • 

Zuerst  wollen  wir  die  Bedeutung  dieser  Bedingungsgleichun- 
geo  aufsuchen. 

Wenn  wir  diese  Werthe  der  partiellen  Differential-Quotienten 
evster  Ordnung  in  die. Gleichung  (2)  setzen,  so  genügen  dieser 
aWe  beliebigen  Werthe  der  Veränderlichen  p,  fj,  r,  $,  Daraus 
tolgt»  dass  fOr  das  Punktcoordinaten- System  die  Fläche  tJ  im 
l^okte  (p'q'r's')  mehr  als  eine  BerQhrungsebene  hat;  für  das 
I%DCoordinaten- System  aber,  dass  in  der  umhüllenden  Ebene 
(p^q'r'g')  mehr  als  ein  Berührungspunkt  mit  der  Fläche   U  liegt. 

Ferner,  fassen  wir  die  Bedingungsgleichungen  rein  algebraisch. 
Wenn  die  erste  abgeleitete  Funktion  einer  auf  Null  gebrachten 
algebraischen  Gleichung  für  eine  Wurzel  derselben  verschwindet, 
80  ist  diese  Wurzel  eine  doppelte.  Also  ist  (p'g'r's')  in  dem 
einen  Coordinaten- System  ein  Doppelpunkt,  in  dem  andern  eine 
Doppelebene. 

Demnach  drücken  die  Bedingungsgleicbungen  aus,    dass  sich 
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die  FiSebe  ü  In  einem  der  in  §.1.  beaeicbneten  besonderen  FiBe 
befindet,   mithin  eine  Singnlaritfit  aufweist. 

Die  Bedingungsgleicbungen  lassen  sieb  nocb  anders  anfTasseo. 
Wir  baben  die  vierte  Veränderliche  nur  hinzugefügt»  um  die  Glei- 
chung homogen  zu  machen.  Wir  dürfen  sie  demnach  gleich  jeder 
beliebigen  Constanten»  insbesondere  gleich  der  Einheit  setten. 
Dann  haben  wir  aber  zur  Bestimmung  der  drei  übrigen  VerSnder- 
liehen  vier  Gleichungen;  eine  davon  ist  mithin  überflüssig;  sie 
ist  eine  Bedingungsgleichung,  welche  befriedigt  sein  muss.  wenn 
die  Fläche  eine  Singularität  besitzen  soll.  Nicht  jede  Fläche  hat 
demnach  eine  Singularität  aufzuweisen. 

$.  8. 

Die  Veränderlichen  seien  zuerst  Punktcoordinaten. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Fläche  (7  sei  in  dem  Doppelpunkte 
(p'q'r's')  von  irgend  einer  Ebene  durchschnitten,  die  Tangente 
an  die  Durcbscbnittscurve  im  Punkte  ip'g'r'i')  sei  bestimmt 
Hierauf  wollen  wir  die  durchschneidende  Ebene  um  eine  Axe 
drehen,  welche  in  ihr  selbst  liegt  und  durch  den  Punkt  (p'qV^ 
geht.  Wenn  wir  jedesmal  die  Tangente  an  die  DurcbscbnittscaiTe 
im  Punkte  (pV''')  bestimmen,  so  werden  diese  eine  Kegel- 
fläche in  der  weitesten  Bedeutung  des  Wortes  bilden.  Denn  die 
Generatrix  ist  ejne  gerade  Linie  und  die  Directriz  ein  Punkt 

Die  Veränderlichen  seien  Plancoordinaten. 

Die  Berührungspunkte  in  der  Doppelebene  {p'q'r'tf)  wer- 
den dann  eine  irgendwie  gestaltete  Curve  bilden.  W^ir  behaupten 
nun,  die  Gleichung  (3)  sei  der  analytische  Ausdruck  fär  jene  co- 
nische Fläche,  respective  lur  jene  Curve. 

§.  9. 
Zur  Abkürzung  sei: 

\dpv^^'  V^)-'*''  ydpy-"*"'  {spO^^"' 
(^A^€   ("-^'^Wc    (^^A=^c' 

\dp'd9'J  —  ^  •     \dq'di')  —  ^  '     \drdg'J  —  ^ 
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Dadarch  niinint  die  Gleichung  (3)  die  Form  an: 

+  2C/>«  +  2CV  f  W"t9  =  w  =  fXp,  q.  r,  s)  =  0. 
Die  Bedingungügleicbongen  (7)  und  (8)  werden: 


(0) 


Ap  +Bq  +Ä'r  +  Gr-4^  =  0. 
A'g+Bp  +Ä»r+C'f =4^=0, 
A"r  +  Ä'/i  +  B"q  +  C"*=4  ^=0, 

Eh  bezeichne  femer: 

die  Funktion  co,  nenn  man  p]  statt  p,  qi  statt  ^  und  rg  statt  r  setzt. 
Die  Tayl  or'sche  Reibe  gibt  uns  dann: 

doi}'         d(o'        dm' 

Nach  dem  Satze  von  den  homogenen  Punktionen   ist: 

Daraus  folgt: 

Aft+p.  9,+?,  r.+r.  «)  =  i^'(Pi+2/»)+i^'(9,+29)+i^'(ri+2r) 

+'d.'+dp";*T  """a^«  2+'d,^  2 +d^;5^''«'+rf^;a7,'"" 

'•»•r  iat: 
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du' 
^dj^-^P^  +*9i  +^''»  +^*' 

Diese  Gleichungen  werden  jede  ffir  sieb  gleich  Mull  durch  die 
Wertbe  p\  q' ,  r\  t\  welche  man  aus  den  Bedinguogsgleicbon 
gen  (9)  findet. 

Ferner  ist:    . 

^??!-9>4        ^^-2.1'        ^'-9^'^. 


dpidqi  dpidti  '     dq^dr, 

Dadurch  erhalten  wir: 

+  "IBpq + 2i5'pr + 2i5  V-  ^ 

Diese  Gleichung  ist  homogen  zwischen  den  drei  VeränderliGbeo 
p,  q,  r.  Durch  die  Transformation  ist  nur  der  Anfang  der  Coor- 
clinaten  in  (p'q'r*s^  verschoben  worden,  ohne  die  Richtung  der 
Axen  zu  ändern. 

Die  Gleichung  (10)  stellt  nun  im  System  der  Punktcoordinateo 
eine  conische  Fläche  dar,  deren  Spitze  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  liegt;  im  System  der  Plancoordinaten  aber  eine  ebene 
Curve,  weiche  in  der  Ebene  {p'qYi')  liegt,  von  welcher  aus 
die  umhöllenden  Ebenen  gerechnet  werden.  Es  seien  nämlich  die 
Veränderlichen  zuerst  Punktcoordinaten.  Die  Fläche  (10)  geht 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Denn  ihre  Gleicbang 
enthält  kein  von  den  Coordinaten  unabhängiges  Glied.  Ferner, 
jede  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
geht,  schneidet  die  Fläche  (10)  in  zwei  geraden  Linien.  Es  m> 
nämlich 

r=mp-|-  nq 
die  Gleichung  der  schneidenden   Ebene.     Wenn   wir  aus  dieser 
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Gleiebung  and  der  Gleicbang  (10)  die  Veränderliche  r  eliminiren, 
80  erhalten  wir  eine  Gleicbang»  welche  zwischen  den  beiden  übri- 
gen Veränderlichen  homogen  ist.  Ohne  die  Rechnung  wirklich 
auszafiihren,  finden  wir  hieraus: 

oder 

p=(xl:VI)9. 

Diese  Gleichung  stellt  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  dar, 
welche  entweder  reell  oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen. 
Mitbin  ist  die  Fläche  (10)  eine  conische  Fläche. 

Sie  ist  aber  auch  mit  der  conischen  Fläche  identisch,  welche 
in  §.8.  besprochen  wurde.  Denn  sie  haben  dieselbe  Spitze;  ihre 
entsprechenden  Generatricen  fallen  zusammen,  da  sie  dieselbe 
Car?e  in  demselben  Punkte  berfibren. 

Es  seien  ferner  die  Veränderlichen  Plancoordinaten.  Dann 
stellt  die  Gleichung  (10)  eine  ebene  Curve  dar.  Der  durch  die 
Gleichung  (10)  ausgedrückte  geometrische  Ort  zweiter  Klasse  hat 
mit  dem  durch  dieselbe  Gleichung  ausgedrückten  geometrischen 
Orte  zweiter  Ordnung  eine  vollständige  Reciprocität  Jedem  Punkte 
der  cooiscben  Fläche  entspricht  eine  umhüllende  Ebene  jenes 
Ortes  zweiter  Klasse.  Allen  Punkten  der  conischen  Fläche, 
(welche  in  einer  geraden  Linie  liegen,  entsprechen  umhOllende 
Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  schnei- 
den. Mitbin  entspricht  jeder  Generatriz  der  conischen  Fläche 
eine  umhüllende  gerade  Linie.  Ferner  alle  Generatricen  gehen 
dorch*  denselben  Punkt,  mithin  liegen  alle  umhüllenden  geraden 
Linien  in  derselben  Ebene.  Also  stellt  die  Gleichung  (10)  im 
%stero  der  Plancoordinaten  eine  ebene  Curve  dar,  welche  in  der 
Ebene  (j^q'r't')  liegt.  Aber  diese  Curve  liegt  auch  vollständig 
in  der  Fläche  ^==0.  Denn  Fläche  und  Curve  haben  eine  Be- 
rilbroDg  zweiter  Ordnung.  Wenn  man  daher  von  der  Ebene 
(fVf'iO  ausgeht,  findet  man  unmittelbar  noch  zwei  umhüllende 
Ebenen,  welche  sowohl  zur  Fläche,  als  auch  zur  Curve  ge- 
buren.  Drei  sich  schneidende  Ebenen  bestimmen  aber  einen  Punkt. 
I^ieser  Punkt,  der  Durchschnittspunkt  der  drei  auf  einander  fol- 
genden Ebenen,  welche  sowohl  die  Fläche,  als  auch  die  Curve 
onihfillen,  gehört  mithin  zur  Fläche  und  zur  Curve.  Daraus  folgt, 
dass  sämmtlicbe  Punkte  der  Curve  auch  in  der  Fläche  liegen. 
Mithin  ist  die  Curve  (10)  diejenige  Curve,  in  welcher  die  Fläche 
^^  von  der  sin^lären  Ebene  (p'qYt')  berührt  wird. 
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$.  10. 

Darcb  ganz  analoge  Entwickelungen  findet  man,  dass  die  in 
§.  5.  aufgestellte  Gleichung  der  anal3rti8che  Ausdruck  für  den 
Berfihrungskegel  in  dem  singulären  Punkte  oder  für  die  Berfib- 
rungscurve  in  der  singulären  Ebene  ist,  wenn  die  partiellen  Diffe- 
rential-Quotienten erster  und  zweiter  Ordnung  einzeln  ^0  sind. 


$.  11. 

Die  biHherigen  Resultate  lassen  sich  ganz  allgemein  ausdrucken: 

Diese  Gleichung  ist  der  allgemeine  Ausdruck  för  den  BerflliniDg^ 
kegel  in  dem  singulären  Punkte  oder  für  die  Berahrungscarve  in 
der  singulären  Ebene,  wenn  sämmtliche  partielle  Differeotiti* 
Quotienten  von  der  ersten  bis  (m  — ])ten  Ordnung  inclusive  j^^ 
fiBr  sich  verschwinden. 

5.  12. 

Vor  Allem  wollen  wir  jetzt  die  Gleichung  (10)  in  die  Air  on 
Sern  Zweck  geeignetste  Form  bringen. 

Es  bezeichne: 

Ferner : 

+  iBp^'g" + IBfr + 2B  V^  ^ 

A«s  der  Gleichung  (13)  folgt: 

_  .  dm"     .  dm"     ,  d^m"  p«  ,  «Pd»"  ö«  .    iP©^  ^ 


j 
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Ferner  ist: 

Daraus  folgt: 

Wenn  man  die  Grossen  p"  und  q"  so'wfihlt,    dass  3-7=0  und 

dm"  ^ 

^-7  =  0  ist,    so  erhalt  man: 

(13) 
Au»  der  Gleichung  (12)  folgt: 


d*«"  d*o}"  rf««" 

Setzt  man  ferner: 

;>"  =  M-, 

worin  a  und  ^  unbekannt  sind,    so  erhält  man  sur  Bestimmung 
FOD  ff  and  ß  die  beiden  Gleichungen: 

^p"+Ä9''+Ä'r=M«  +  Ä/5  +  Ä')r=0, 

daraus  folgt:  / 

•   _     A'B*  -  BB"                AB"^BB' 
""-       AA--b»    '    *^= ^^^-Ä*   ' 
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'  dr  ~  AA^'-B^ 

Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (13)  setzt,  so  erblilt  man: 

f(p"  +P>  r+9y  r)  =  Ap^  +  AY+^Bpq 
.  A"(AA'  -  Ä«)  -  B'(A'R  -  BB"*)  -  B^iAB^-^BB^ 


AA'-^B^ 
=  Ap*+AY  +  ^ßp9  +  (r^:^r(p.9)+l^' 


r    (14) 


Die  angeivandte  Transformation  wird  unmuglich,  weoo 
AA'--  B^=0  ist,  weil  dann  a  und  ß  unendlich  gross  werden. 
Wenn  aber  nicht  gleichzeitig  auch  AA^'-B'^—O  und  ^'J"-i?"M 
ist)  kann  man  obiges  Verfahren  doch  anwenden ,  wenn  man  die 
Glieder  mit  den  ersten  Potenzen  von  r/  oder  p  fortschafft.  Gesetzt 
aber,  es  verschwinden  alle  drei  Ausdrucke  gleichzeitig.  Dann 
findet  man: 

BB'        .,_     BB"  B'B" 

^  —  J:   ßtt  y     ^*  —  db    »/    »     ^" — i — B"  ' 

Dann  aber  wird  die  Gleichung  (12)  folgende  Gestalt  annehmen: 
B^By^  +  B^ß"^g^  ±  2B^ß'Byg  +  ß'ß"r^±2BB'^B"pr 

±2BB'B''*qr=zO 

oder 

B^(B'p±  B''g)^±B'B"(r±2&p±2B''q)r=  fivHtyf=0,  (13) 

wo  Vy  t,  w  lineare  Funktionen  von  p,  q  und  r  sind  und  fi  eioi 
Constante  ist.  Diese  Gleichung  werden  wir  später  weiter  anteM 
suchen. 

Es  sei  nun: 

f''{p'",  q)  =  Vi"'=Ap'^  f  A'q^^2Bp'^q. 
Daraus  folgt: 


Nun  ist  aber: 


I 
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Daraus  folgt: 

r(,^+;..,)=ig:(;,-+?,)+.^,+^-f. 

■        fff 

Wir  wollen  />'"'  so   bestimmen,   daas  j-j»  ^0  i«t;  dann  hat  man: 

Es  sei  ferner  p^^tt'q.     Daraus   folgt: 

An'q  •\' Bq^=z{i   oder    «'=r:  —  -j   und    p'^'rs — -j^. 
Mithin   ist: 

Also  ist: 

Also  erhält  durch  diese  Umformung  die  Gleichung(l4)  folgende  Form : 
Ap^+ -^ ^*=-4p«+X9«  +  ^«  =  «pa  +  «9«+^«.    (16) 

Diese  Transformation  wird  unmöglich,  wenn  ^  =  0  ist,  weil  dann 
or'  oneodlich  gross  wird.  Wenn  nicht  auch  A*  gleich  Null  Ist,  bleibt 
fi\e  doch  anwendbar.  Sind  aber  A  und  A*  gleich  Null,  so  hat  dio 
Gleichung  (14)  die  Gestalt:  Ißpq -i-  gr^zzzO^  welche  Form  mit 
der  Form  (15)  identisch  ist.  In  dem  Folgenden  werden  wir  aber 
«eben,  dass  die  Gleichung  (15)  in  der  Gleichung  (16)  enthalten  ist. 


§.  13. 

Znsaromenstellung    der    verschiedenen    Gleichungen, 
««^elche  in  der  Gleichung  np* ^ xq^ + (^'^=0  enthalten  sind. 

I. 

Wenn  die  Coeffisienten  n^  %  und  g   nicht    dasselbe  Zeichen 
^dben»  so  kann  die  Gleichung  auch  gebracht  werden  auf  die  Form: 

Th«il  XXV.  23 
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wo  i,  «  und  tr  lineare  Funktionen  von  p,  q  und  r  sind  und  fi  eint 
Constante  ist. 

U. 

Wenn  die  CoefBzienten  alle  dasselbe  Zeichen  haben,  so  er- 
hält sie  die  Form: 

III. 

Wenn  ein  CoerGzient  gleich  Null  i^t  und  die  beiden  aoderB 
rerschiedene  Zeichen  haben,  so  lässt  sie  sich  auf  folgende  Fora 
bringen : 

IV. 

Wenn  ein  Coeflizient  gleich  Null  ist  und  die  beiden  andere 
dasselbe  Zeichen  haben»  so  lässt  sie  sich  auf  folgende  Form  briogen: 

{t  +  CfW  \^^)  {t-MJD  ST^V)  =  0. 

V. 

Wenn  sviei  CoefBzienten  gleich  Null  sind ,  so  erhält  sie  dieFom: 

ir  =  J:0. 

$.  14. 

Bedeutung   dieser    fünf   Gleichungen    im    System  der 

Punktcoordinaten. 

I. 

e*  +  ^nito  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  durch  unendlich  viele  Werthe  der  Ver- 
änderlichen befriedigt  werden,  also  stellt  sie  eine  coniscbe  Fläci>^ 
in  der  engern  Bedeutung  des  Wortes  dar. 

II. 

aV  +  6V  +  <?*»'*  =  0. 

Die^e  Gleichung  wird  nur  befriedigt  durch  das  System  derWerÜ»« 
p=0,  7=0,  r=0;  mithin  stellt  sie  nur  einen  eiozigeo  Punkt  dir 
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m. 

f.  10  =  0. 

Diese  Gleichuog  wird  nur  befriedigt,    weou  man  setzt  tszQ 
odor  to  =  0;  mitbin  stellt  sie  ein  System  ron  zwei  reelieo  Ebenen  dar. 

IV. 

(«+atc  V^^)  («— «w,V^)  =0. 

Diese    Gleichung    wird    nur    befriedigt,     wenn    man    setzt: 

t-|-«tcV" — 1=0  oder  t — «w V— 1=0;  jeder  dieser  Ausdrücke 
m  aber  nur  ver8cb winden,   wenn  t  und  to  verschwinden;    mit- 
stellt die  Gleichung,  ein  System  von  zwei  imaginären  Ebenen 

dar,  welche  sich  In  der  reellen  geraden  Linie   \     ^.n  s^^hnelden. 

V. 
tc=±0. 

Diese  Gleichung  stellt  dar  ein  System  von  zwei  reellen  sa- 
imeofallenden  Ebenen. 


{.  1& 

Bedeutung  der   fdnf  Gleichungen  Im  System  der  Plan- 

coordinaten. 

Das  Gesetz  der  Reciprozität  überhebt  uns  der  Muhe,  zu  den 
^Nelchungen  selbst  zurückzugehen. 

1. 

Einer  reellen  conischen  Fläche  zweiter  Ordnung  entspricht  eine 
reelle  ebene  Curve  zweiter  Klasse  im  engern  Sinne  des  Wortes. 

II. 

Einer  Imaginären  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  d.  h.  einem 
^Qzigen  Punkte  y  entspricht  eine  imaginäre  ebene  Curve  zweiter 
Klasse,  d.  h.  eine  einzige  umhüllende  Ebene. 

ni. 

Einem  System  von  zwei  reellen  Ebenen  entsprechen  zwei 
rerito  Pnnkte. 
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IV. 

einer"*',«!??  *^"**"|  "?  •'^*'  «"»aglniren  Ebene»,   welcbe  .id,  i. 
funkte,  «reiche  .»  emer  reellen  geraden  Linie  liegen.  ^ 

V. 

entsDriTn®^'**"'  "n"  '•^*'  '*•"«"'    «wammenf-llenden  Eboe. 
•Dteprechen  zwei  reelle.  zusammeDfallende  Punkte. 

S  16. 
I. 

«3  st  Slr„f  *'""  ^'*?''  ••""«'  ^»'''•"•"e  oder  dritter  Kh«. 
r  seien  hZ  ''"'""8*"«.  '^•'"^«00  des  dritten  Grades  und  p.  ,  .»d 
r  se.en  homogene  Funktionen  des  ersten  Grades. 

«•hJL''del*l®Rrr  *•"  Punktcoordinaten  ist   nach  dem  Vorher 
durch  die  Gleichung!       ^'"^"«"P""''*«  «»«'  Coordloateo  besH-- 

im^eLern^'s;""^  '''"*"  *'"*'  '««"«  Kegelfläcbe  ^weiter'  Ord.«, 
derlichen  p"al*T  «onisch.  Spitze  aus.     Sind  abef  die  Verl. 

.  P*      «'      r» 
*«gs"puÄ''cS"  T' M  -r^'  P"»ktcoordl„aten.    Der  A. 

Axe7d54;r.^orrsotLr:r.r^  ^«^  «••»^*"-" 

die  Ehene  p=0  mit  der  Ebene  ar=0. 

"      "      »-=0   „     „      „      ,^0 
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sQffmromenfalle.  Diese  Transformation  stört  nicht  die  Homogen itüt 
der  Gl^chang.  Die  Gleichung  der  Fläche  aber  erliSit  folgende 
Ge^tait: 

wo  Aj  eine  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  zwischen  x, 
y  and  %  ist.  Die  Gleichung  der  Berflhrungsebene  an  die  Fläche 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  ist: 

Diese  Gleichung  wird  nur  befriedigt  durch  das  System  der  Werthe 
jT  =  0,  ^  =  0,  { :=  0;  mithin  stellt  sie  nur  einen  einzigen  Punkt  dar. 

z  =  a'x  +  b*y 

99k  die  Gleichung  einer  Ebene.  Als  Gleichung  für  die  Projektion 
der  Durchschnittscurve  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (17)  auf  die 
Ebene  x=sO  findet  man: 


if.+^%?:+^,^=o,       (.8) 


wo  K^  eine  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  zwischen  x 
and  y  ist. 

Es  sei  ferner 

y  =  a"x 

die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie,  welche  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  geht.  Für  die  Coordinaten  von  zwei 
der  drei  Durchschnittspunkte  dieser  geraden  Linie  mit  der  Curve 
(18)  findet  man: 

ar«  =  0,    y«  =  0  - 

MHliln  ist  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt. 
Ferner  ist: 

\d^y)  ^dx^'dy^^K  c«  /  ""W"''   c*A**^  c*/ 


(1         6*»        a**  \ 


Diese  Gleichung  zeigt  einen  von  der  Curve  isolirten  Punkt  an. 
(Plficker^  System  der  Geometrie.    IIL  Abschn.  {.  6.) 

MHhin  wird  die  Fläche  (17)  von  jeder  durch  den   Anfangs- 
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puukt  der  Coordinateo  gehenden  Ebene  in  einer  Carve  geschnit- 
ten, welche  in  diesem  Punkte  einen  isolirten  Doppelpunkt  hat 
Also  muss  dieser  Punkt  ein  zur  FiSche  gehuriger,  aber  von  der- 
selben getrennter  Punkt  sein.  Er  lässt  sich  betrachten  als  eine 
zum  Punkte  zusammengeschrumpfte  ellipsoidische  Fläche. 

Im  System  der  Plancoordinaten  Ist  die  Ebene,  deren  Coordi- 
nateo Null  sind,  eine  zur  Fläche  gehörige,  aber  von  den  übrigen 
umhüllenden  Ebenen  getrennte  umhüllende  Ebene.  Ihr  Berfih- 
rungspunkt  mit  der  Fläche  ist  imaginär. 

III. 

»8  +  ffpy = 0. 

Die  Veränderlichen  seien  zuerst  rechtwinkliche  Punktcoordi- 
naten.  Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  den  Winkel  der 
Axen  wollen  u  ir  unverändert  lassen ,  die  Axe  i  dagegen  so  drehen, 
dass  sie  mit  dem  Durcht^chnitte  der  beiden  Ebenen  /7=0  und 
^=0  zusammenfällt.    Dadurch  wird  die  Gleichung  der  Fläche: 

A3  +  X(y  +  aj:)  (y  +  /5:r)=0.  (19) 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  an  diese  Fläche  im  An- 
fangspunkte der   Coordinaten  ist: 

welche  ein  System  von  zwei  reellen  Ebenen  darstellt. 

y  =  ax 

sei  die  Gleichung  irgend  einer  Ebene,  welche  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  geht.  Als  Gleichung  für  die  Projektion  der 
Durchschnittscurve  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (19)  auf  die  Ebene 
2^  =  0  erhält  man : 

*8  +  Ha  +a)  (a  +/3)a:«  =  0.  (20) 

Jede  gerade  Linie  zziza'x,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  geht,  schneidet  diese  Curve  in  drei  Punkten,  wovon 
zwei  In  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  zusammenfallen. 

Es  ist  nun  aber  f^w:)  ■~5~2-^^=0  ^^  diesen  Ponkt 
mithin  ist  er  ein  Rückkehrpunkt.  DieRichtung  derTangente  in  diesem 
Punkte  wird  bestimmt  durch  dieGleich.  g^ , 2A(a+tt)  (a+ß)^:^^^ 

jenachdem  (a-i-a)  und  (rt+/5)  dieselben  oder  verschiedene  Zelcbeo 
haben.    Mithin  ändert  sich  die  Richtung  der  Tangente  zwe'unalt 
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B&mlicb  wenn  (a-fa)  gleich  Null  und  vrenn  (a-f/?)  gleich  Null  wird; 
die  Grosse  der  Aenderung  beträgt  jedesmal  \^f*.  Bei  der  jede«- 
naligeu  Aenderung  gebt  die  ('urve  (20)  in  ein  System  von  gera- 
den Linien  über,  und  nachher  ist  die  Oeffoung  der  Spitze  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  hin  [gerichtet. 

Die  Veränderlichen  seien  zweitens  Plancoordinaten. 

Die  singulare  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  reellen,  nicht 
zusammenfallenden  Punkten.  Jede  Ebene,  welche  die  Verbindungs- 
linie dieser  beiden  reellen  Berührungspunkte  entjiält,  schneidet 
die  Fläche  in  einer  Curve,  welche  eine  singulare  umhüllende  Linie 
hat.  Diese  berührt  die  Curve  in  zwei  reellen  Punkten,  u eiche 
zweien  von  einander  getrennten  Zweigen  d^r  Curve  angehört.  Denn 
hingen  diese  zusammen,  so  müsste  die  umhüllende  Linie  an  eine 
Grenze  kommen,  wo  sie  zurückkehrte.  In  dieser  Grenzlage  aber 
wäre  sie  eine  singulare  Linie.  Diese  singulare  Linie  der  Curve 
wurde  aber  auch  eine  singulare  Ebene  der  Fläche  bedingen.  Da- 
durch aber  hätte  die  Fläche  zwei  singulare  Ebenen,  was  bei  einer 
Fläche  dritter  Klasse  nicht  der  Fall  sein  kann.  Da  nun  die  sin- 
gulare Linie  zwei  reelle  getrennte  Zweige  der  Curve  berührt,  so 
muss  auch  die  singulare  Ebene  zwei  getrennte  reelle  Theile  der 
Fläche  berühren. 

IV. 

Die  Veränderlichen  seien  zuerst  rechtwinklige  Punktcoordinaten. 
Ohne  den  Anfangspunkt  und  den  Winkel  der  Coordinatenaxen  zu 
verändern,  wollen  wir  das  ganze  System  so  drehen^  dass  die  Axe 
z  mit  dem  Durchschnitte  der  beiden  Ebenen  p=Ound  ^  =  0 
Eusammenlallt.  Dadurch  erhält  die  Gleichung  der  Fläche  folgende 
Gestalt  : 

Ä3  +  xt(y  +  aa:)*  +  v«(.v  +  /5^)ai  =  0.  (21) 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die  Fläche  im  Anfang»- 
pnnkte  der  Coordinaten  wird: 

(y+«^)*  +  v«(y  +  /5^)«=0 

oder 

(y  +  «a:  +  v(y  +  /}a:)^^-i)(y  +  «x-v(y  +  /Jx)^^=n)=0. 
Diese  Gleichung  stellt  ein  System  von  zwei  imaginären  Ebenen 
dar,  welche  sich  in  der  reellen  geraden  Linie  |      ^q^j^  schneiden. 
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Es  sei  ferner  y  =z  aa  die  (ileichuDg  einer  Ebene.  Ais  Glei- 
chung für  die  Projektion  der  Durcb^^chnittscurve  dieser  Eb^ne  mit 
der  Fläche  (21)  auf  die  Ebene  iy=:0  erhält  man: 

Jede  gerade  Linie,   welche  durch   den  Anfangspunkt   der  Coordi 
naten  geht,   schneidet  diese  Curve  in   drei  Punkten,   wovon  iwci 
in  den   Anfangspunkt  der   Coordinaten  zusammenfallen.     Für  die- 
sen Punkt  ist  ferner: 

\da:dz)        dx^' tl2^~^^' 

Also  ist  er  ein  Ruckkehrpunkt. 

Die  Richtung  der  Tangente  in  diesem  Punkte  wird  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 

dz^  _  -2xl(fl-|-g)^  +  v^(^i/3)^l 
dx'^  0 

IIa  der  Zähler  dieses  Bruches  aus  einem  Produkte  besteht,  wo- 
von der  eine  Faktor  eine  Constante  und  der  andere  eine  Summe 
von  zwei  positiven  Quadraten  ist,  so  kann  er  weder  sein  Zeichen 
ändern,  noch  verschwinden.  Also  haben  alle  Durchschnittscurrei 
im  Anfange  der  Coordinaten  eine  Spitze,  welche  ihre  Oeffiioog 
immer  nach  derselben  Seite  hin  wendet. 

Daraus  folgt,  dass  die  Fläche  selbst  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  und  die  Linie  !  ■  o  ^n  >i*  eine  Spitze  auslaufen 
niuss,  die  ihre  convexe  Seite  dieser  Linie  stets  zukehrt. 

Die  Veränderlichen   seien   zweitens  Plancoordi naten 

Die  singulare  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  iroagiofireo 
Punkten,  welche  in  einer  reellen  geraden  Linie  liegen.  Jede  Ebene» 
welche  diese  gerade  Linie  enthält,  schneidet  die  Fläche  in  eioer 
Curve,  welche  eine  singulare  Linie  hat,  die  die  Curve  in  zwei 
imaginären  Punkten  berührt.  Also  muss  die  singulare  Linie  ziv^ei 
imaginäre  Zweige  der  Curve  berühren,  und  daraus  folgt»  dass  die 
singulare  Ebene  zwei  imaginäre  Theile  oder  Lappen  der  FJäclie 
heri'ihrt,  oder  auch  die  Fläche  hat  eine  zugeordnete  reelle  gerade 
Linie. 

V. 

Die  Veränderlichen  seien  wieder  zuerst  rechtwinkliche  PnoK^' 
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coordioaten.  Ohne  den  Anfangspunkt  und  den  Winkel  der  Coor- 
dinatenaxen  zu  8ndern,  wollen  wir  die  Axe  z  so  drehen,  dasa 
sie  in  die  Ebene  p=:0  föllt  Dadurch  erhält  die  Gleichung  der 
FISche  folgende  Gestalt: 

Ä3+%  +  iMr)«  =  0.  (22) 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  an  die  Fläche  im  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  wird :  (y  +  axf  =  0.  Diese  Gleichung  stellt 
ein  System  von  zwei  reellen,  zusammenfallenden  Ebenen  dar. 

Es  sei  y'=.ax  die  Gleichung  einer  Ebene^  welche  die  Axe 
2  enthält.  Als  Gleichung  für  die  Projektion  der  Durchschnittscurve 
dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (22)  auf  die  Ebene  y=0  erhält  man: 

Aas  der  Form  dieser  Gleichung  sehen  wir,  dass  jede  Durchschnitts- 
cnrre  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  einen  Doppelpunkt  hat 
Dieser  Punkt  ist  ein  Röckkehrpunkt.    Denn  es  ist  fär  denselben: 

Kdwdz)       dx^' dz^-^^' 

Die  Richtung  der  Tangente  in  dem  singulären  Punkte  wird  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 

dl  _      2A(a  +  c)« 
S""~         0 

Dieser  Ausdruck  kann  sein  Zeichen  nicht  ändern;  Jedoch  wi^d 
der  Zähler  einmal  gleich  Null,  nämlich  wenn  a  -\-  azziQ  i^t,  d.  h. 
wenn  die  schneidende  Ebene  mit  der  Tangentialebene  an  die 
Fläche  (22)  In  diesem  Punkte  zusammenföllt.  Also  hat  jede 
Durchschnittscurve  eine  Spitze,  deren  Oeffnungen  alle  dieselbe 
Richtung  haben;  nur  wenn  {a-\-(t)  verschwindet,  geht  die  Durch- 
schnittscurve in  ein  System  von  geraden  Linien  über. 

Es  seien  die  Veränderlichen  zweitens  Plancoordinaten. 

Die  singulare  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten.  Daher  schneidet  jede  Ebene,  welche  diese 
beiden  Punkte  enthält,  die  Fläche  in  einer  Curve,  welche  eine 
singulare  Linie  hat,  in  dieser  fallen  die  beiden  Berührungspunkte 
zusammen;  mithin  ist  dieser  ein  Wendungspunkt.  Also  muss  auch 
die  singulare  Ebene  die  Fläche  in  einem  Wendungspunkte  berühren. 
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Schreiben  des  Herrn  Reotom  Ur.  Na^cl  zu  Ulm  an  den  Herausgeber. 

In  dem  dritten  Hefte  des  248ten  Bandes  des  Archivs  der 
Mathematik  und  Physik  macht  Herr  Professor  Steezkovfski 
auf  eine  Schrift  aufmerksam  unter  dem  Titel:  Anweisung  zum 
Zirckel  und  Lineal  Gebrauch  etc.  ohne  Jahreszahl.  Erkennt 
den  Verfasser  nicht  und  schliesst  aus  den  auf  den  Kupfertafeln 
angebrachten  ungarischen  Städten,  dass  der  Verfasser  ein  Ungar 
sei.  Ich  glaube  Qber  den  Verfasser  sichere  Auskunft  geben  so 
können  y  und  vielleicht  gestatten  Sie  dem  Folgenden  ein  Plätzchen 
in  Ihrer  Zeitschrift.  £s  ist  fOr  diejenigen  Leser  derselben  ge- 
schrieben, welche  sich  auch  für  die  Literatur  der  Mathematik  in- 
teressiren,  und  mochte  auch  an  und  für  sieh  schon  einiges  histo- 
rische Interesse  darbieten. 

Ich  besitze  in  meiner  Bibliothek  ein  altes  Buch  unter  dem 
sonderbaren  Titel :  Ertz-Herzogliche  Handgriffe  dess  Zir- 
ckels  und  Liniais,  oder  Ausserwählter  An  fang  zu  de- 
nen mathematischen  Wissenschaften.  Worinnen  man 
durch  eine  leichte  und  neue  Art  ihm  einen  geschwin- 
den Zutritt  zu  der  Feldmesserey  und  andern  daraus 
entspringenden  Wissenschaften  machet.  Beschrieben 
von  Dero  R5m.  Kayserl.  Majestät  bestellten  Fi*ld-  and 
Land-Ingenieure  des  Königreichs  BOheim,  Ober- 
Wachtmeistern  etc.  Antlioiil  Krnst  Bur^kliArd  ros 
BIrckeMStelii.  Samt  einem  Anhang  oder  Beschrei- 
bung derer  in  den  eeoroetrischen  Kupffer^Figuren  bey^ 
gefügten  Ungarischen  Städte,  Vestungen  und  SchluS" 
ser,  unter  welchen  nicht  wenige,  so  bisshero  In  keinen 
Reiss-  und  Land-Beschreibungen  dess  Knnigreieb« 
Ungarn  vor  Augen  gestellet  worden.  Mit  Rom.  Kay- 
serl. Majest.  Befreyung.  Augspurg,  (gedruckt  und  ver- 
tagt durch  Jacob  Koppmeyer,  auno  MI.DCLX2UUX« 

Das  Privilegium  ist  ausgestellt  von  Kaiser  Leopold  am  1&  ^ 
nuar  16S9  auf  8  Jahre,  und  d^  Verfasser  des  ßuobsi  Barck* 
hard,  ist  darin  betitelt  Obrist- Lieutenant  und  Oberiogenieor* 

Das  Buch  ist  gewidmet  dem  Ertz-* Herzogen  zu  Oesterreicli  c<C| 
dem  Diirchleuchtigatoo  Grossmächtigsten  Königlichen  Prinzen  an(l 
Herrn  Josephe.  Es  ist  diess  der  spätere  Kaiser  Joseph  I- 
Burckhard  war  nach  der  Dedication  von  Kaiser  Leopold  rum 
Lehrer  der  Kriegswissenschaftsa  üBr  den  genannten  Ertziierzog  er- 
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uanol  tvorden.  Euie  Frucht  iImms  UoterriciU«  bt  die  obenge- 
iiionte  »Sckrift.  di«  acbon  deMwegcs  den  Titel:  Ertz-Uerzug- 
liche  Handgriffe  etc.  führt»  noch  mehr  aber,  weil  die  Zeichnungen 
de«  Buchs  ,,von  der  Ertz- Herzoglichen  Durchlaucht  mit  eigener 
Hand  so  schon  als  künstlich  mit  dem  Zirckel  und  Liiiial  verferti- 
set*'  sind,  und  seine  Erts- Herzogliche  Durchlaucht,  Ihro  Kayserl. 
Malestat  Gtorwflrdiger  Erb-I'rintz  mit  hocherleuchtetem  Verstand 
and  Kunstartißer  Feder  durch  Aufreisung  dieser  Figuren  den  Grund 
der  mathematischen  Wissenschaften  geleget. 

Daher  sagt  auch  Burckhard  in  der  Dedication,  freilich  mit 
einem  hohen  Grade  von  Schmeichelei :  Ich  mache  es  gleich  denen 
Bochtruckern ,  welche  jederzeit  ihre  Nahmen  unten  an  das  Werk 
zo  setzen  pflesen,  wodurch  ihnen  der  Nahmen  eines  Verfassers 
(nicht  ohne  Fenler)  unterweilen  zugeschrieben  wird.  Also,  Gnä- 
difster  Herr,  dieses  Buchs,  so  ich  Eurer  Durchlencbt  untertbK- 
liftst  zu  überreichen  mich  unterfange,  seyn  sie  der  Verfasser 
seibiten  etc. 

In  dem  Buche  ist  in  der  Tbat  eine  via  regia  zur  Mathematik 
mMicht;  denn  Alles  sind  blosse  Handgriffe,  ohne  dass  irgendwo 
die  geringste  Spur  eines  Beweises  zu  finden  wSre,  und  besteht 
woU  hauptsächlich  darin  die  auf  dem  Titel  bemerkte  neue  und 
leichte  Art ,  ihm  einen  gesehwinden  Zutritt  zu  der  Feldmesserey  etc. 
ZQ  machen. 

Auf  jeder  Kupfertafel  ist  eine  ungarische  Stadt  etc.  unterhalb 
der  geometrischen  Zeichnung  abgebildet,  einmal  nach  dem  Zeit- 
gecchmack  überhaupt,  dann  aber  wohl  insbesondere  dess wegen, 
wöl  in  der  Vorrede  der  Ertzherzog  Joseph,  dem  das  Buch  ge- 
widmet ist,  schon  als  zum  Kunig  von  Ungarn  ernannt  erscheint, 
M)  dass  man  also  aus  diesem  Umstände  nicht  zu  dem  Schlüsse 
berechtigt  ist,  der  Verfasser  selbst  sei  ein  Ungar  gewesen«  wor- 
auf auch  der  Name  nicht  im  mindesten  hindeutet,  der  auf  einen 
Deatschen  als  Verfasser  schüessen  lässt. 

Das  Buch  zerßllt  in  folgende  Abschnitte: 

Dedication  und  Vorrede.    18  Seiten. 

Von  der  Geometria  in  gemein.    !)  Seiten. 

Von  dem  Nutzen  der  Messkunst.    2  Seiten. 

Von  dem  Ursprung  der  Messkunst.    2  Seiten. 

Von  denen  Ausslegungen  deren  dazu  gebrSuchlichen  W^ör- 

tern.    15  Seiten  und  14  Kupfertafeln. 
Allgemeine  Bekandtnussen  oder  Aziomata.  3  Seiten,  2  Taf. 
Zusagungen  oder  &laubnussen.    3  Seiten,  2^  Tafeln. 

I.  Buch.     Von  denen  Auffgebungen  der  Linien.    23  Sei- 

ten, 22  Tafeln. 

II.  „        Von  denen  flachen  Figuren.  25  Seiten,  24  Tafeln. 
m.    „        Von  denen  eingeschriebenen  Figuren.  20  Seiten, 

19  Tafeln. 

IV.  „        Von  denen  ambschrlebenen  Figuren.   10  Seiten, 

9  Tafeln. 

V.  „         Von  denen  geproportionirten  Linien.    18  Seiten, 

17  Tafeln. 

VI.  „        Von  denen  Ktepero.    14  Seiten,  13  Tafeln. 
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KurzverfaMte  Betfchretbong  derer  Vestinigen  und  Schlosser, 
mit  vrelchen  die  eeenietrisehe  Kapfer-FIgnren  die- 
ser Ertz-Herzoglichen  Handgriffe  geziert.  44  Seit 

Register.    2  Seiten. 

Dm  Ton  Herrn  Prof.  Stecikoweki  angefahrte  Bach  ist  effeibar 
oichU  andere«,  aU  eine  spätere  Auegabe  de«  voo  mir  beechriebenea 
Original  werke«  ohne  Jahreszahl  und  ohne  Nennung  de«  Verfaaaer«,  «od 
zwar  mit  verallgemeinertem  Titel ,  indem  anf  dem«elben  statt  der  „Ertx- 
Uersoglichen  Handgriffe**  ausdrücklich  bemerkt  ist,  die  Schrift  sei  tnn 
Gebrauch  sowohl  vor  die  Jagend  als  Professionisten  and  Handwerker 
bestimmt.  Die  Identität  beider  Bücher  —  vielleicht  mit  einigen  Erwei- 
terungen in  letzterem ,  worüber  nur  eine  genauere  Vergleichnng  enttchei- 
den  könnte  —  ergibt  sich  zunächst  aus  der  offenbaren  Gleichheit  der 
Kupferstiche,  daraus,  dass  beide  Werke  in  6  Bücher  -eingetheilt  sind, 
vor  Allem  aber  aus  der  von  Herrn  Steczkowski  p.  312.  des  Archiri 
gegebenen  Probe.  Denn  dieselbe  Aufgabe  ist  anch  in  meinem  Buche  die 
siebente  des  dritten  Buchs  und  daselbst  ganz  bnchstablich  gleichlanteod 
bis  auf  die  Orthographie  hinaus,  in  letzterer  hie  und  da  etwas  älter, 
indem  es  i.  B.  immer  bei  mir  Lini  statt  Linie  heisst;  auch  die  AnoH- 
nnng  ist  genau  dieselbe,  indem  der  Text  genau  Reihe  für  Reihe  so 
entspricht,  dass  die  auf  die  Kupfertafel  bezüglichen  Bachstaben  am  Esde 
jeder  Zeile,  und  daher  «äromtlich  unter  einander  stehen.  Die  Fi^r  !•( 
ebenfalls  die  nämliche,  wie  die  im  Archiv  Taf.  X.  Fig.  1.  abgedmdte, 
nur  ist  das  Dreizehneck  wirklich  eingeschrieben. 

Um  den  Lesern  noch  ein  kurzes  Bild  der  auf  solchen  Tafeln  weiter 
gezeichneten  Figuren  zn  geben,  bemerke  ich  schliesslich,  dats  aster 
der  eben  erwähnten  geometrischen  Figur  die  Abbildung  des  Schloew 
Strezen  sich*  befindet,  von  welchem  die  Erklärung  (S.  171.)  sagt:  Stre- 
zen  oder  Streczen  ist  ein  fettes  ungarisches  Cnstell,  so  lant  David  Frö- 
lichs  Bericht  in  christlicher  Gewalt.  Beinahe  jedes  dieser  Bilder  eoMt 
als  Staffage  im  Vordergrunde  irgend  eine  Volksscene.  und  so  heroshefl 
sich  hier  zwei  Ungarn,  ein  gefallenes  Pferd  aufzurichten,  indem  der 
eine  am  Schwänze,  der  andere  am  Zaume  zieht,  nnd  letzterer  siijci^iek 
znr  Beförderung  des  Anfstehens  gewaltig  mit  der  Peitsche  znhant. 
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Seite  240.  Zeile  11  v  o.  statt  wohl  lies  sowohl. 

251.      ,,      10  V.  o.  statt  eine  der  ersten   Differenzen  lie* 

eine  der  Differenzen. 
2&2.      „      11   V.  u.  sUtt  /'  lies  /.  ,, 

254.      ,,        9  V.  o.  (in  dem  Ausdruck  für  ^  —  i)  «l^^t  ^t 

„    25T   (ob  im mittl. Quadrat) statt  Ig. 0+^^)  üo« IgCH-^fr^- 
„    259.  Zeile  1  v.  o.  sUtt  lg.5=0,69B7  Um  lg.5=0,69997. 

260.  (unten  im  vorletzten  Quadrat)  statt  0,43706. |i  lies  O,4dT06f 
2«0.         „       „  „  „  „     9,07004.1.     „      9,07^ 
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Literarischer  Bericht 


XCIX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Intorno  ad  aicune  op^Te  di  Leonardo  Pisano,  Ma- 
tiiematico  de  secolo  decimoterzo.  Notizie  raccolte  da 
Bafdassarre  Bo  nconipagiii,  Socio  ordinario  dell'  Acca- 
'tmia  Pontificia  de'  nunvi  Lincei.  Roma.  Tipografia 
ifttle  belle  arti.     J&54.    8. 

Wie  uni^emeiri  vriehtig  die  Geschichte  der  Mathematik,  na* 
MDtltch  der  Arithmetik  Hnd  Algehfa,  In  Italien  für  die  Geecbicbte 
inserer  Wissenschaft  Ciberhaapt  ist ,  weins  jeder  Kenner  derselben« 
Im  Artikel  ««Algebra**  des  mathematischen  Wörterbuchs  (Tbl.  I. 
8.33.)  sa^t  Kidgel:  ,,Von  den  ]\lauro*A rabern  ward  die  Kennt- 
■isf  der  Aleebra  nach  Spanie»  verpflanzt.  Aus  diesem  Lande 
nTigen  die  hatiener  sie  sum  Theil  erfadten  haben.  Doch  haben 
sie  aoch  unmittelbar  von  den  Arabern  durch  einen  ihrer  Lands- 
l««tc  Unterricht  in  dieser  Kunst  bekommen.  Leonardo  von 
Pisa,  ein  Kaufmann,  der  um  das  Jahr  1200  grosse  Reisen  nach 
<leni  Orient  unternahm,  brachte  von  da  die  Kenntniss  der  arabi- 
schen Arithmetik  und  Al|ipebra  mit";  und  in  dem  von  dem  untere 
seiebneten  Herausgeber  des  Archivs  mit  besonderer  Liebe  beacr 
leiteten  Artikel  „Zahlseichen**  des  Wörterbuchs  ersäblt  derselbe 
(TM.  V.  S.  1176.):  „Die  dekadischen  Zahlzeichen  sind  langaam 
in  Gebrauch  gekommen,  wie  es  in  jenem  Zeitalter  nicht  anders 
Min  konnte.  Man  siebt  es  aus  einer  arithmetischen  Schrift  des 
L«onardtts  Pisanos,  die  im  Jahre  1202  veHasst  ist.  Von  die- 
Mr  findet  man  eine  ausnilirfiche  Nachficht  In  des  Targioa^ 
T^ztetti    Relaztoni   d-alcuni    viaggi  fatti   in   Toscana. 
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« 

T.  II.  p.  59.  der  sweiten  Aosgabe  za  Florens  1766.     Die  Schrift 
des  Leonardo  ist  aof  der  Magliabechischen  Bibliothek  so  Flo- 
renz handschriftlich  vorhanden.    Der  Verfasser  erzählt,  dass  sein 
Vater,   ein  Handelsmann,   ihn   in  dem    studio  abaci    onterrichtet 
habe;  der  vortreffliche  Unterricht,  mit  den  neun  Figoren  der  Inder 
zu  rechnen,  habe  ihm  ganz   vorziigHch  gefallen;   er  habe  daraus 
begriffen,    was  er  auf  seinen  Reisen  in  und   ausser  Europa  mit 
vieler  Milhe  gelernt  hStte;  das  Alles  aber  und  andere  Rechnungs- 
arten halte  er  gleichsam  für  fehlerhaflt  (quasi  errorem)  in  Vergleich 
mit  der  Weise  der  Inder.     Deswegen  wolle  er  diese  so  deutlich 
als  möglich  vortragen.     In  dem  ersten  Kapitel  zeigt  er,    wie  mit 
den  nenn  Figuren  und  dem  Zeichen  0,    welches  arabisch  Zephi- 
rum  heisse,  alle  Zahlen  geschrieben  werden.    Man  sieht  aos  die- 
ser Schrift,  dass  die  indische  Rechenkunst  gegen  Ende  des  l^Sten 
Jahrhunderts  selbst  unter  Kaufleuten  noch  nicht  ausgebreitet  ge- 
wesen ist.'*    —    Diese  Notizen,  welche   ich   bei  der  Bearbeitung 
des  genannten  Artikels  des  Wörterbuchs  hauptsächlicb  aas  aodb 
vorhandenen  sorgfältigen  Aufzeichnungen  des  verewigten,  so  viel- 
fach verdienten  Kliigel   entnahm,    habe  ich   hier  deshalb  wieder 
aritgetheilt,    um   den  Lesern    des  Archivs    die   ungemein    grosse 
Wichtigkeit  des  Leonardo  Pisano  fOr  die  Geschichte  der  Arith- 
metik und  Algebra  in  der  Kürze  mit  mSglichster  Deutlichkeit  f« 
die  Augen  zu   führen.     Je  lebhafter  aber  ich  schon  vor  nun  be- 
reits 25  Jahren  bei  der  Bearbeitung  des  genannten  Artikels  (ttlle, 
wie  ungemein  schwer  es  ist,    bei  solchen  Arbeiten  sich  in   des 
Besitz  aller  erforderiichen  Quellen  zo  setzen,    desto  aogeaehoier 
wurde  Ich  jetzt  überrascht,  als  ich  das  voriiegende,  mit  der  gross* 
ten  Sorgfalt,    der   grOssten  Liebe   zur  Sache   und    der   gtusstes 
mathematischen  und  historischen  Gelehrsamkeit  bearbeitete  Werk 
des  Herrn  Baldassarre  Boncompagni  erhielt,   durch  deseea 
Herausgabe  der  Herr  Verfasser  sich  ein  ungemein  grosses  Ver- 
dienst um  die  Geschichte  der  Mathematik  erworben  hat,  tiod  das 
Niemand    bei    dem   Betreiben    historisch  -  mathematischer   Stodten 
künftig  wird  entbehren   können.     Man  muss  erstaunen  über  des 
FleiHS,   die  Sorgfalt,  mit  welcher  Herr  Baldassarre  Boncom- 
pagni   in   den  berühmtesten   italienischen  Bibliotheken   Naehfcr- 
sebQngen  Aber   die  Schriften  seines  Landsmanns  angestellt  hat, 
and  dl«  dabei  aufgewandte  grosse  literariacb^  Gelehrsamkeit,  vre- 
bei  wir  sogleich  noch  erwähnen  ivoUen,  dass  Herr  Baldassarre 
Boncompagni  schon  frfiber   in  den   Atti   dell'    Accadeaalm 
Pontificia  de'  Naovi   Lincei   puhblicati  eonforne  alU 
decisione  Accademlca  de  22  dieembre  1860,  e  comptUti 
dal'Segretario.    Roma,  1851—1852,   einen  AufMtz:   »»Delle 
vita  e  delle  opere'di  Leonarde  Pisano  matematico  del 
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•^€•10  ci«cinioCerso  ctc/'  pnbKcirt  hftl.  Avdi  finde  leb  be* 
BMiders  angezeigt:  „Hella  vita  e  delle  opere  dl  Leonardo 
Piaano,  matematico  de!  aecolo  decimoterzo,  notisie 
raecolte  da  B.  Boncoiupagni.  Roma.  1842.  4.''  und:  ,>So- 
pra  tre  »critti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati 
da  B.  Boncompagni,  iiote  analitiche  di  Ängelo  Genocchi. 
Roma.  1855.    8.'* 

Eine  ausführliche  Anzeige  des  so  ungemein  reichen  Inhalts 
des  vorliegenden  grossen  und  gelehrten  Werkes  gestattet  natürlich 
4i^  durch  diese  literarischen  Berichte  uns  nothwendig  vorgeschrie- 
heee  Kurze  nicht»  indem  nir  uns  vielmehr  damit  begnOgen  mOs* 
mß,  auf  die  grosse  Wichtigkeit  desselben  für  die  G^chichte  der 
■itbematik»  baaptsäcblich  natürlich  für  die  Gresohichte  der  Artth- 
•iiik  und  Algebra»    hingewiesen  zu  haben. 

Dm  jedoch  wenigstens  aufeiniges  Detail  aufmerksam  zu  machen, 
so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet,  wollen  wir  bemerken,  das« 
fo  Herr  Verfasser  drei  arithmetischen  AufJE^aben,  die  in  einem 
tof  der  Ambrosianiscben  Bibliothek  zu  Mailand  aufgefundenen 
wichtigen  Manuscripte  des  Leonardo  Pisano,  welches  den 
TMel  führt:  „Flos  saper  solutionibus  quarundani  que* 
•tlonum  ad  numeruni  et  ad  geometriam  vel  ad  utruro* 
fee  pertinentium''  sich  finden,  gleich  am  Anfange  seines 
wichtigen  Werkes  besondere  Aufmerksamkeit  widmet.  Diese  drei 
i*ltebleroe  sind  die  folgenden: 

wP.  Trovare  un  numero  quadrato  a^  tale,  che  si  abbia  simul- 
ttMeimente : 

If't  t*  esaendo  due  numeri  quadrati. 

V,  Trovare  per  mezzo  di  ciö  che  Enclide  insegna  nel  decimo 
Ubro  de'  snoi  Eleroenti  di.geometria  un  numero  x  tale  che  si  abbIa: 

a:»  +  2ar«+lftr=:20. 

3^.  Tre  uomini  avevano  in  cemune  una  somma  dl  denar<H 
della  quäle  una  roetä  era  del  primo,  una  terza  parte  del  secando^ 
^  Boa  sesta  parte  del  terzo  uono.  Volendo  essi  perre  'in  luogo. 
pib  sicuro  questa  somnia,  clascuno  di  loro  ne  prese  a  caso  una 
perte,  ed  avendo  trasportato  tutta  la  somma  atessa  in  luogo  pi4 
ihire,  11  primo  pese  in  cemune  la  metä  dl  ci^  ch»  prese,  II 
itonde  la  te»a  paHe,  ed  U  terzo  una  seela  parte.  AveBde< 
pOicia  dMik»  in  perti  egoaU  fra  loro  elö  che  fu-  da  eeel  posto  la 

3* 
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eomuiie,  dascwio  di  idro  ebbe  tina  certa  poraione.  Si  doBMuiiU 
tfuale  fii  i|tiellA  somina  e  qoaoto  cia9cutio  n«  preee^^* 

Auch  heinerkeji  ^ir  hierbei»  daKS  Herr  Baidassarre  Bon* 
conipagni  Ober  das  erste  dieser  drei  Probleme,  welches  der  uo- 
besümiiiten  Analytik  angehört,  indem  er  deroselben  zugleich  eine 
allgemeine  Form  gegebe»  hat,  eine  besondere  sehr  lesensvrerthe 
Abhandlung  verfasst  bat,  die  unter  folgendem  Titel  erschienen  i»t : 

Intorno  alla  resoluzione  delle  cqnazioni  simolta* 
nee  a:*-|-Ä=y*,  a:*  — ^  =  2*.  Nota  di  Baldassarre  Boncoro- 
pagni.  Estratta  dagli  Annali  di  Scienze  Matematiche 
e  Fisicbe  pubhiicati  in  Roma  Aprile  1855.    Roma.  1855. 

and  daps  darin  gleich  am  Anfange  bemerkt  wird,  da^ts  Leonardo 
von  Pisa  fiir  dieses  Problem  die  in  den  folgenden  Formeln»  io 
denen  tu,  n  rationale  Zahlen  bezeichnen,  enthaltene  elegante  Auf- 
lösung gegeben  bat: 

h  =  imn(m  f  «) (m  —  ») , 

y  =  ±(2mn  +  (m«— n«)). 

Der  Raum  verstattet  uns  leider  nicKt,  hier  noch  treiter 
auf  das  vorliegende  wichtige  und  interessante  Werk  einzagehen. 
Wir  schliessen  daher  diese  Anzeige  mit  dem  Wunsche,  dau 
Herr  Baldassarre  Boncompagnr  die  Wissenschaft  noch ufUrs 
mit  so  wichtigen  historischen  Untersuchungen    beschenken  rouge. 

Grunert. 


Arithmetik. 

Neae  Methode  zur  Vermeidung  und  Auffindung 
von  Rechenfehlern  vermittelst  der  Neuner-,  Elfer-, 
•  Siebenunddreissiger-  und  Hiindertundeinerpfobc.  Ein 
Hflifsbuch  ffir  Zahlenrechner.  Von  Dr.  A.  KrCnig,  Leh- 
rer an  der  königl.  Realschule  in  Berlin.  Berlin.  GSrt- 
ner.  1855.    8. 

l>er  Zweck  dieser  Schrift  ist  dttrch  ihren  Titel  biireiclMa^ 
bei#ieliiiet.  Die  auf  dem  Titel  angef^ebenen  Reehnoagsfin»^ 
ahid  w  fleraeibea  deutlich  angegebefi  und  ihr  Gcbraüdi  Mur  hßoi- 
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iMhmg  von  :  Recbmiivhleni  wi  .  v^ltitdndig  und  m%  leiditfasslich 
erUhfievt  wovdeii«  dass  GSr  Jeden,  wer  nur  mit  den  Anfaiigfigrfin^ 
deo  der  Arithinelik  vertraut  ist,  ein  leichtes  Verständuies  re^ 
mlttelt  w^Hrden  ist.  Die  Bevretee  bat  der  Herr  Verfasser  jedecli 
jetit  *neeh  triebt  gegeben ,  und  beabsiebtigt«  dieselben  in  eineoi 
bcsen deren  Heftehen  naebzuJIefern ,  was' jedenfalls  recht  bald  ge- 
acbehen  mOge,  da  das  Sehriftchen  sowoM  von  theoretischem,  als 
nameatlich  von  prakfiscbem  Interesse  ist,  and  aaoh  Lehrern  zur 
Benofanng  bei'ni  arithmetischen  Unterrichte,  wuani  es  der  flerr 
Vcrfisser  auch  bestimmt  hat,  empfohlen  seu  werden  verdienl. 
Aisfer  fler  lehrreichen  Darstellung  der  Methode  selbst  bilden  den 
Raoptinliaft  ^et  Schrift  eine  Reihe  von  Tafeln,  die  dazu  bestimmt 
mmI,  alle  Rechnung  eti  ersparen  und  jede  Probe  auf  ein  blosses 
NtehscMagen  zurOcIczufiihren ,  und,  so  weit  sich,  ohne  selbüt 
sehen  vielfachen  Gebraiietr  von  denselben  gemacht  asu  haben,  orthei^ 
len  lässt,  mit  grosser  Sorgfalt  berechnet  und  zweckmässig  einge- 
richtet zu  sein  scheinen,  weshalb  wir  das  Schriftchen  nochmals 
dur  Beachtung  unserer  Leser  recht  sehr  empfehlen. 

Tafel  der  fdn/steiligen,  Logarithmen  and  Antiloga- 
Mthuen.  Nebst  einer  tabellariachtn  Zusammenstel- 
lung der  in  den  verschiedenen  Anwendungen  am  mei- 
sten gebrauchten  Zahlen.  (Von  Friedrich  S'tegmann', 
Professor  an  der  Universität  zu  Marburg.)  Marburg. 
Kech.  1855. 

Diese  kleine  Tafel  besteht  aus  folgenden  zwei  Abtheilungen: 

I.  Tafel  der  gemeinen  oder  Briggischen  Logarithmen,  ent- 
haltend a)  Rir  die  natürlichen  Zahlen  von  0  bis  HO  die  vollstän- 
digen Logarithmen  mit  sechsstelliger  Mantisse,  und  b)  ftir  alle 
Zahlen  von  1000  bis  99ti9  die  fiinfstelligen  Mantissen. 

II.  Tafel  der  Anfilogarithmen,  enthaltend  für  die  Mantissen 
ftUer  Rriggischen  liOgarithmen  von  .0000  bis  .9999  die  ttinf  ersten 
Stellen  der  zugehörigen  Zahl. 

Mau  sieht  hieraus,  dass  der  Herr  Verfasser  unter  einer  Ta- 
U  der  Antilogarithmen,  wie  dks  in  Engtand  längst  gebräuch- 
Kehiist,  eihe  Tafel  versteht,  wekhe  von  der  gewöhnlichen  Loga* 
ifths^ntafeU  i^Im  ven  der  Tafel  L,  die  einfache  Umkehrung  bildet. 
M  der  Tafel  der  Logarithmen  ist  die  Zahl  das  Argument,  und 
te'  Tald  stellt  4en  Ldgarithnros  als  Function  der  Zahl  dar. 
U  der ''Cafet  der  AalHogarttlnBieii  ist  der  Legarithmits  da«  Argo- 
•Mv  «und;  die  T«M  alellt.  die>  Zahleb  als  Foactseu^n  der  Log»- 
>MnMb  dar.^-  Wir  sM  mit  de«  Uerni  Verfcsser  ganz  dwnil  eiiih 
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^Mttonden,  claM  etoe  besondere  Tafel  4er  AoÜkigarMmieii  wesoit- 
liebe  ErleicbleniBg  bei  der  RecbsiiMg  gewährt  «od  aocb  derea 
lyenanigkeit  zo  erb5heD  geeignet  ist»  and  enpfeMen  daher  das 
vorliegende  BQehlein  nnsern  Lesern  und  auch  PnJUikerD  recbt 
sehr  zar  Beaebhuig.  Freiitcb  aber  wird  eine  solcbe  TaM,  in 
grosserem  Maassetabe  wie  hier  ansgefiahrt,  imnier  ein  ziealidi 
volomiodses  Werk  bilden.  Als  Grondlage  seiner  Arbeit  diente 
dem  Herrn  Verfiüsser  die  in  London  1849  erschienene  Table 
of  Antllogarithms  von  Filipowsky,  welche  CiBr  alle  föaCitel- 
Bgen  Mantissen  siebenstellige  Logaritbroanden  lleferty  in  der 
«ber  bei  sorgföltiger  Prflfung  eine  bedeutende  Anzahl  von  Dmcii- 
fehlem  entdeckt  wurde,  welche  in  der  vorliegenden  Tafel  aerg- 
ftltigst  zn  vermeiden  gesucbt  worden  ist.  I>ie  Tafel  eioer 
grosseren  Anzahl  in  der  theoretischen  und  |miktischen  Sfatbeiiit- 
tik  and  in  der  Physik  oft  gebranchter  ZaUen  ist  eine  aDgenekne 
Zugabe. 

Die  Differential-  und  Integralrecbnung  und  deren 
Anwendung  auf  die  Geometrie  in  der  Ebene  von  Doc 
tor  Edmund  Kiilp,  Professor  der  Physik  und  Matbema- 
tik  an  der  höheren  Giewerbescbale  zn  Darmstadf^  ill.  Ak- 
theilung. Mit  Tier  lithographirten  Tafeln.  DarrastiÜ 
Leske.  1855.    8. 

Wir  haben  dieses  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integndre^ 
nung  in  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XCill.  S.  1.  nameotiicfc 
in  Bezug  auf  den  verdienstlichen  Standpunkt,  welchen  dasselbe 
den  neueren  AnsehauungsH'eisen  und  Ansichten  der  Bttenf^ 
reo  Wissenschaft  gegeudber  einnimmt,  näher  eharakterisirt,  ^^^ 
glauben  daher,  %veil  der  Herr  Verfasser  diesen  Standpunkt  geirie« 
zum  besonderen  Nutzen  seiner  Schfiler  und  der  ausgezeicboeten 
Lehranstalt,  welcher  er  seine  Kräfte  widmet,  auch  in  dieser  drit- 
ten Abtheilung  nicht  verlassen  hat,  uns  jetzt  mit  der  folgeDoen 
allgemeinen  Inhaltsangabe  derselben  begnügen  zu  dürfen:  1.  B^ 
rilhrung  ebener  Curven.  1.  Von  den  Tangenten  und  NoriiialW' 
2.  Vou  den  Asymptoten.  3.  Von  der  Berafarung  der  verschiede- 
nen Ordnungen.  4.  Gebrauch  der  Polarcoordinaten.  -^  U«  ^^ 
scbiedene  Eigenschaften  der  ebenen  Curven.  L  Der  Lauf  «b^*^ 
Curven.  2.  Besondere  Punkte  ebener  Curven.  a  Differentisl  der 
¥läche  einer  Curve.  4.  Differential  des  Bogens.  -^  DI.  WeÜtf« 
Untersuchungen  Ober  ebene  Cnrven.  1.  Krünminng  ebener^' 
•ven.  2.  Von  den  EToluten«  3.  Von  den  BrennJinien  doreb  Ziaf9»- 
WMfiing.  4.  Von  den  Brannlinien  durch  Brechung.  -^  IV«  Berssr 
fkmg  des    Flächenhiiaite   ond    der    BogelOinge  ebener  Cm^' 
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l  Qi«4aiHir  ebe»er  Coiveo.  i.  N&tieroiigfivaife  Quiidraftur  und 
QtMifater  in  Polarcaordmtea.  3.  BogenllBse  d*r  «beiien  Car?eiu 
i  RfctiieatMMi  miCteUt  eUiptiscber  lotegrale. 

Man  wirdi  bieraas  sagleleh  ersehen ,  daaa  auf  iem  geringen 
Raame  von  nur  112  Seiten  ein  eebf  reicbhattSger  Stof  zueammen- 
gechtngt  worden  ist. 


Geometrie. 

Die  BeralirungsAufgabe  für  Kreis  und  Kugel.  Für 
das  Bedürfniss  höherer  Lehr- Anstalten  bearbeitet  von 
Dr.  W.  Brennecke,  Director  der  Realschule  zu  Colberg 
(jetzt  zu  Posen).  Mit  45  in  den  Text  gedruckten  Figu- 
ren.   Berlin.  Enslin.  1853.    8. 

Die  Anzeige  dieser  eropfehlenswerthen  Schrift  ist  mehr  als 
billig  verapfitet  worden.  Dieselbe. ist  das  Resultat  dar  gemein- 
•ebaftlichen  Arbeit  zweier  iSngst  Jliewährter  mathematischer  Leh^ 
rer,  des  Rectors  an  der  Oberschule  zu  Neustadt  •  Eberswalde, 
fllerrn  Carl  Schmidt,  und  des  auf  dem  Titel  genannten  Herrn 
Beraosgebers  der  Schrift.  Wenn  auch  das  Apollonius*sche 
Problem  von  den  Berührungen,  insbesondere  ftir  den  Krets,  auch 
fai  v5llig  synthetischer  \^  eise  wie  hier,  schon  nicht  wenige  Bear- 
beitungen gefunden  hat,  unter  denen  die  von  Vieta  in  seinem  im 
Mkre  ItKM)  herausgegebenen  Apollonius  Gallus  gegebenen 
Avflistingen  oben  an  stehen,  die  dem  Adrianus  Romanus  so 
wohl  geielen,  dass  er  von  Wtirzburg  eigens  nach  Frankreich 
feiste,  «m  den  Vieta  kennen  zu  lernen^und  mit  ihm  Cber  mathe- 
BM^sche  Gegenstände  sich  zu  besprechen,  so  verdient  docli  die 
vorliegende  Schrift,  in  welcher  die  Herren  Verfasser  jedenfalls 
paz  ihren  eigenen  Weg  gegangen  sind,  in  mehrerer  Rücksicht 
nr  Beachtung  empfohlen  zu  werden:  namentlich  aber  einmal 
lesbalb,  weil  das  Problem  auch  für  die  Kugel  vollständig  behan- 
delt worden  ist,  ond  zweitens  deshalb,  weil  die  Herren  Verfas- 
ser hl  derselben  einen  sehr  verständigen  Gebrauch  von  den  Er- 
gebnissen der  sogenannten  neaeren  Geometrie  gemacht,  dabei 
aber  efcie  richtige  Mitte  zwischen  der  älteren  und  neueren  Geo- 
metrie gebalten,  und  deshalb  die  Schrift  auch  ftir  Anfänger  in 
der  Geometrie,  am  deren  weiterer  Uebuiig  sie  ja  auch  von  den 
Berreo  Verfassern  seM»^  bestimrot  worden  ist,  verständlich  ge- 
»aebt  haben.  Man  weiss,  dass  rficksichtlich  des  Kreises,  wenn 
«oa  Pnnkt»  gerader  Linie  und  Kreis  nur  zwei  zu  berü^oende 
Sticko  gegeben  sind»  die  Aufgabe  unbestimmt  wird,  insofern  nma 
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nieht  etw»,  nie  Marifm^  Ghetaldos  it)  s^iiieift  Siipfrl«i»eifto 
Apollonii  Gallk  Venef.  1607.  thttt,  <lt«  Bedifigting  btf»nfti|^n 
will,  class  der  g^uchte  Kreis  einen- geg<eben»n  Hallmmsset  hiH^n 
soll;  man  weiss  absc  auch,  dass  die  Avfgaibe-  in  ilirer  T^er- 
gehendee  Unbestimmiheil  auf  bttmerhanstrettbe  geometrisebeOcr- 
ter  föhrt.  Daher  mucbten  wir  wohl  empfehlen,  eiamal  die  0er- 
ter  sorgföltig  za  untersuchen,  auf  welche  die  Aufgabe  von  der 
Kugel  fuhren  rouss,  wenn  von  Punkt,  Ebene  und  Kngel  nicht 
vier,  sondern  nur  drei  zu  berfibrende  Stücke  gegeben  sind,  was 
wohl  noch  nicht  geschehen  ist.  Die  äussere  Ausstattang  des 
Schriftchens  ist  sehr  schon. 


Astronomie. 

Die  Gestalt  der  Erde,  %'on  Dr.  M.  G.  von  Paacker. 
Professor  z«  Mitau,  (Korrespondent  der  KaiserlioheD 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg. 

In  einer  Reihe  von  Abbandlungen,  die  in  den  «ScbriAen  ik 
Kaiserlichen  Akademie  der  Wisse nscbaHen  in  Pelersburig  *)  im 
Jahre  1833  erschienen  sind»  hat  Herr  Professor  Ur»  von  Fla- 
cker in  Mitau,  dem, die  Wissenschaft  schon  so  viele  fckOrte 
und  wichtige  Arbeiten  verdankt,  neue  und  grrisstentbeib  aucl 
nach  neuen  Methoden  geführte  Unte.rsuehniigen  über  die  Ge«Ult 
der  Erde  publicirt.  Wenn  diese  Abhandlungen  tiuch  nicht  sämmt- 
lieh  in  einem  Buche  rok  einasder  vereinigt  <*rseliienen  sind,  «(o 
bilden  sie  doch  ein  in  ziemlich  strengem  syst eimi tischen  Zusani- 
menbange  stehendes  Ganzes,  und  nincl  uns  von  solcher  Widitig* 
keit  erschienen,  enthalten  auch  so  viele  einzelne  interessante  Un- 
tersuchungen und  8ätze,  dass  wir  im  Interes«^  der  WissenscM^ 
und  unserer  Leser  es  filr  unsere  Tflicbt  halten ,  von  diesen  $f^ 
verdieustliebeo  Untersuchungt^n  hier  eine  zusammenhängende  An- 
zeige zu  liefern,  und  zwar  um  so  mehr%  ^veil  dieselbjeni  eiien^^" 
sie  nnr  nach  und  nach  als  vereinzelte  Aufsatze  in  einer  Zeitscbri" 
erschienen  sin(|>  vielleicht  nicht  die  Beacbtong».  die  sie  so  s^' 
verdienen,  finden  durften.  In  dem  ersten  Artikel,  welcher  fi^* 
schrieben  ist;  Der  Metridi anbogen  der  «pl|iitoi4i«^be" 
nicht  elliptischen   Erde,   versucht  d«  Herr  Verfasser}  ^^ 


*\  : 


*  1 
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«)  Die  GesammtbVit  di^^r  Anf«di«V  nird'oiati^wAbrjmi  Betiifn'^^^ 
ptfricb   LursM    iii  Ütitsii    beisfclten Hcdltirtin.' 
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Prtf  !f  «%«r  ^iwAlire  G<>s4Mt  der  Brde  tof  ehieiii>  Wülp^Biv^etot- 
selieldMi)  weMMrilifr  ellfpCtsehe  Vbr#i^8etzting  vterlliM^;  4erielW 
artfaUt  eine  mttth#i«iiä8die  Enttfi0li€l«r%;>ir6Mie  zotetst  ein  9chr 
•Infadies'  Verfehlten  anieetgfv  ^um  4ie  fiknueÄte  de»  Mnkiiaits  4ili9 
dei^ibeobachtMgef»  einer  Oradmessciiig  tn  testhmnen,  wobei  der. 
MerkIHin  als  eine  bblMiige  hnroime  Litile  angenommen  wird,  mit 
fcr  einzigen  Beschrfinbong ,  dass  dieee-Linte  ivenig  vom  Kretoe 
abu'eifbt;  Der  elreile,  die  Grad  miesen  »gen-iibersebriebe<ie 
Artikel  nimmt  die  vortramdeffeo  ttradmeseongen  in  Rechnong;  das» 
fife  eHiptische  f*esl»)t  unztiläHsig  ist,  war  acbön  -am  tiMoHttieobe» 
Orfkideti  erkannt  n«orden;  die  FJemente'«ine8  neben  mHtlem  Me- 
ridlanii,  welcher  alle  vorhandenen  Gratlmecisuiigen  nach  der  Me^' 
Hiode  der  kleinftten  Quadrate  vereinigt,  bestütigen  diesen  Aiisspruch. 
Es  werden  femer  die  Meridiane  von  Ostindien ,  Paris  und  Üorpat 
nir  sich  bestehend  berechnet,  wobei  man  zu  der  Deberzeugung 
gelaogt,  dass  die  6rQdmessnngen  jetist  weniger  eine  geographische, 
at«  rielroebr  eine  geologi^he  Berlentung  haben,  indem  sie  den 
6iAg  d^r  Örtlichen  Anzleburtgen  *  geben,  wielcbe  g^osist^nthefls 
HaNib  die  v^finderliche  Dichtigkeit  de^  Erdinnem  bedingt  w€^den. 
Indem  diese  beiden  Artikel  hanptsäcfalf ch ;  am  so  zu  ^ag^n,  ein 
praktische^  Interesse  Hartloten,  sind  die  nun  noch  folgenden  Avti^ 
M  von  d^iii  gr^ssten  rem  tliforetiflchen  Interesse >  und* ^nkb^lten 
▼ielebfmei'kenswerthe  eigenthffmliche,  theilwelse  gegen  die  fHiherien 
Darstellungen  ve^'^mfachte  Gntwickeldngen  tvlchtiger  ääta^e,  na» 
mentlich  auch  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik,  naturlich  mit  fort- 
iführender  Beziehung  auf  die  Gestalt  des  Erdkorpers.  Der  dritte 
kis  sechste  Artikel ,  welche  die  folgenden  Ueberschriften  haben : 
Das  Indicial.  Das  geometrische  Potential.  Die  schein- 
bare  Schwere  auf  dem  allgemeinen  Sphäre  id.  Die 
(scheinbare  Schwere  auf  dem  elliptischen  Sphäroid  , 
sollen  eine  gedrängte  (Jebersicht  derjenigen  Sätze  geben,  durch 
welche  die  von  Clairaut  und  La  place  aufgestellte  theoretische 
Grundlage  so  weit  ausgebildet  wird,  um  an  sie  eine  neue  Berech- 
nang  der  Erdgestaltung  anknüpfen  zu  können.  Von  der  ellipti- 
schen Voraussetzung  Umgang  nehmend ,  ist  das  Umdrehungssphä- 
roid  auch  hier  nur  der  Bedingung  unteriiorfen,  dass  es  von  der 
Kugel  i^enig  abweiche,  wodurch  sich  stark  convergirende.Iifiben 
^eben,  dereir  allgemeines  Gesetz  z«  Tage  liegt  und  die  pUf^n 
Abplattungsgliedern  vierter  Ordnung  hinreichend  abschliessen. 
AUd  'hier'  gclgaiwoen f  Mtze  beruhen y  -wie  ächon  lertnieri^  auf 
eelbbtst9nli||en>!Untersuch«ng.  Oahin  g^h^ren'dle  geigensiiligeB 
Besiehongen  zvViichen  ideniv sogenannten  indioiai'und  fiablndidal, 
'««robf 'dem  einlalchi&n<  als  dem  sibirischen,  feni^  iiie  •Dttirtftst- 
hinpy  dssttPotentials  ■allgemefhi  fir  jedm  Birpsnenten ,   aowoUl  in 
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«ttCiMgesdler  ab  im  aiieteigemler  RtehlunK,  aaeh  PotaaÜalaaUM 
«ad  laArialeo,  andlich  dar  m  dem  Baclia  aiU  (  baaaicbfiiela  Aw 
draek,  daa  AnaiaiHnigapotealial  flir  jeden  aoeaerhalb  galegeaas 
adar  auf  der  Ol^erflftcba  dea  Sphiroida  befiodlieben  Ost,  «ad  Ar 
jedea  beUebIga  Gieaeta  der  Dichtigkeit»  wofern  aar  alle  S€liidi*> 
ten^  voB  gle^er  Diobtigkott  eiaandar  ibtdidi  aind.  3eaeaders 
rerdieaatlicb  «racbeial  uaa  die  in  dem  aaebate«  AcÜkeL  gegebaa« 
AUeitnag  daf  apecieHe«  ^^an  Maclaarin,  Laflaea  nnd  Ivofy 
fAr  daa  eHiptiaeha.  Spbiroid  gegebenao  AnadrOicfce  aaa  den  gefna* 
denen  allgeoiet«en  Anadrfioken,  nnd  die  im  filaftea  Arlik^  geg^ 
bene  eiorache  Ableitong  des  berübntteo  Clairanl'acben  Tbaoremf» 
welebfea  bekanntlieb  aina  aehr  inerkwfirdige  Beaiebnag  ziriadkn 
der  Abplattung»  dar  Scbwangkraft  anter  dem  Aequator  und  der 
Zunabme  der  acbeinbaren  Scbwere  vom  Aeqnator  aum  Pal  naob« 
weiat,  nnd  bier  augleicb  autfb  aof  die  AbplattmogazaUen  der  swei» 
ten  Qrdanng  auagedehnt  worden  iat  Der  aiebente  bia  aebate 
Artikel  nibren  endlich  die  folgenden  Ueberachrifte« :  Dia  Pen- 
delmeaaungen*  Die  Maaae  der  Erde»  Der  lSewton*ack« 
SatSy  die  projactive  Methode  In  der  Ebene«  and  dar 
Krfiromnngakreia  dea  Kegeiachnitta  (worin «ich  deoi  Le»er 
auch  manche  geometriache  Anabeute  darbieten  wird).  Hat  Era- 
toatebnea  die  Erde  gemeaaen?  (Ein  mit  gcoaaer  bt8toriach# 
und  pbilologiaoher  Gelebraamkeit  geachriebener  Artike!,  «of  de« 
auch  die  Philologen  auifaierkaam  gemacht  werden  mfiaaen.) 

Wir  glauben  hiermit  genug  gesagt  zu  haben ,  um  unsere  Leser 
auf  dieae  wichtigen  und  interessanten  Untersuchungen  gebührend 
aufmerksam  zu  machen.  Freilich  erfordern  dieselben,  theils  ihrer 
Kürze,  theils  ihrer  grossen  Eigenthtimlichkeit  wegen,  sehr  geübte 
Leser;  hat  man  sich  aber  einigermassen  in  den  eigenthfiranchen 
Entwickelungsgang  des  Herrn  Verfassers  hineingearbeitet,  und 
mit  einigen  eigenthümlichen  Ausdrucksweisen  desselben  bekannt 
gemacht,  so  hat  das  Verständniss  keine  weitere  Schivierigkeit 
und  Jeder  wird  sich  dann  gewiss  durch  die  vielfachste  Belebruög 
mehr  als  hinreichend  belohnt  finden. 


Beitrag  zur  Kenntnisa  der  Grundlagen  von  Piazsis 
Stamkatalog  von  K.  v.  Littrow.    Wien.  1855.    4. 

Die  Laaar  dea  Archivs  wiaaen  aus  den  veraeUadeBen  im  Llta- 
taiiaeben  Berichte  galiefiortan  Anzeigen^  wie  aehr  Beer  v.  Lit- 
iraw  durch  die  Harauagalia der  Pia azi' sehen  „Storia  Celeata^ 
Mk  um  'die  Wiaaenaehaft  verdient  gemacht  bat,  dn  Wark;  das» 
z.  B.  durch   die   leafflicbea   Arbeiten    von   Peiera,   bahanaliieb 
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•dMQ  nmnche  «chaiM  FrAclvl«  i^tragen  bat  in  clet  v^rli^geaden 
Schrift  liefert  er  xo  dieAem  Werke  einen  wicbtigen  Nechtrag»  umI 
die  Beeitser  der  »^Storia  Celeste*'  werden  dieee  neue  Schrift 
anf  keinen  Fall  entbehren  können»  nanientlicb  wenn  cie  jenen 
Werk  ala  Gmndlage  eigener  Cntereuchungen  benutzen  wollen. 
E$  wird  am  Beaten  «ein»  Herrn  ?.  Littrow  über  aeine  neneiite 
Sehrift  aelbet  reden  zu  laaaen.  Er  sagt  aufS.  1.:  f,Piazzi  glaubte 
in  der  umfangreichen  Handschrift:  |,Storia  Celeste  del  K.  Osser- 
vitorio  di  Palermo*',  die- vor  einigen  Jahren  dnrcb  liberale  Un- 
teratfitznng  von  Seite  der  k.  k.  Österreichischen  Regierung  in  den 
Ainalen  der  Wiener  Sternwarte  veröffentlicht  wurde,  alle  Origi- 
Bildaten  gesammelt  xu  haben,  deren  künftige  Rechner  zur  Repro- 
doction  der  mittleren  Orte  seiner  Kataloge  bedurften.  Bei  n&herer 
Dnrcbsicbt  zeigt  sich  leider,  dass  die  Gehtilfen,  welche  die* 
16S  Manuscript  zusammenzustellen  hatten,  keineswegs  immer  mit 
deijenigen  Sorgfalt  verfuhren«  welche  man  hier  zu  fordern  berech- 
tigt war:  Lücken  und  Incongruenzen  mancher  Art  hindern  oft  eine 
▼5llig  sichere  BenGtzung.  Vor  Allem  aber  ein  wichtiger  Theil 
derjenigen  Angaben,  die  in  der  Storia  Celeste  enthalten  sein  soll- 
teo,  scheint  von  Piazzi  selbst  ganz  übersehen  zu  sein:  die  Ver- 
Uodang  der  beiden  Uhren ,  deren  er  sich  bediente,  und  von  denen 
o«r  die  eine  unmittelbar  mit  dem  Himmel  verglichen  war.  Als 
Herausgeber  jenes  Werkes  hielt  ich  es  fQr  meine  Pflicht ,  um 
m&glichste  Abhilfe  wenigstens  dieses  Mangels  mich  zu  bemähen» 
sad  war  nach  langjährigem  Sollicitiren  endlich  so  glOcklich,  Mate- 
rialien zu  erbalten,  die,  wenngleich  ziemlich  fragmentarischer  Be- 
aehaffenheit,  so  doch  nicht  nur  jenem  dringendsten  Bedürfnisse 
grusstentheils  abhelfen,  sondern  auch  manche  weitere  sehr  wQn- 
•cbeoswerthe  Ergänzung  liefern.''  —  Die  Resultate  dieser  viel- 
j&brigen  eifrigen  Bemühungen  sind  nun  in  der  vorliegenden  Schrift 
mit  der  grossten  Sorgfalt  und  grosser  kritischer  Umsicht  und  In 
ßr  den  weiteren  Gebrauch  sehr  zweckmässiger  Anordnung  nieder- 
gelegt Die  Materialien  aber  zu  dieser  neuen  wichtigen  Arbeit  erhielt 
Herr  v.  Littrow  hauptsächlich  im  Jahre  1846  von  dem  damaligen 
Vorsteher  der  Palermitaner  Sternwarte^  Herrn  G.  Cacciatore, 
and  im  Jahre  1851  von  dem  jetzigen  Director  derselben  Herrn 
Prof.  D.  Ragona'Scina,  welchen  Beiden  daher  die  Wissen- 
•chaft  auch  zu  besonderem  Danke  verpflichtet  ist* 


Physik. 

Esperimentnl  •  Physik«     Ein  Lnilfaden  bei   Vartri* 
Uta  von. Dr.  G.  von  Qntntus  Jcilins,  Lehrer  an  der  po- 
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iy^techdischentScbule  ^u  UftnDOV«r.    Uaoft^ver«  Sckmo«! 
i&  von  Seefeld,    1865.    8.    3  Tblr.. 

Dieses  neue,  fn  üiner  sehr  ansprechenden  Sprache  geschrie- 
bene Lehrbuch  dbr  Ph}*$ilc  liefert  eine  ftfr  den  öffentlichen  Ürr- 
ferricht  fast  mehr  als  votlständig  zu  betrachtende  Darsfeltung  der 
'Wissenschaft  nach  ihrem  neuesten  Znstande.  Dasselbe  ist  in  drei 
Heften  erschienen»  von  denen  das  erste  der  Lehre  von' der  Schtrerc, 
den  AggregatzustSnden  und  der  Lehre  vom  Schalle;  das  zweite 
der  Lehre  vom  Lichte  und  der  Lehre  von  derWSrme;  das  dritte 
endlich  der  Reibungselektricität«  dem  Magnetismus,  der  Ber&b- 
rungselektricitSt  und  den  elektrischen  StriSnien  gewidmet  ist:  Alles 
in  sehr  gründlicher  und,  wie  schon  erwähnt,  ffir  die  Zwecke  de« 
fiffentlichen  Unterrichts  fast  mehr  als  vollständiger  Darstellung. 
Auf  das  Einzelne  einzugehen  gestattet  die  Natur  unserer  literari- 
schen Berichte  nicht,  die  sich  immer  nur  eine  kurze  allgemeine 
Charakterisirung  der  zu  anaiysirenden  Sehrtften  zur' Aufgabe  stel- 
len, und  die  besonders  hervortretenden  und  der  Wissenschaft  oder 
dem  Lehrwesen  besonders  nützenden  Eigenthö'mlichkeiten  dersel- 
ben hervorzuheben  sich  bemdhen.  Deshalb  können  wir  es  ims 
zn  unserer  besonderen  Freude  denn  auch  nicht  versagen,  al$  eirte 
im  höchsten  Grade  ruhmliche  Elgenthfimlichkelt  des  vorliegenden 
Werkes  die  völlig  mathematische  Fassung  und  Haltung  desj^eilten 
hervorzuheben,  welche  es  sich  (Iberall  angelegen  sein  tasst,  dem 
Lehrlinge  eine  wahrhaft  gründliche  Einsicht  in  den  behandelten 
Gegenstand  in  verschaffen,  welche  bei  dem  gegenwärtigen  Zu- 
stande der  Wissenschaft  unbedingt  nur  auf  mathematischem  We^ 
zu  erlangen  Ist,  so  dass  sich  unser  l^ehrbuch  nichts  wie  leider 
viele  andere,  theil weise  noch  sehr  beliebte  physikalische  Lehr- 
bflchcr,  mit  der  blossen  Angabe  von  Resultaten  ohne  allen  ßeiveit 
und  der  Erläuterung  derselben  durrh  möglichst  sehune  Bilder! 
hegnfigt,  ein  als  der  wahren  Wissenschaft  von  uns  schon  ofl  s\* 
ganz  unwürdig  bezeichneter  Weg,  der  auch  den  i* irklichen  Zwecken 
des  physikalischen  Unterrichts  keineswegs  lorderlich  ist,  sondern 
denselben  geradezu  hindernd  entgegen  tritt,  um  so  mehr  haben  ^i^ 
uns  daher  gefreut»  hier  wieder  ein  —  natürlich  ohne  das  Experiroent 
im  Geringsten  zu  vernachlässigen  und  seine  Wichtigkeit  zu  ver- 
kennen —  so  ganz  mathematisch  gehaltenes  Lehrbuch  der  Pfcyw» 
vor  Augen  zu  haben ,  wünschen  auch  den  Scliölerh  der  polytecn- 
nischen  Schule  zu  Hannover  Glück,  einen  so  gründlichen  Unter- 
richt auf  solchem  Wege  geniessen  zu  kOnnen.  Sollen  «vir  über 
die  mathematischen  Dafbttllungen  :4es  *  Herrn  Verfassers  «elbst 
noch  unser  Urtheil  aussprechen,  so  können  wir  denselben  bei 
W^it^m  in  ien  nveisten  Fallen  nurutiserc^  BeifalMcKeitk^it'»  ^^ 
kütineb  auch  nicht*  umbin  zu  bemerken,    doss  dieseiVeft  sich  oR 
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lifter  liemiiMierefi' Eleganz  erlVeiien,   tiafn«titltch  auch  In  der  el#^ 
mentaren  Form,  in  wekher  dieselben  mit  vollem  Rechte  durch- 
gifigif  l^alten  fiind»  da  «Ich  der  Herr  Verfasser  d«r  DilereDtial- 
nnd  lategrah'echnnn^  im  etgentlicben  Stnne'natOrllch  nirgends 
bedient  hat, .n^enn  anch  freilich  manche  Bntvilckelong  fest  nur  <Fer 
Um)«etxvng  In  die  Zeichen  dieser'Wissensehaiten  hed Grfen  mochte< 
um  derselben  gan^  anzugehören  ^).    Solche'  elementare  mathema« 
tincbe  Darsteflungim,  wie  sie  hier  gegel)en  wenden,  ivenn  bei  den- 
scibiHi,    frle'es'^bel   di«Her  fHarstelhrngstveise  ^ar  nicht  anders 
sein  bann  und  derselben  'dnfchaus  vlMHg  en^prechehd  M,    natör-^ 
lieh  aocb  manehe  Resultate  nur  in  annähernder  Rlchtigketl  sicN 
er^ben^  haben  wir  —  nicht  bloss  tief  Zwecke  ^er  Physik  wegen  -*- 
Ms  für  sehr  Miritetcb  fiir  die  Schüler  ond  auglel^b  insbeseodere 
auch  ßr  dem  mathematischen  Unterrichte  an  sich  sehr  fdrderiich 
geliailen.    Dass  endKch  die  mathemalisclie  Darstetlung  hier  weni-' 
ger  analjrtfsch,    als   vielmehr   (fberall    oonstruirend    gehalten  und 
immer  an  deutlich  gezeichnete  Figuren'  angeschlossen  worden  ist,' 
entspricht  gleichfklls  •*  bei   aller   eigenen   Vorliebe   fflf  die  rein 
analytische  Darstellimgs weise  ^  gan«  unseren  Ansichten  fliier  die 
nreckmfissigste  Grtheilung  des  physikalischen  Unterrichts,  so  dass 
wir  also  in  allen  Punkten,  auf  die  es  hier  wesentlicfa  ankommen 
«iirfte;  dafk  verliegende  Buch  zur  Beachtung  eaipfehlen  kOnnen. 

Die  Musik  ond  die  musikalischen  Insttnmente  in 
ihrer  Beziehung  zu  den  Gesetzen  der  Akustik  von  Frte^ 
drJch  Za^ntttinery  Professor  zu  Glossen.  Mit  Holzschn* 
1*  Lieferung.    Giessen.  Ricker^sehe  Buchhandl.    1855.   8. 

Die'  Absicht  des  Herrn  Verfassers  dieser  Schrift,  welcher  dicf 
mathematisch -physikalische-  Literatur  schon  mit  einigen  sehr 
""ertbvollen ,  einen  mehr  popuih'ren  Standpunkt  einnehmenden  Lei- 
»tongen  beschenkt  hat,  war,  eine  Verbindung  zwischen  den  Sätzen 
der  Wissenschaft  einerseits  und  der  ausübenden  Musik  und  dem 
Hau  musikalischer  Instrumente  andererseits,  welche  bis  jetzt  alier- 


*)  Viel  bcnser  ist  e«  in  wifl«en«rbnftlicher.    nicOiOffi«rhcr  nnd  p.lilH- 
g^ftrher  HArkcicbt,    ■irh  in  ibrer  Art  sCreiif^er   efpinentarer  Du  rs  teil  im- 
M  niul|  Kiaw  ifUkciHngen  zw  beiliHii*fi «  ab  niriit  «f^Ucn  «ehr  iMigfaujg[viider 
Darttelliingen  durch  djr  »Pffennnnte  bolicre  Anal^tiit.     iVliin  möge  üjck  da- 
her aiitrh  »ehr  hnfcn,  den  Intei  rieht  in  der  sogenannten  hoherei}  Annljsig 
tar  Aiffhiiltme  in  dem  malhematlxr.hen  Unterrirht  auf  Gjimiatieii  mid  p^-' 
«Umlic^efi  Uealteliiileaaa  »Mivfehlen,  wie  e«  wirklich  irraebehe«  iat^  vens/ 
man  sich  nirht  cntsehliesfit,  diesen  Unterricht  zHgleiiJi  in  der  strengstro 
Wtfse  nrtch  der  neueren  Gran/ennielhode  zu  ertheilen,  nnd  nicht  zn  oiiiein 
giM  wmrfliftigett  Spiel  mit  fiumerlicb  sehr  «ehön  fortlaafeaden  und  imrli 
^•Ät  Hli»|»!l|rr«»a<*t    oder  einem    Träger  der  Operationen,   dar  am 
Eade  jJ9tt  iridis«  was  Alles  zu  traren  ond  Gott  weisa  web;hen  Unsinn  an« 
▼cfüutw'Ärtea'hiit,    geordneten  Halben  herabzuwürdigen. 
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diiigs  »o  gvt  wie  Tdllii^  mangelte»  beratöteUeo«    JedeeMls  hit  di 
Akustik  d^m  Inetrumentenbaa  bis  jetat  verbfiltaisamiisisif  nur  adir 
geringe  Diekiate  geleistet,  ivid  die  Ventirklicboag  des  Gedankeat, 
f8r  eine  Violine  oder  Flöte  eine  Formel  an  finden;  ehra  in  &ha- 
lieber  Weise,  wie  man  sie  Air  Femrohr  nnd  Mikroscop  bUigst  be- 
sitat«  was  jedenfalls  eine  grosse  Eroberung  der  Wissehscbaft  sat 
würde»  liegt  aar  Zeit  notb  in  sebr  weiter  Feme»  ja  ersdieiat  M 
der  gegenwSrtigen   Lage  der  Saebe  last  absufd.    Dagegea  flbw> 
zengte  sieh  der  Herr  Verlasser»   dttss  bei  den  aosfibeaden  Mali- 
k^ra  sowoU  als  den  Instraaienlenmacbern  sabireithe»   selbst  ßr 
die  wissenscbäftlicbe  Akustik  nicbt  uninteressante  Beobatbtungen 
an  finden  sind»   denen  es  seither  nur  an  den  wisseascbaftli^lieo 
Kategerieen  feblte ,  am  sieb  geltend  an  machen  und  fiir  die  Wis- 
senscbaft  friicbtbar   zu  werden.    Der   Herr  Verfasser  bat  daher 
versucht,  in  der  Torliegenden  Scbrift  die  physischen  Gesetae  auf- 
zuweisen »  welche  In  dem  reieben  Baue  der  Harmonielehre  von  den 
Fundaroenten  bis  zur  Spitse  und  bis  au  ^tt^  feinaten  OmameateD 
das  feste  Band  abgeben»  die  Tooeraeugttng  in  den  initsikAiiscfaea 
Instrnroenten»  die  akustisdben  Functionen  aller  ihrer  Tb^leaeaa 
erläutern,   dass  der  Laie  Verstäadnisa,    der  Techniker  Belehnng 
daraus  au  schöpfen  vermOge;  und  wenn  auch  d«"  Herr  Ver&aseri 
wie  sieh   bei  dev  jetzigen  Lage  der  Sache  von  seihst  vei^li^ 
eine  streng  systematische  Anordnung  einhalten  weder  konnte  noch 
wollte,  Bo  wird  dach  der  aufmerksame  Leser  keineswegs  eio  in 
gewisser  RQcksicbt  durch  diese  einzelnen,  in  sehr  anspreöbeoder 
Sprache  geschriebenen  Airfsitze  sich   binducchziebendes  gemeio- 
sames  wjssenscbdftliehes  Band  gfibzlich  vermissen  und  sieb  aoeh 
sogleich  überzeugen,  dass  der  Herr  Verfasser  in  anerkennungswer* 
tber  Weise  bemüht  gewesen  ist,  in  den  einzelnen  Aufsätzen  mög- 
lichst alle  verwandten  Gegenstände  im  Zusammenbange  zu  bebao- 
dein.    Wir  halten  diese  Schrift  jedenfalls  sehr  verdienstlich,  und 
glauben»  dass  der  Herr  Verfasser  seinen  vorher  näher  bezeichne- 
ten Zweck  durch  dieselbe  vollständig   erreichen  wird,   bekepnen 
auch  gern,  dass  wir  als  Laie  sebr  viele  Belebrang  aus  derselben 
geschupft   haben,    und  glauben   daher  den  Lesern    unserer  Zeit- 
schrift einen  gleichen  Genuas  bei  der  Lecture  dieser  Schrift  rer- 
sprechen  zu  dürfen,   weshalb  wir  dieselbe  zu  recht  sorgftHigcr 
Beachtung  aus  Ueberzeugung  empfehlen.    Die  folgende  allgemeine 
Uebersicht  des  Inhalts  wird  zeigen,  wie  reichhaltig  das  sich  hier 
vorfindende  Material  ist»  und  wie  sehr  der  Herr  Verfasser  überall 
den  Gesichtspunkt  auf  die  praktische   Anwendung  im  Auge  be- 
halten bat    Der  Inhalt  der  ersten  Lieferang  Ist  folgenderfl  L  Bi* 
Violhie.  -  2.  Die  Violine  (Fortsetzung).  —  3.  Die  Akestik  der 
Gebäude.  —  4.  Das  Pianoforte  und  die  Harfe.  —  5.  Die  barme* 
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RteekeB  VerMtiilsse  und  die  gMcbsdnrebenden  Teiiiper»l«reif. 
-^  d.  Ueber  Harmonie  nnd  Melodie.  —  7.  Die  harmonischen  Ober- 
töne.  Schwingungen  von  Platten,  Glocken,  Hftuten  ond  Stäben. 
Reeonans«  Der  Inhalt  der  zweiten  Lieferung,  deren  Erscheinen 
wir  mit  Verlangen  entgegensehen,  wird  der  folgende  sein:  8.  FlO- 
tenpfeifen  und  Zuogenpfeifen.  —  9.  Die  Orgel.  -*  lÖ.  Die  Blas- 
instroBiente  des  Orchesters.  —  11.  Die  Blasinstrumente  des  Or- 
chesters (Fortsetsung).  --*  i'L  Die  Stimmung  und  TeHmessttug.  — 
1%  Die  Mttsiktnstmmente  Torsehiedener  Volker  und  Zeiten.  -^ 
R  Die  menschliche  Stimme  und  das  Gebier. 


Vermischte  Sdiriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.    (S.  Liter.  Ber.  Nr.  XGVIL  S.16.) 

Jahrgang  1855.  Band  XV.  1.  Heft.  S. 6.  Schreibendes 
Herrn  Dr.  August  Beer  Ober  die  Richtungen  der  Schwingungen 
des  Lichtäthers  im  polarisirten  Lichte.  —  S.  45.  Z enger:  Ueber 
eine  indirecte  Methode,  die  Inclination  zu  bestimmen.  «-  S.  86. 
Hsidinger:  Die  zwei  Hypothesen  der  Richtung  der  Schwingun* 
ItMi  des  Lichtfithers  nach  ihrer  Wahrscheinlichkeit  —  S.  91.  Hörn- 
st ein:    Ueber  die  Bahn  der  Calliope, 

Jahrgang  1865.    Band  XV.    2.  Heft.    S.  113.  Knochen- 
hauer:    Ueber  die  inducirte  Ladung  der  Nebenbatterie  in  ihrem 
Maximum.  —  S.  200.  Schabus:     Krystallograpbische   Untersu- 
chniigeo.  —  S.  210.   Stampfer:    Bericht  iitier  die  folgende  Ab- 
handlung des  Dr.  A.  Winckler,  betreflbnd  das  Problem  der  Tter 
Punkte  bei  Anwendung  des  Messtisches  (mit  l  Tafel).  -^  S.  217. 
Wiuckler:    Ueber  das  Problem  der  vier  Punkte  bei  Anwendung 
Om  Vesstiscbes  (mit  1  Tafel).  -  S.  270.  Grailicfa:    Ueber  eine 
merkwürdige  Krystallbildung    am   Salmiak.  —  S.  279.   Puschl: 
Ueber  die  Einwirkung  von  Licht-  nnd  Wärmequellen  auf  beneg- 
liebe  Massentheilcben.  —  S.  311.  Grailich:    Ueber  die  Brechung 
und  Reflexion  des   Lichts  an   Zwillingsflächen  optisch  •  eiuaxiger 
Krystalle.  —  S.  319.   JSger:    Ergebnisse  der  Untersuchung  des 
menschlichen  Auges  mit  dem  Augenspiegel  (mit  8  Tafeln). 

Jahrgang  1855.  Band  XV.  3.  Heft  S.35I.  Baidlnger; 
Das  Sta«rosk«>p,  ein  optisch' mineralogischer  Apparat- von  Herrn 
Pt«ns  V.  Kobell.  -^  S.  366.  Russegger:  Das  Erdbebe»  in 
SeVeitaAiez  am  31.  Jinner  18S5.  —  S.  370.  KretI:  Ueber  ein^n 
neuen  Erdbebenmesser.  —  S.372.  Magnetische  und  geographisdie 
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Ortabeütininiiliiffeo  an  de«  KJM»  «kfl  adrialbich^H  ßdifei  in  Jalve 
1854.  -r-  S,  401.  Zenger:  Theorie  der  Aequatoreal  Boo^ele  iiod 
ihre  Ani^endung  zur  ßestiinmung  der  lodination.  —  S.  417.  Koro- 
Htein:    Üeber  die  Bahn  der  Calliope. 

Jahr'ganfi  1855.  Band  XVI.  1.  Heft.  S.  ä  Fialkowski: 
Contitruction  des  Kreises  und  der  Ellipse.  (Eiue  selir  ausfuhr* 
liehe  Ahhandlang  von  104  Seiten,  die  viele  bemerkenswertbe  Con- 
structionen  enthält,  und  sowohl  in  geometrischer,  ab  teehoischer 
Rficksieht  der  Beachtung  empfuhien  «u  werden  verdient)  — 
S.  113.  Uai'dingere  Di«  konische  Refraction  am  Diopsid,  oebat 
Bemerkungen  über  einige  Erscheinup|;eo  der  konischen  Kefraclion 
am  Aragon.  —  S.  140.  Zantedeschi:  Della  interferenza  lumi- 
nosa,  che  presenta  il  filo  roetallico  comune  a  due  circuiti  chiitöi, 
e  dello  stato  d'incadescenza  delte  parti  de!  circuito,  che  non  sono 
comuni  ad  ambedue;  con  aicune  osservazioni  sulla  natura  dell' 
elettrico,  calorico  e  liice  e  della  loro  reciproca  dipendenza.  «- 
S.  180.  Sedlaczek':  Der  Copir-Zirkel,  eine  einfache  Einrichtung 
de*«  Panto^aphen.  —  8.  187.  Stelinag  v.  Carion:  Die  Acco- 
niodationsfehler  des  Auges.  (Eine  ziemlich  ausgedehnte,  in  opti- 
scher Rücksicht  sehr  beachtenswerthe  Abhandlung  ) 

■ 

Mlttheiiungen  der  naturforschenden  GeseJIschalt 
zuBiern.  Nr.  331-347.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XCV.  S.  U) 

R.  Wolf:  Zur  Erinnerung  an  Jakob  Bernoulli.  Nr.  ^1 
— 333.  —  C.  B  r u  n  n  e  r :  Ueber  quantitative  Bestimmung  der  8ch«t- 
feUänre.  Nr.  331^333.  -  K.  Woll;  Notizen  zur  Geschichte  der 
Mathematik  und  Physik  in  der  Schweiz.  (Joh.  Jakob  SprunjtÜ 
und  seine  klimatolopischen  Beohachtungen  in  den  Jahren  1/50 
—1802.)  Nr.  334—337.  -^  R.  Wolf:  Ueber  den  Ozongelialt  der 
Luft,  und  seinen  Zusammenhang  n:it  der  Mortalität.    Nr.  338—340. 


sieht  beachtensH-erthear  Aufsatz,  dessen  Resultate  auf  selbst  ai>* 
gestellten  Versuchen  beruhen.}  —  R.  Wolf:  Ueber  den  jährlich«« 
Gang  der  Temperatur  in  Bern  und  seiner  Umgebung.  Nr.  343—347. 
—  R.  Wolf:  Nachträgliche'  Bemerkung  liber  den  Zusammenhang 
des  Ozongebaltes  der  Luft  mit  der  Mortalität.  Nr.  '343—347.  -; 
R.  Wotf:  Notizen  zur  Geschichte  der  MathemaHk  und  FhysiR 
in  der  Schweiz.  (Samuel  Studer  und  seine  aieteoml^i^li^" 
Tagebücher.)  Nr.  343—347.  —  Ausserdem  finden  sich,  wie  immer, 
auch  in  diesen  Nummern  wieder  vielfache  Nachrichten  von  Herr" 
R.  Wolf  ober  die  Sternwarte  in  Bern,  die  von  der  ThMigM 
dieses  Instituts  ein  sehr  erfreuliches  Bild  liefern.  Die  Breite  ^^ 
ner  Sternwarte  bestimmte  Herr  R.  Wolf  neuerlich  zu  46<».W.Ä',7a 
Sehr  nahe  ftbereinstimniend  hiermit  fanden  früher  Henry,  D^j' 
croz  und  Trechsel  460.57'. 8^68.  Eschmann's  Annahme  m 
seinen  „Ergebnissen  der  trigonometrischen  Vermessen' 
gieiriD  der  Schweiz*'  zu  46«.57'.r,02  st heint  hiernach  weniger 
Vertrauen  au  verdienen.  Auch  die  Beobachtung  an  emer  Erdbat- 
terie  auf  S.  127  ff.  ist  interessant 
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Die  Bewegungserscheinungen  des  Kreisels ,  des  rollen 
den  Rades  und  der  aus  gezogenen  Gewehren  gewor- 
fenen Geschosse, 

erläutert   Tom 

Herrn  Bauratb  Dr.  Hermann  Scheffler 

zn  Hraan«rbweig. 


Ob  die  Erscheinungen  des  Kreisels  schon  irgendwo  wissen- 
sebafllich  erläutert  worden,  ist  mir  unbekannte  Die  Thatsache 
ufefat  übrigens  fest,  dass  Ober  jene  Erscheinungen  Im  grossen 
Poblikum  nur  unklare  und  irrthQmlicbe  Vorstellungen  obwalten, 
and  deshalb  werden  die  nachfolgenden  Bemerkungen  nicht  ohne 
loteresse  sein. 

1.    Der  um  die  Axe  AB  rotirende  Kreisel  MN  (Taf.  IV.  Flg.  1.) 
verbäit  sich  gegen  alle  diejenigen  Kräfte,  welche  nur  eine  Fort- 
Bcbrlttsbewegung  seines  Schwerpunktes  zu  erzeugen  streben, 
ebenso    wie   ein    ruhender   Körper,    weshalb  wir  die  Einwirkung 
solcher  Kräfte  hier  ausser  Acht  lassen.     Kräfte  dagegen,    welche 
eise  Urodrehongsbewegung  uro  den  Schwerpunkt  zu  erzeugen 
strabeo«  veranlassen  Erscheinungen,  welche  von  denen  eines  ruhen- 
den Körpers  sehr  verschieden   sind.     Diese  Erscheinungen  sind 
übrigens  nichts  Anderes,  als  das  Resultat  der  Komposition,  welche 
nech  mechanischen  Gesetzen   zwischen  den  Schwungkräften  des 
Kreisels  und  den  ferner  darauf  angebrachten  Kräften  stattfindet, 
und  die  Kreiselbewegung  modifizirt,  eine  Komposition,  welche  durch 
folgende  einfache  Betrachtung  stets  leicht  konstruirt  werden  kann. 

Die  im  rotirenden  Kreisel  angehäufte  Bewegungsgrusse  kann 
wie  der  Effekt  eines  Kräftepaares  von  bestimmtem  Momente 
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angesehen  werden,  dessen  Aze  AB  ist  Zur  Fixirang  der  Be- 
griffe werden  wir  im  Folgenden  stets  annehmen»  dass  die  Ax« 
eines  KrSftepaares  nur  auf  derjenigen  Seite  seiner  DrehungsebeM 
errichtet  sei,  von  welcher  die  Drehung  als  eine  Bewegung  vod 
rechts  nach  links  erscheint  (in  ohiger  F^igur  also  auf  der  Seite 
CB)  und  werden  wir  diese  Seite  durch  einen  Punkt  in  der  frag- 
lichen Axe  niarkiren.  Ausserdem  repräsentire  behuf  mathematischer 
Konstruktion  des  Kräftepaares  die  Länge  CB  das  Moment  de« 
selben. 

Jede  Einwirkung,  welche  nur  eine  Uradrehungsbewegung  om 
den  Schwerpunkt  (keine  Fortschrittsbewegung)  zur  Folge  haben 
soll,  kann  nur  von  einem  Kräftepaare  aasgeben.  Wir  babeo 
es  hier  also  überhaupt  nur  mit  Kräftepaaren  und  insbesondere  mit 
der  Aufsuchung  der  Resultante  zu  thun,  welche  sich  aus  der 
Komposition  des  in  dem  Kreisel  lebenden  Kräftepaares  mit  irgend 
einem  anderen  Kräftepaare  ergaben. 

Diese  Resultante  ergibt  sich  stets  mit  Leichtigkeit,  wenn  roiD 
die  so  eben  näher  charakterisirte  Axe  des  dem  Kreisel  innewob- 
nenden  Kräftepaares  nach  dem  Parallelogramme  der  Kräfte 
zusammensetzt,  indem  sich  hierdurch  die  Axe  des  resultirendeo 
Kräftepaares  darstellt,  welche  nicht  bloss  die  Drehungsrichtao^ 
sondern  auch  die  Intensität  dieses  Paares  erkennen  lässt 

2.    Nehmen  wir  nun  zunächst  an,  die  untere  Spitze  A  det 
Kreisels  werde  festgehalten,   und  er  selbst  stehe  schief,  wl* 
Taf.  IV.  Fig.  2.  zeigt.    Das  vertikal  abwärts  wirkende  Gewicht  DC 
des   Kreisels  und   die  vertikal  aufwärts    gerichtete  Gegenwirkoog 
EA  am  Stützpunkte  bilden  jetzt  ein  zweites  Kräftepaar,  welche« 
eine  Umdrehungsbewegung  um  die  horizontale  Axe  CF  zu  ertea- 
gen  strebt.    Setzt   man  dieses   Paar   mit  dem  im  Kreisel   seihst 
lebenden  und  durch  seine  Axe   CB   repräsentirten   Kräftepaares 
Bosammen,    so  ergibt  fiich  ein  neues  Paar,   dessen  Axe  CG  l«t* 
Hieraus  folgt,  dass  der  Kreisel,  weit  entfernt  zu  fallen«  steh 
vielmehr  so  stellt,  dass  seine  Axe  AH  parallel  zu  CG  w4rd,  welche 
letztere  Linie,  wenn  die  Intensität  CF  klein  genug  gegen  CB^ 
gegen  den  Horizont  dieselbe  Neigung  hat,  wie  die  frflhere  Rol^ 
tionsaxe  Cß.    Da  nun   die  Schwere  kontinuirlich'  einwirkt  und  la 
einem  unendlich  kleinen  Zeiträume  auch  nur  eine  unendlich  kieii^ 
Bewegung  erzeugt;    so  ergibt  sich,    dass  die  Axe  AB  des  Kiel* 
aels  in  Folge  der  Schwere  in    einer  Kegeloberfläche  her* 
uro  geführt  wird,  deren  Axe  vertikal  steht.    Je  steHer  der  bei* 
sei  anfangs  stand,  desto  geringer  ist  die  Wirkung  der  Schwere  oder 
das  Moment  des  Kräftepaares  DC,  EA,  desto  kleioer  also  Cf 


r^en^en  Hadei  w,  der  aut  gezogenen  Cfwekren  geitorf.  €esekime. 

fami  de«<o  scbwäclier  die  Bevregmif  in  der  letiteren  KegeWIäche* 
Je  mehr  aber  die  Axe  AB  deK  Kreisels  geneigt  war,  desto  stfir* 
ker  wird  die  Schwere  «ein  und  desto  rasdier  durehfäuft  die  Axe 
des  Kreisels  die  Kegelflfiche.  Ausserdem  erkentft  man  >  dass  diese 
Bewegung  in  der  Kegeinäcbe  um  so  schwächer  Ist,  je  grösser 
CBj  also  je  grosser  das  Moment  des  im  Kreisel  lebenden  Kräfte- 
paares  ist,   d.  h.  je  rascher  derselbe  um  seine  eigene  Axe  rofirt. 

Wie  Reibungen  und  Luftwiderstände  den  Kreisel  aflQzireii, 
•ein  Sinken  veranlassen  und  seine  Bewegung  endlich  veriüchte«, 
femer  wie  die  bei  der  Bewegung  in  der  Kegelflfiche  auftretende 
Zentrifugalkraft  die  Wirkung  der  Schwere  verstärkt ,  wird  roa» 
«fch  leicht  vergegenwärtigen. 

3.  Stellen  wir  den  Kreisel  aufrecht  auf  eine  horizontale 
Fläche,  so  wird  derselbe  allen  Kräften,  welche  ihn  seitlich  zu 
bewegen  streben,  mit  einer  gewissen  Energie  widerstehen,  weil 
diese  Kräfte  unter  Konkurrenz  der  am  Pusse  des  Kreisels  statt- 
findenden Reibung  nicht  eine  einlache  Fortschrittsbewegung  des 
Schwerpunktes,  sondern  daneben  fast  immer  eine  Drehung  uro 
diesen  Schwerpunkt  in  vertikaler  Ebene,  also  eine  Richtungsver- 
inderung  der  Rotationsaxe  veranlassen,  welcher  das  im  Kreisel 
lebende  Trägheitsmoment  widerstrebt. 

Wenn  der  Kreisel  durch  Irgend  eine  Ursache  momentan  schief 
zu  stehen  kommt  (Taf.  IV.  Fig.  3.),  so  wirkt  die  Schwere  wie 
sab  Nr.  2.  auf  ihn  ein.  Da  aber  jetzt  der  Pusspunkt  des  Kreisels 
nicht  ganz  frei  und  auch  nicht  ganz  fest  ist,  indem  die  Reibung 
ibn  aflizirt,  so  spaltet  sich  die  Wirkung  der  Schwere.  In  Folge 
dieser  Reibung  ergibt  sich  die  Neigung  zu  der  sub  Nr.  2.  beschrie- 
benen Drehung  der  Axe  AB  um  die  durch  A  gehende  Vertikale 
von  rechts  nach  links.  Da  aber  der  Pusspunkt  bei  der  hOpfenden 
Bewegung  des  Kreisels  auf  der  unteren  Fläche  spielt,  so  weicht 
die  Axe  AB  dergestalt  ans,  dass  sie  mit  dem  ganzen  Kreisel  In 
einer  konischen  Fläche  rotirt,  und, dass  die  Spitze  A  eine  Kurve 
AJ  von  rechts  nach  links  herum  beschreibt. 

Bei  dieser  schrägen  Stellung  der  Axe  AB  gegen  die  Unter- 
lagslHicb^  erzengt  die  Rotation  des  Kreisels  um  diese  Axe  tbeiU 
in  Folge  der  Elastizität  der  Stoffe,  theils  in  Folge  der  Uneben* 
heilen  utid  der  unvollkommenen  Symmetrie  des  Kreisels  heftige 
StOsse  von  oben  nach  unten  gegen  die  Fläche,  welche  diese  Fläche 
v«D  afiten  nach  oben  zurückgibt.  Üieese  St<isse  affizired  die  Um- 
diehangsbeiiegung  des  Kreisels,  wie  die  Schwere,  weshalb  sie 
•ft  den  Kreisel  aus  einer  fast  ganz  vertikalen  und  rabigen  Lage 
ylOtillüb   in  eine  starke  Seitenbewegung  versetzen;    theib  aber 

S4* 
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•cMeaderD  diese  StOsse  den  Kreisel  in  die  Udbe  and  bevrirl^en, 
wenn  seine  Rotation  noch  energisch  genug  ist,  dass  .der  Schwer- 
punkt «ich  wieder  hebt   und   die  Aze  aus  der  schiefen  Stellvng 
-  wieder  in  die  vertikale  fibergeht 

4.  Stellt  man  den  Kreisel  mit  vertikaler  Richtung  setner  Axe 
auf  eine  geneigte  Fläche  oder  neigt  man  die  subNr. 3.  be- 
trachtete horizontale  Fläche,  auf  welcher  der  Kreisel  aafreclit 
steht»  so  verharret  er  in  dieser  vertikalen  Stellung,  setzt  sich 
aber  in  eine  Fortschrittsbewegung.  Denn  die  Stusse,  welche  ihin 
die  Fläche  von  der  Seite  des  spitzen  Winkels  her  ertheilt,  wir- 
ken auf  den  Kreisel,  wie  vorhin  die  Schwere,  und  treibea  ihv 
seitwärts  in  der  Richtung  AJ  (Taf.  IV.  Fig.  4.),  wie  wenn  die  Flächt 
horizontal,  die  Axe  AB  aber  gegen  dieselbe  geneigt  wäre.  Im  Uebri- 
gen  geht  jetzt  die  Fortschrittsbewegung  nahezu  in  gerader  hori- 
zontaler Linie  AJ  vor  sich,  weil  bei  der  Bewegung  in  der  Kar?e 
AK  die  damit  verbundene  konische  Bewegung  der  Axe  AB  den 
Kreisel  eine  immer  spitzer  werdende  Neigung  gegen  die  Flldie 
und  dem  Schwerpunkte  eine  Bewegung  mit  uugleichmässiger  Sfei- 
gung  ertheilen,  also  auf  mehrfache  Widerstände  stossen  wurde. 
Wenn  die  Reibung  in  Folge  der  hupfenden  Bewegung  des  Krei- 
sels sehr  klein  ist,  entsteht  auch  wohl  gleichzeitig  ein  Sinken  a 
der  geneigten  Ebene  herab,,  in  Folge  dessen  die  Bahn  AJ  nidk 
horizontal  bleibt,  sondern  sich  abwärts  neigt. 

Normal  auf  die  geneigte  Fläche  gestellt,  beginnt  der 
Kreisel  durch  die  Wirkung  der  Schwere  einen  Kurvenlauf  von 
rechts  nach  links  herum.  .  Hierbei  kommt  jedoch  seine  Axe  inmer 
steiler  zu  stehen,  der  Einfluss  der  Schwere  vermindert  sieb  also, 
während  die  derselben  entgegenwirkenden  Seitenstösse  der  ge- 
neigten Fläche  sich  verstärken.  Demnach  geht  der  Kreisel  all* 
mählig  in  die  vertikale  Stellung  liber,  indem  er  eine  Linie  wie 
AKJ  verfolgt  (Taf.  IV.  Fig.  5),  welche  je  nach  der  Kraft  und  den 
Gewichte  des  Kreisels,  sowie  nach  der  Neigung  und  Elastizität 
der  (Jnterlagsfläche  vor  dem  Uebergange  in  den  geradlinigen  TbeÜ 
KJ  Schlingen  bildet,  oder  nicht. 

6.  Wird  die  Rotationsaxe  AB  horizontal  und  die  Dreb* 
ungsebene  vertikal  ytliV  auf  eine  horizontale  Fläche  gestellt,  so 
ergibt  sich  das  rollende  Rad,  welches  im  normalen  Zustande 
eine  geradlinige  Bahn  verfolgt. 

Sobald  sich  die  Ebene  des  Rades  ans  irgend  einer  Vertu* 
lassung  nach  Taf.  IV.  Fig. 6.  neigt,  so  dass  die  Axe  CB  die  ho- 
rizontale Fläche  in  F  trifft,  erzeugt  die  Schwere  ein  Kräftepaar 
mit  der  Axe  CD,    Wenn   CE  die  Resultante  von   CB  und  C0 
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ift  und  man  zieht  FG  parallel  zu  EC,  ho  erkennt  man,  dass  die 
Axe  des  Rades  in  die  Lage  FG  Obergehen  und  das  Rad  selbst 
im  Kreise  von  rechts  n^h  links  herum  um  den  Punkt  Flauten  wird. 

Bekäme  das  Rad  dagegen  eine  Neigung  nach  Taf.  IV.  Fig.  7.» 
80  wflrde  dasselbe  den  Kreis  om  den  Punkt  F  von  links  nach 
reehts  durchlaufen.  '        , 

6.    Stellt  man   den  Kreisel   nach   Taf.  1V\  Fig.8.   mit   seiner 
oberen  und  unteren  Spitze  in  einen  Ring  AB^  welcher  mit  einem 
Stiele  AD  versehen  und  bei  D  durch   ein   Charnier  mit  dem  ho- 
inootalen  Hebelarme  DG  verbunden  ist,  setzt  darauf  den   bei  E 
ID  dem  Hebelarme   befestigten  vertikalen   Zapfen    in   eine  Hülse, 
"  vrodnrch  der  Kreisel  um  die  Axe  AB^   der  Ring  AB  um  die  ho- 
rizontale Axe  bei  D  und  das  Ganze  um  die  vertikale  Axe  bei  E 
drehbar  wird,   so  hat  man  ein,   dem  Vernehmen  nach  von  Mag* 
aus  als  mechanisches  Kuriosum    konstruirtes    Instru- 
ttent  vor  sich. 

Das  Gewicht  des  Kreisels  C  bewirkt  jetzt  nach  den  sub  Nr.  2. 
gegebenen  Erläuterungen,  dass  das  ganze  Instrument  sich  von 
rechts  nach  links  um  die  vertikale  Axe  E  dreht.  Je  stärker  die 
Biitationsbewegung  des  Kreisels  ist  und  je  steiler  seine  Axe 
ilftbt,   desto  schwächer  ist  diese  Drehung  und  umgekehrt. 

Wenn  man  die  Drehung  um  die  vertikale  Axe  zu  beschleu- 
nigen sucht,  so  involvirt  der  hierauf  verwandte  Impuls,  weil  ein 
Debergang  der  Axe  AB  des  Kreisels  in  die  benachbarte  Lage 
einer  Drehung  von  rechts  nach  links  um  eine  in  der  Ebene  EDB 
fiegende  und  auf  AB  nach  oben  perpendikular  stehende  Axe  ent- 
spricht, die  Wirkung  eines  Kräftepaares  mit  der  Axe  CG  in 
Taf.  IV.  Fig.  9.  Die  Resultante  CH  von  CB  und  CG  steht  stei- 
ler als  Cfi,  und  daraus  folgt,  dass  der  Kreisel  sich  bebt,  in- 
ciem  der  Ring  sich  um  D  aufwärts  bewegt. 

Sucht  man  dagegen  die  Bewegung  um  die  vertikale  Axe  E 
SU  verzGgern,  so  sinkt  der  Kreisel  herab,  indem  der  Ring 
um  D  sieh  abwärts  bewegt.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  Reibung 
an  der  Axe  £,  welche  eine  retardirende  Kraft  ist,  ein  allmähli- 
ges  Sinken  des  Kreisels  herbeiföhrt,  während  gleichzeitig  in  Folge 
der  sich  verlangsamenden  Rotationsbewegnng  des  Kreisels  die 
Geschwindigkeit  um  die  vertikale  Axe  E  zunimmt. 

Hängt  man  den  Hebel  DG  am  Punkte  G  so  auf,  dass  er  eine 
v4^rtlkaie  Drehungsaxe  bildet,  so  rotirt  der  Ring  mit  dem  Kreisel 
v&i^ch  Taf.  IV.  Fig.  10.    um   diese  Axe   in  rechtläußger  Bewegung 
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voD  rechts  nach  links,    gleichviel,  ob  die  Axe  AB  de«  Kfeiaela 
nach  obeo  oder  nach  unten  geneigt  ist. 

Hängt  man  dagegen  diesen  Hebel  mittelst  zweier  Zapfen  G 
(Taf.  IV,  Fig.  11.)  so  auf,  dass  derselbe  sieh  mit  dem  Ringe  AB 
Der  um  eine  horizontale  Axe  G  drehen  kann,  und  versetzt  ihi 
dann  in  eine  pendniirende  Bewegung,  so  hebt  und  senkt  sieb  da- 
bei abwechselnd  der  Hing  um  das  Charnier  D  dergestalt,  dass 
die  Axe  Aß  des  Kreisels  eine  konische  Fiäche  in  umgekehrter 
Riebtang  von  links  nach  rechts  durchläuft. 

7.  Werfen  wir  den  Kreisel,  mit  der  Spitze  voran,  durch  die 
Luft,  so  haben  wir  das  aus  einem  gezogenen  Gewehre  geschleo- 
derte  Geschoss. 

Ein  solches  Projektil  beharret  in  seiner  geradlinigen  Beire- 
gnng  mit  einer  weit  grosseren  Festigkeit,  als  ein  Geschoss  ohoe 
Rotation ,  weil  das  in  ihm  lebende  Trägheitsmoment  einem  jeden 
Impulse,  welcher  eine  Drehung  seiner  Rotationsaxe  zu  befrirlcfB 
strebt,  einen  gewissen  Widerstand  entgegensetzt.  Wenn  aber  ein 
solcher' Impuls  sich  geltend  macht,  was  besonders  bei  den  Spiti- 
kugeln  geschehen  kann,  indem  dieselben  durch  Seitenwind,  so- 
wie auch  bei  dem  parabolischen  Falle  ihres  Schwerpunktes  darcl 
den  Widerstand  der  Lull  am  Vordertheile  anders,  als  am  flinter- 
theile  affizirt  werden,  was  nafürlich  eine  Verdrehung  der  Rota- 
tionsaxe bewirkt,  so  ist  nach  Obigem  leicht  zu  erkennen,  dass 
ein  solcher  Seitenstoss  zunächst  eine  Verdrehung  der  B«ta* 
tionsaxe  in  vertikaler  Richtung,  nach  oben  oder  unteo  nid 
hierauf  in  Folge  des  nun  gegen  die  Langseite  des  Gesckossefl 
wirkenden  Luftividerstandes  auch  eine  Ablenkung  des  Schw•^ 
ponktes  in  derselben  vertikalen  Richtung  nach  sich  sieht. 

Drehkräfte  dagegen,  welche  in  vertikalen  Ebenen  wirken, 
«vie  z.  B.  der  Luftwiderstand  gegen  die  Langseite  einer  Spitzkogel 
hei  einem  stark  gekrümmten  Bogenschüsse,  veranlassen  eine  Ver- 
drehung der  Spitze  und  sodann  auch  eine  Ablenkung  der  gaoseo 
Kugelaus  ihrer  Bahn  in  einer  Seitenrichtuug  nach  rechts 
oder  links. 

Hieraus  erhelfet  auch,  wie  die  fortgesetzte  Wirkung  sofeber 
Krflfte  dem  Schwerpunkte  der  Kugel  unter  Umstanden  eine  spi- 
ralförmige Bahn  verleiben  könne. 
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ElemeQUre    Herleitung    der    Scbwingangsdauer    de« 

mathematischen  Pendels. 

Von 

Herrn   Julius    fVeingarteny 

Aatittenlen  der   Malhematib  am  Konigl.  Gewerbe -Inttitato  an   Berlin. 


Die  Schwierigkeit,  welche  sich  der  elementaren  Auflriming 
des  Problems:  die  Zeit  za  finden»  in  welcher  ein  mate« 
rieller  Punkt,  der  sich  mit  bekannter  variabler  Ge 
schwindigkeit  auf  einer  Carve  bewegt,  ein  gewisses 
StGck  derselben  znrGcklegt,  darbietet,  liegt  offenbar  In  der 
▼orausgesetzten  Verfinderlichkeit  der  Geschwindigkeit  des  betrach- 
teten Punktes.  Dieselbe  ist  allerdings  sofort  dadurch  gehoben, 
dass  man  die  Bewegung  jenes  Punktes  fQr  so  kleine  Zeitinter- 
valle verfolgt,  fär  welche  jene  vorausgesetzte  Veränderlichkeit 
unwirksam  bleibt;  allein  derartige  Betrachtungen  scheinen  fCir  An- 
ftnger  oder  för  die  der  höheren  Analysis  Unkundigen  nicht  ver- 
ständlich zu  sein,  und  das  vielleicht  mit  gutem  Grund.  In  der 
Thai  lisst  sich  aber  jene  Betrachtung  durch  eine  andere,  der 
Natur  der  Sache  ebenso  angemessene,  die  sich  zugleich  fOr  eint 
phoronomische  Darstellung  eignet,  und  eine  fiir  Laien  grossere 
Anschaulichkeit  besitzt,   ersetzen. 


Es  bewege  sich  auf  der  Curve  mn  (Taf.  V.  Fig.  1.)  der  Punkt 
p  mit  der  variablen  Geschwindigkeit  v.  Es  soll  die  Zeit  gefunden 
werden,  in  welcher  er  das  Stfick  nm  derselben  zurOcklegt. 

Denkt  man  den  Punkt  p  während  seiner  Bewegung  parallel 
der  beliebig  gerichteten  Linie  nn^  beleuchtet,    so  wird  et  oCkn* 
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bar  stets  möglich  sein,  eine  andere  Gorve  ftiiiii  so  zu  ziehen,  dtss 
der  bei  dieser  Beleuchtung  entstehende  Schatten  pi  des  Punktes 
p  sich  auf  jener  Curve  mit  einer  constanten  Gescbwindiglieit  c 
bewegt.  Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  des  Stückes  n^mi  durch 
l,  die  Zeit,  in  welcher  p  von  n  bis  m,  also  pi  sich  von  fi|  bis 
1»!  bewegt,   durch  T,   so  wird  offenbar 

wodurch  die  Aufgabe  gelost  ist,  falls  die  Curve  tt|fit|  angegebeo 
werden  kann.  Es  sei  nunmehr  der  Einfachheit  wegen  nit|  hori- 
aoiktal  gewählt.  Da  nun  die  beiden  beweglichen  Punkte  p  and 
Pi  in  gleichen  Zeiten  gleiche  vertikale  Wege  durchlaufen,  so 
müssen  ihre  vertikalen  Geschwindigkeiten  gleich  sein,  was  die 
Bedingung  ergiebt,  dass  zu  jeder  Zeit 

9sin9>=:  csin9>|, 

wo  q>  der  Winkel,  w*elchen  die  Geschwindigkeit,  das  heisst  die 
Tangente  in  p,  (pi  der  Winkel,  den  die  Tangente  in  pi  mit  der 
Horizontalen  bildet.  Diese  Gleichung  definirt  die  Curve  KifUi 
vollständig. 


I.    Anwendung   auf  das   CycloTdenpendel. 

Auf  dem  CycloTden bogen  aß  (Taf.  V.  Fig.  2.)  falle  ein  mate- 
rieller Punkt  p,  der  in  m  seine  Bewegung  ohne  anfangliche  Ge- 
schwindigkeit beginnt.  Schlägt  man  über  der  anfönglichen  Buhe 
a  des  fallenden  Punktes  einen  Halbkreis,  so  ist  dieser  eine  Curve, 
auf  welcher  sich  bei  der  Bewegung  von  p  der  Schatten  dieses 
Punkts  constant  bewegt,   falls  die  Beleuchtung  horizontal  ist 

In  der  That  ist  die  Geschwindigkeit  von  p,  in  der  Stellung /»t 
das  heilst  r,  gleich  \f^2gh,  und  die  Bedingung  der  gleichen  Ver- 
ttkalbewegiing  von  p  und  pi  giebt  wie  oben 

vs\nq>  =  csin<p|. 

Nun  ist  bekanntlich,  wenn  r   die  Länge    des  Halbmessers  des 
Erzeugungskreises    der  CycloTde, 
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ffieraus  folgt: 


d.  h.  die  Geschwindigkeit  des  Schattens  pi  ist  in  der  That  coo- 
stant  und  gleich  o  V  ^  * 

I|{t  nun  T  die  Zeit,   in   welcher  der  Punlct  p  Ton  m  nach  ß 


an 


gelangt»  oder  diejenige,  in  welcher  pi  den  Halbkreis  -^  zorfick- 
lagt,  so  wird 

oder 

'"VI- 

wekber  Werth  die  halbe  Scbwingungszeit  des  CycloTdenpendels 
angiebt.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Eigenschaft  der  CycloTde  als 
Taatochrene.  *■ 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  die  Zeit,  in  welcher  der  fal- 
lende Punkt  Ton  m  aus  in  die  Lage  p  gelangt  su: 

t  =  arc  (cos  = ") .  V  — » 

a     '   ^  g 

wie  anderweitig  bekannt. 

Anmerkung.    Diese  Formel  ergiebt  siich  leicht  auf  folgende 
Wege. 

Eine  CycloTde  wird  bekanntlich  von  einem  bestimmten  Punkte 
der  Peripherie  eines  Kreise^  beschrieben,  wenn  derselbe,  ohne 
XU  gleiten,  auf  einer  geraden  Linie  rollt. 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  3.)  AB  die  angenommene  Gerade,  m  der 
die  CycloTde  beschreibende  Punkt,  der  durch  Rollen  des  Kreises 
omo'  in  seine  jetzige  Lage  gekommen  ist,   so  wird  im  Momente 
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des  Weiterroileos  offeiAar  eind  Drehung  des  Kreises  um  den 
Punkt  o  stattfinden,  der  Punkt  m  sich  also  in  senkrechter  Rieh- 
^^S  E^9^^  ^^^  fortbewegen.  Die  Linie  om  ist  also  eine  Nor- 
male gegen  die  CycloTde,  woraus  sieb  sin  9,  d.  b.  der  Sioas  des 
Winkels,  den  die  Tangente  in  m  an  die  CycloTde  mit  AB  bildet, 
sehr  leicbt  zu 


sin 


-=V"i 


ergiebt,  da  g>  wegen  des  Obtgen  gleicb  ^moo*  sein  wird,    jf  bat 
dieselbe  Bedeutung  wie  früher  a — A. 

U.    K  r  e  i  s  p  e  n  d  e  I . 

Fällt  der  bewegliche  Punkt  auf  einem  Kreisbogen  mpP  voni 
Radius  /  (Taf.  V.  Fig.  4.),  so  wird  die  Bewegung  seines  Sebatteos 
Pi  anf  dem  wie  vorher  Aber  der  anfänglichen  FallhShe  gezeich- 
neten Halbkreise  nicht  mehr  gleichförmig  sein.  Allein  wenn  die 
Schwingungen  des  Pendels  nur  klein  sind,  so  wird  dieser  Umstand 
mit  grosser  Annäherung  stattfinden, -wie  man  sofort  sehen  wird. 

Bedeutet  wie  oben  c  die  Geschwindigkeit  des  Schattens"|i| 
auf  dem  Gber  a  geschlagenen  Halbkreise,  so  giebt  die  Identitit 
der  vertikalen  Bewegungen  wiederum: 


Nun  ist  abet 


Ferner  ist 


V'i^A.sing)  =csin9|. 


•    2     r 

sin  g)j  =  —  V  A(a  —  h). . 


o-^  As=  I— /cos  9=2/8in*Ä-  $ 


also 


Va— A=V2/.sin|, 


wodurch  sich  die  obige  Gleichung  in 

2 
a 


V^.8in9=c.*-.V^.sln| 


oder  in 


=  aV^co8| 
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remandelt.    Es  int  daher  die  Geschwindigkeit  c  nicht  constant, 
lii»gt  aber  offenbar  iwiachen  den  Grenzen 


y  ^    und    ay  f^C08,j. 


wo  ff  die  anfjingliche  Pendelelongaüon  bedeutet  Diese  beiden 
Grenzen  falten  ftlr  Meine  u,  d.h.  für  Icleine  Schwingungen,  zu- 
saaimen,   da  ihr  Unterschied 

2«^  ^.shi»J 

von  der  zweiten  Ordnung  ist. 

Für  diesen  Fall  ist  also  offenbar 


=Yf 


oimI,  wie  oben,    T,  die  Zeit  einer  halben  Pendelschwingung: 


=?vi. 


woraus  man  sieht,  dass  ein  Kreispendel  fi3r  kleine  Schwingungen 
isochron  ist. 

Im  Allgemeinen  sind  aber  Rlr  grossere  Schwingungen  jene 
Mden  Grenzen  nicht  als  zusammenfallend  anzusehen.  In  diesem 
Falte  können  wir  aber  annähernd  für  c  das  arithaietische  Mittel 
zH'ischen  jenen  beiden  Grenzen  annehmen,  was,  wie  man  weiss, 
fdr  kleinere  Elongationen  um  so  mehr  gestattet  ist.    Es  ist  alsdann 


c  =s  fl  w   T- 


V? 


-    I  -I-  cos« 


und  folgÜch 


=n\^f.cos«j  =  aV^-f.tl-s.n«J|, 

^    I  — sm'T 


^^  ff  ff 

w^lVr  man  auch,  indem  msn  j  statt  sHi  j  schreibt,   was  wegen 

^•r  vorausgesetzten  Kleinheit  von  a  zaifissig  ist. 
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'•=lV7r-^=jV'^ 


«* 


l  +  IS 


*      IB  *""16.16 

erhält 

Da  ferner  die  Gr586e   jä-iä  durchaaa  nicht  influirt«  00  folgt 

als  eine  zweite   Näbemiigsfonnel   för  die  halbe  SebwingungsMit 
des  mathematischen  Pendels. 

Hätte  man  statt  des  Halbkreises  Ober  a  eine   Curve  gezdch- 
net,   welche  durch  die  Bedingung 


sin9i=-Y j^ 

definirt  wird ,  so  wäre  auf  dieser  Curve  die  Bewegung  des  Schat- 
tens von  p  gleichförmig  geworden ,  und  man  hat  fOr  die  Geschwin- 
digkeit dieser  Bewegung: 


2  f    / 


ak 
gefunden.    Bezeichnet  man  die  Länge  jener  Curve  durch  -^f  ^ 

ist  die  halbe  Schwingungszeit  des  Pendels  genau: 


=*vi- 


9 

Allein  die  GrSsse  k  lässt  sich  elementar  nicht  weiter  entwickeln, 
sondern  nur  durch  Reihen  oder  in  Gestalt  eines  elliptischen  In- 
tegrales angeben,   wie  diess  in  der  Natur  der  Sache  selbst  liegt 


Die  vorhergehenden  Betrachtungen  scheinen  mir  geeignet,  2o 
die  LehrbOcher  der  Physik,  in  denen  die  Beweise  derartiger  1*0'* 
mein  meistens  fehlen,  aufgenommen  werden  zu  kOnnen,  wesshalD 
ich  mir  erlaubte,  dieselben  hier  mitzutbeilen.  Ich  will  nur  noch 
bemerken,  dass  man  auf  ganz  elementare  Art  z.  B.  die  Kepler* 
sehen  Gesetze  und  alle  einfachen  dynamischen  Aufgaben  zu  be- 
handeln im  Stande  ist,  ohne  sich  der  Betrachtung  des  Unssd* 
lichkleinen  zu  bedienen. 
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Die  Bahn  der  Qaotiente  oder  Curve  aus  zwei  Brenn- 
punkten, mit  Fahrstrahlen  von  beständigem  Verhältnisse. 

Von 

Herrn  Archivars -Assistenten  Hiedl  von  Leuensiern 

to   Wien. 


I.  Es  seien  aof  der  gegebenen  Geraden  (AF)  (Taf.  V.  Pig.  5.) 
die  Punkte  f  und  ß  bestimmt,  so  dass  (Bf)z=:fp,  (BF)  —  (pq, 
99>9  werde,  und  wir  wollen  F  und  /  als  Brennpunkte,  g>q  und 
9  ab  Fahrstrahlen  för  den  Scheitel  ß,  dabei  g  als  beständigen 
Quotienten  der  yeränderlichen  Fahrstrablen  betrachten,  nämlich: 

(D^F)=zfp,q,    (D^n  =  9i. 

iD^F)  =  ip^q,     (DJ^  =  fp^, 

u*  s.  f.  bis 

(AF)^q>nq^(Aß)^^fpq 

Wenn  nun  die  Punkte  />,  Dx,  D%f  D^,,..Dn  oder  A,  und  so 
jenseits  der  Axe  (AB)  wieder  zurOck  bis  ß,  in  einer  Krummen 
liegen,  also  (DB),  (DiB),  (D^B),...  deren  Sehnen  sind,  so  be- 
haupte ich  erstens,  dass  die  beiden  Winkel  einander  gleich 
*ind,  welche- jede  solche  Sehne,  z.  B.  (DiB),  mit  den 
beiden  zu  ihr  gehörigen  Fahrstrahlen  ^i^-und  ipi  bil- 
<«t.  d.  I.  iBDiF)^(BDif).  Zieht  man  nimlich  (JBs)  in  gleich« 
Ridituig  mit  {FD{)  und  eben  «o  (fy)  pankllel  mit  {BDt)f  wdM 
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sich  die  Dorchschnittsponkte  p,    und  m,    wie  auch  die  Längen- 
H-erthe : 

(pim)  =«,  (Bm)=ß, 
(D,m)  =y,  (/in)  =d, 
(A/h)=^.    (cp,)=», 

fesUtellen,  00  werden  die  Winkelr 

(BD,n  =  (Djg) 
imd 

es  wird  aber  aach: 

9iV-(y +  *)  =  9>5':9>  =  («  +  W; 
ferner : 


daher : 


a:d  =zy:ß; 
y+dar«f  j5, 

«er  d, 

und  die  tVinkel: 

(DJg)  t±  (Afiu)  =  (BD,  F)  ^  {ßD,f). 

2.     Aus  diesem   folgt  unmittelbar: 

(cp^f)  =  {cfp{)  =  (cDjÄ)  =  (cÄD,) 
und 

und   so  nir  jeden  Punkt  Z>2»  D^-^'^Dn  adex  Ai 

^  ist  also: 

4i«  Pubklö  Btl>4l>i^  D%....  b\a  A^  dann  eb«fe  so  jlnAN^ 


fviWhr  suttA  Ms  A»  Bogen  «inMitKoli  in  otnerlKreiilisi« 
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Indem  sich  die  Natar  dieser  Krumineii  auf  solche  Weise  be- 
kaunt  gibt,   so  wird  ihre  nettere  Erforschung  OberflOssig. 

3.  Es  «eiew  f  irod  F  als  Brennpunkte  und  xfrisdMO  ihnen  B 
als  Scheitel  In  beliebigen  Entf^nungen  gegeben,  wobei  {Bf)<XBF)\ 
xtt  finden  den  Mittelpunkt  •  und  Halbmeeser  (Be)  eines 
Kreises,  in  dessen  Peripherie  alle  dnroh  4ie  beiden 
Fahrstrahlen  mit  beständigem  Quotienten  bestimmtelB 
Punkte  liegen. 

Ich  nenne 

PO  gibt: 

tpq\q>z=,  (q>g  +  9  +  jr) :  jr 


und 


(B^j^t^M^. 


Zur  metrischen  Dafstelking  (TaCV.FIg.A.)  i«ird 

genommen ,    dann 

Ans  den  bekannten  Punkten  f,  B,  F  bestimmen  sich  a,  g,  A, 
indem  man  (nB)^{Bf),  (aF)=(Fg)  und  die  Senkrechte  (gh)-(Bf) 
macht*  Es  wird  dann  die  Linie  (AF)  verlängert ,  bis  sie  in  c'  die 
^nkrechte  auf  B  trifft,  worauf  (jBc')  =  (jBc)  =  r  und  der  verlangte 
Kreis  sich  findet. 

4  Soll  aber^  aus  dem  gegebenen  Kreise^  dann  dem 
Orte  ( JS/)  =  ^  des  Innern  Brenpunktes  der  äussere 
(BF)ssq}q  gesucht  werden,  oder  umgekehrt«  so  ist  fär 
den  äussern»  F: 


flkdsn  ionem,  f: 


rtp 
y^      r— y 


^  ftr  .4•^  Quotienten : 
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Die  Zeiduraiig  gibt  ans  deo  bekannten  Punkten  c,  £  ood  einer 
gewttiten  Sehne  (DB)  unmittelbar  den  Ort  beider  Breanpoikte. 
indem  man  ava  D  einen  Bogen  F'B'f'  sieht  and  (PB')Ml^f) 
macht ;  die  Schenkel  (Df)  and  (DF')  achneiden  den  verlfiagerten 
Dnrchaieaaer  (cg)  In  /  und  F, 


Ueber  die  Bestimmang  der  Drehungswinkel  an  V» 
instrumenten,  die  mit  einem  beweglichen  Spiegel  rer- 
sehen  sind ,  welcher  das  Bild  einer  feststehenden  Scale 
in  einem  Fernrohr  erscheinen  lässt. 

Von 

Herrn  Professor  J.  Siegmann 

an  der  Univertitat  zu  Marburg* 


Bei  physikaliachen  Untersuchungen ,  welche  die  genaue  Beob- 
achtung kleiner  Drehungswinkel  verlangen^  um  daraus  einen  Schlosi 
auf  die  Grösse  der  diese  Veränderungen  hervorrufenden  Knu^ 
herzuleiten,  bedient  man  sich  hfiufig  mit  bestem  Erfolge  j^^ 
Spiegelvorricbtung,  die  zuerst  durch  das  Gauss'sche  Mago^<^ 
roeter  allgemein  bekannt  geworden  ist.  Es  wird  nämlich  an  i^ 
jenigen  Tbeile  des  Apparats,  welcher  um  eine  feste  (nei*^ 
Tertikaie)  Umdrehnngsaxe  drehbar  ist,  ein  ebener  Spiegel  aog|0' 
bracht  und  in  grösserer  oder  geringerer  Entfernung  ein  FerDronr 
und  ein  mit  einer  Scale  versehener  Stab  so  aufgestellt,  dsf«  ^ 
das  vom  Spiegel  reflektirte  Bild  der  Scale  Im  Fernrohr  teobft^' 
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ten  kann.    Die  Scale,  aU  eine  gerade  Linie  aufgefasst,    soll  per- 
pendikulfir  gegen  eine  Ebene  gestellt  werden,  welche  man  parallel 
zur  Dmdrehungsaxe  durch   die  optische  Axe  des  Fernrohrs   (ge< 
/lauer  zu   reden   durch    die  CoHimations  -  Linie)    legen   kann.    Im 
i?r  ennpnnkte  des  Ocnlars  dieses  letztern  befindet  sich  ein  Faden, 
de  r  ebenfalls  senkrecht  zur  Richtung  der  Scale  sein  soll,  so  dass 
er    in   der  eben    gedachten,    mit    der   Umdrehuiigsaxe   parallelen 
Ebene  liegt,  welche  wir  der  Kürze  wegen  die  Visir ebene  nen- 
nen wollen.     Sobald  nun  in  Folge  einer  kleinen  Drehung  der  Spie- 
gel successiv    andere    Stellungen    einnimmt,    so    wird    von    dem 
gedachten  Faden  das  Bild  der  Scale  allniählig  in  andern  Theilungs- 
punkten  durchschnitten,    und  es  kommt  dann  darauf  an,    aus  der 
Anzahl  der  Scalentheile  (=a:),  welche  durch  den  Faden  hindurch- 
gelaufen  sind,  die  Grosse  des  Drehungswinkels  (=1/;)  zu  bestimmen. 

Wir  legen  dieser  Untersuchung,  om  sie  in  der  erforderlichen 
Allgemeinheit  durchzufuhren,  weder  die  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dass  die  Unidrehungsaxe  in  der  Ebene  des  Spiegels  selbst,  noch 
dass  sie  mit  dieser  Ebene  parallel  liege;  wir  nehmen  vielmehr 
an,  dass  dfe  Spiegelebene  gegen  die  Umdrehungsaxe 
unter  einem  Winkel  6  geneigt  sei,  so  dass,  wenn  die  Axe* 
vertikal  steht,  der  Neigungswinkel  der  Spiegelebene  gegoii  die 
Hortzontalebene  gleich  (90® — B)  ist.  Obschon  bei  den  praktischen 
Anwendungen  in  der  Regel  der  Winkel  6  von  Null  nicht  sehr 
verschieden  sein  mag,  so  kann  er  doch  nianchnial  auch  eine 
merkliche  Grosse  besitzen.  Was  die  Ri<  bturig  der  Cmdrebungs- 
axe  anbelangt,  so  wollen  wir  uns  um  grösserer  Anschaulichkeit 
willen  dieselbe  als  vertikal  vorstellen,  die  Entwickelungen  gelten 
aber,  wie  man  sogleich  einseben  wird,  für  jede  beliebige  Lage. 

Wenn  nun  bei  irgend  einer  Stellung  des  drehbaren  Theils 
des  Apparats  durch  die  Drehungsaxe  eine  auf  der  Ebene  ^es 
Spiegels  senkrechte  Ebene  gelegt  wird,  so  erhält  man  als  Durch- 
schnitt mit  der  nothigenfalls  erweiterten  Spiegelebone  eine  Gerade, 
welche  sich  mit  der  Axe  unter  dem  Winkel  H  schneidet.  Durch 
Rotation  dieser  Geraden  entsteht  eine  gemeine  Kegolfläche ,  an 
welcher  die  (nothigenfalls  erweiterte)  Ebene  des  Spiegels  fort- 
wihrend,  bei  jeder  während  der  Drehung  errcii  hteii  Stellung, 
eine  tangirende  Ebene  ist.  Eine  Normale  des  Spiegels  ist  daher, 
bei  jeder  Stellung  des  Spiegels,  parallel  mit  den  längs  einer  be- 
tffmmten  Kegelseite  auf  die  Ke<;elfläehe  zu  errichtenden  und  durch 
die  I3mdrehungsaxe  laufenden  Normallinien.  Diese  letzteren,  oder 
wenn  man  lieber  will  ihre  Horizontalprojectionen,  können  nach 
jeder  Richtung  des  Horizonts  gezogen  werden,  also  auch  parallel 
zar  Tisir ebene.     Es  lässt  sich  daher,   indem  man  eine  mit  der 

Tbeil  XXV.  26 
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Tisireb«ne  paritllele  Ebene  dorch  die  Umdrehaiigeaxe  legt  end  die 
durch  diese  Ebene  beBtiromte  ErzeuguiigsUnie  der  Kegelttch« 
in'e  Ange  faset,  eine  solche  Lage  des  Spiegels  constntiren,  dus 
die  Visirebene  senkrecht  auf  ihm  steht  Diese  Position  betneb- 
ten  wir  im  Folgenden  als  die  Anfangssteilang,  voa  weldKr 
aus  die  Drehung  beginnen  soll. 

In  Taf.  V.  Fig.  7. ,  worin  S  das  Seberohr,  Au  Mm  eine  ebeoc 
Tafel  und  Tu  die  darin  gezeichnete  Scale  bedeutet,  ist  die 
so  eben  erwähnte  Kegelfläche  durch  OKEke  vorgestellt  wor- 
den. Zwei  verschiedene  Positionen  des  Spiegels  sind  in  Dd,  Ji 
angedeutet,  von  denen  die  erstere  die  Anfangsstellung  bedeoten 
möge,  so  dass  die  Visirebene  SDd  senkrecht  sowohl  auf  der 
Spiegeiebene,  wie  auf  der  Tafel  AaMm  steht.  Die  Kegelseiteo, 
längs  welchen  die  Kegelfläche  von  den  erweiterten  Spiegelebeoeo 
tangirt  wird»   sind  Ee  für  die  erste,   Kk  tat  die  andere  Stelloog. 

Nehmen  wir  nun  die  Drehungsaze  zur  Axe  der  Z  und  die 
durch  die  Drehungsaxe  parallel  zur  Visirebene  gelegte  Eben« 
ZOEe  zur  Ebene  der  ZF  an,  so  dass  zum  Ursprung  dex  Coot- 
dinaten  vorerst  noch  ein  beliebiger  Punkt  der  Drehungsaxe  ge- 
wählt werden  möge«  die  positive  Axe  der  V  aber  nach  ya^ 
d.  h.  nach  der  Seite,  wo  das  Fernrohr  aufgestellt  ist,  geug* 
werden  soll.  Alsdann  wird  die  Visirebene  durch  eine  Gleicbi^ 
von  der  Form 

arz=za 

bestimmt.  Die  Constante  a  wird  in  der  Figur,  da  Od  die  Dard' 
Bchnittslinie  der  Visirebene  mit  dem  in  der  Anfangsstellong  ot 
findlichen  Spiegel,  ferner  Bö  diejenige  in  der  Tafel  zu  ziehende 
Gerade,  deren  Bild  mit  dem  Faden  im  Seherohr  zusanmenW 
and  Aa  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  ZOEeY  mit  der  Tafel 
bedeuten  soll,    durch   Aß=zaö=^DE^=zde  angegeben. 

Um  für  eine  beliebige  Position  Ji,  sobald  eine  Drehnng  ni" 
einen  Winkel  EOK^'*\f  Statt  gefunden  hat,  die  Gleichung  der 
Spiegelebene,  so  wie  ihrer  Dur9bschnittslinie  Ji  mit  der  Vi§i'' 
ebene  zu  finden,  bezeichnen  wir  durch  6  das  von  der  Ebene  aes 
Spiegels  in  seiner  Anfangsstellung  abgeschnittene  Stock  OEt  ^^ 
bei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  dieser  Constanten  h  oo^ 
Umständen  ein  negativer  Werth  zu  ertheilen  ist,  und  bem«*^' 
dass  dann  allgemein  von  der  Ebene  des  Spiegels  auf  den  voof' 
dinatenaxen   OX,  OV,  OZ  bezüglich  die  StOcke 


Bimtlf*    coBif*         tang^ 
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abgeBchnittcn  werden.  Die  Drehung  ^  bringen  fiir  hierXiei  ali 
positir  oder  als  negeUv  in  Rechnung,  je  nachdem  sie  in  demsel- 
ben Sinne»  wie  wenn  man  die  positive  Axe  der  Y  nach  der  posi- 
tiftn  Axe  der  X  hin  drehen  wollte,  oder  im  entgegengesetzten 
SiDne  vor  sich  geht.  Was  den  Winkel  6  anbelangt,  so  haben 
wir  den  Fall  zu  Grunde  gelegt,  dass  die  auf  der  Spiegelebene 
nach  dem  Auge  des  Beobachters  hin  zu  ziehende  Normallinie  mit 
der  Richtung  der  posiHven  Z  einen  stampfen  Winkel  bilde. 
WSre  dieser  Winkel  spitz,  so  miisste  B  in  den  folgenden  Ent- 
wickeluiigen  als  eine  negative  Grosse  genommen  werden.  — 
Demnach  ist 

(I)  jrsin^-f^cos^  — ztang^=:6 

die  Gleichung  der  Spiegelebene ;  und  die  Ourchschnittslinie  Ji  ist 
durch  das  System  der  zwei  Gleichungen 

^eos^ — itang^3z6 — asio^ 

liestimint. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum ,  d«rch  Ji  eine  Ebene  JiMm  zu 
coostniiren,  welche  mit  der  Ebene  des  Spiegels  denselben  Nei- 
gongswinket  bildet,  wie  die  Visirebene  JiS,  und  welche  also  die- 
jenigen Lichtstrahlen  enthält,  die  dnrch  Reflexion  In  die  Visir- 
^»ene  gelangen.  Die  in  irgend  einem  Punkte  von  Ji  auf  die 
Spiegelebene  zu  errichtende  Normale,  welche  parallel  und  gleich- 
g^dhtet  mit  einem  von  O  auf  die  Kegelseite  Kk  zu  Allenden 
Perpendikel  laufen  wörde,  bildet  mit  den  Richtungen  der  positi- 
reo  Coordlnatenaxen  drei  Winkel,  deren  Cosinus  zu  Folge  (1)  durch 

sin^  cos^  —  tang<9 

Vi+tgö«'    sfVytge^'    Vl+t^Ö«' 

d.h. 

(3)  sint|;cosO,    cosificosd,     —sind 

Mgegeben  werden.  Andererseits  ist  die  In  einem  Punkte  von  J( 
auf  die  Visirebene  zu  errichtende  Normallinie,  als  eine  mit  OK 
gleichgerichtete  Gerade,  gegen  die  Coordinatenaxen  unter  Win- 
k«hi  geneigt,  deren  Cosinus  1,0,0  smd.    Daher  giebt 

sin^cosd 

den  Cosinus  des  spitzen  Neigungswinkels  der  Visir- 
ebene gegen   die  Spiegelebene  an.     Stellen    wir    uns   die 

25* 
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Gleichang  der  Ebene  JiMm,  welche  mit  der  Spiegelebene  dra- 
selben  Neigungswinkel  bilden  soll,  einstweilen  durch 

vor,  so  mass  nach  der  bekannten  Regel  der  analytischen  Geome- 
trie erstens  die  Gleichung 

.  sin  T|^  cos  ö  +  Ä  cos  t/;  cos  ö  —  Csin  ö 
(4)       4- r =sintl/cosö> 

and  zweitens  9  weil  in  der  fraglichen  Ebene  die  Gerade  (2)  ent- 
halten ist,   das  System  der  zwei  Bedingungsgleichungen 

(5)  „+Ä*r:££'2l  +  z>=o. 

^  '  '  cosif; 

(«)  B^  +  C  =  0 

^  '  cosT/; 

erfiallt  sein.  Wird  (4)  qnadrirt  und  fdr  C  der  aus  (6)  zu  entoeb- 
mende  Werth  eingesetzt,  wodurch  sich 

.      ^                       ^  .   ^   .      ^,     ^   Ä(costJ;«co8Ö«+sinö«) 
fflr  Äcosi/zcosö— Csmö  der  Werth   cosil/cosQ 

A  r«      IM  .  /^«                                     ^(cost/;«i;osffl-fsin^ 
und  fflr   B«  +  C«  „        „       cos»»cosg» 

•rgiebt,  so  erhält  man 

B(costf;^cosö^  +  sin^)      Jg^(co8t;;^cosö«-fsinÖ')* 
*    ^'  cosT/;  cosi/;*co8  6* 

Ä*(cost(;*cosö*  +  sinÖ^    .      ^       ^ 
cosi/;*cosÖ*  ^  * 

d.  h. 

2i?tangtj;  +  Ä«(l+  ^5  =  i?»tangt»;«, 

•der,  nach  Multiplikation  mit  cosi);^, 

Äsin2i}>  +  B«(tgö«+cos2tf;)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  erstens  durch  B=-^  befriedigt  werden* 
Dazu  gehurt  zufolge  (6)  C=:0.  Die  Gleichung  (4)  wird  dann 
eine  identische;  aus  (5)  fliesst  aber  D^^-^a^  und  man  gelangt 
mittelst  dieser  Bestimmungen  zur  Gleichung 

a:— 0  =  0, 
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d.  b.  sar  Visirebene,  Diese  ist  in  der  That  die  eine  der  beiden 
•Ebenen,  welche  sich  durch  Ji  unter  dem  besprochenen  Neigungs- 
vrinkel  gegen  die  Spiegelebene  legen  lassen.  Für  die  andere» 
oänlich  die  gesuchte  Ebene  JiMm,  besteht  demnach  die  Bedingung 

sin2tf;  +  Ä(tg6«  +  cos1Jif^)=0. 
Hieraus  folgt: 

tg6«  +  cos2t|;' 
also  mit  Zuziehung  von  (6): 

^_    2tgÖsinT|; 
tg6«  +  cos2i/;' 

und  da  sich  zufolge  (5)  die  gesuchte  Gleichung  In  der  Form 

^  ^  "         \^  COSt/i       ' 

schreiben  ISsst,   so  erhält  man  definitiv: 
(7)    (:r-a)(tgöHeos2i/;)-(y~^^^-^)sin2t/;+2itgösint/;=0. 

Wenn  nun  die  Tafel  AaßbMm,  welche  wir  uns  a(s  Erweite« 
nang  des  schmalen  Streifens  Tu  denken,  *  worin  sich  die  Theil- 
striche  der  Scale  befinden,  als  eine  solche  Ebene  aufgefasst  wer« 
den  rofisste,  welche  parallel  zur  Umdrehungsaxe,  etwa  im 
Abstände  y=ik  aufgestellt  wäre;  so  würde  man,  indem  man  an 
die  Stelle  von  y  in  (7)  die  Constante  k  einsetzte,  eine  Gleichung 
för  die  Gerade  JUm  finden,  worin  die  beiden  Variablen  x,  z  vor- 
kommen, und  welche,  weil  der  veränderliche  Winkel  t^  in  den 
Coefficienten  auftritt,  sofort  erkennen  lässt,  dass  sämmtliche  Ge- 
raden Mm  keineswegs  mit  einander  und  mit  Bb  parallel  bleiben, 
sondern  bei  wachsendem  t//  unter  immer  schieferem  Winkel  die 
Scale  Tu  durchschneiden.  —  Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn 
^r  annehmen,  die  Tafel  sei  parallel  zur  Ebene  des  Spie- 
gels in  dessen  Anfangsstellung.  Alsdann  hat  dieselbe 
offenbar  die  Gleichung 


2ZI*_ 


tangö, 


*^<^bei  k  die  auf  der  Axe  der  Y  abgeschnittene  Strecke  0¥  be« 
^^tet.  Führt  man  den  hieraus  fliessenden  W^erth  A-|-xtang9 
^^  y  in  (7)  ein,  so  erhält  man  sofort: 
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als  Gleichung  der  in  der  Ebene  der  Tafel  gelegenen  Geraden  Mm. 
Bei  den  Beobachtungen»  zu  welchen  die  hier  in  Rede  stehenden 
Messinstrumente  benutzt  werden,  bleiben  die  durch  ^  angegebe- 
nen Drehungen  sehr  klein»  so  dass  das  Produkt  sin^(I— >eo8i|^) 
im  Verbältniss  zur  Einheit  eine  unmerkliche  Grösse  wird»  folglich 
auch  der  Coefficient  von  z  in  vorstehender  Gleichung  im  Verbält- 
niss zum  Coefßcienten  von  x  verschwindet.  In  demselben  Maasse 
aber»  wie  der  Quotient  aus  den  genannten  Coefßcienten  abnimmt, 
nähert  sich  die  Gerade  Mm,  deren  Gleichung  durch  (8)  angege 
ben  wird»  dem  Parallelismus  mit  Aa.  —  Bei  den  praktischen  An- 
wendungen '  pflegt  man  freilich  hauptsächlich  nur  daßlr  Sorge  zo 
tragen»  dass  die  Latte ,  welche  die  Scale  trägt»  rechtwinklig  cor 
Visirebene  stehe»  und  achtet  nicht  weiter  auf  die  so  eben  be- 
sprochene andere  Bedingung»  durch  welche  erzielt  würde»  dass 
die  Bilder  der  beobachteten  Theilstriche  mit  dem  Faden  de» 
Oculars  im  Momente  ihres  Durchgangs  möglichst  genan  zusan- 
menfallen.  Wenn  man  nämlich  die  vordere  Wand  der  Latte  alu 
eine  vertikale»  d.  h.»  allgemeiner  zu  reden»  als  eine  mit  der  Uli- 
drehungsaxe  paralieje  Ebene  aufstellt»  so  entspricht  dies  streDie 
genommen  nur  der  Voraussetzung»  dass  Winkel  d  gleich  NuH  sei. 
Allein  In  Anbetracht  der  geringen  Grösse  der  durch  ^  gemesse- 
nen Elongationen ,  so  Me  der  unbedeutenden  Länge  der  einzehten 
Theilstriche»  wird  es  in  der  That  auf  diesen  Umstand  gar  nicbt 
ankommen. 

Wir  haben  bis  hierher  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  2 
in  der  Umdrehungsaxe  unbestimmt  gelassen.  Sehen  wir  jetzt  vou 
der  Länge  der  einzelnen  Theilstriche  ganz  ab»  betrachten  die 
Scale  also  als  eine  Linie  und  nehmen  denjenigen  Punkt  0|. 
worin  die  durch  diese  Gerade  senkrecht  auf  die  Umdrehungsaxe 
zu  legende  (horizontale)  Ebene  die  Umdrehungsaxe  schneidet,  xom 
Ursprung  der  Coordinaten»  setzen  also»  um  den  Durchschnitt»- 
punkt  der  Geraden  Mm  mit  der  Scale  zu  bestimmen»  z^O;  so 
erbalten  wir 

19)    (tgö»+cos2tf;)(:r— a)— 2(*costfi-&+asin^)sin^=0. 

Hierin  bedeutet  jetzt  k  den  kürzesten  Abstand  der  Scale 
von  der  Umdrehungsaxe.  Um  aber  die  Constante  6»  d.li. 
das  von  der  erweiterten  Ebene  des  Spiegels  auf  der  Axe  der  T, 
nämlich  0|^»  abgeschnittene  Stück  durch  die  am  Apparate  un- 
mittelbar  zu    messenden  Grössen  auszudrücken,    denken  wir  uis 
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«hirch  den  Mittelpankt  des  SpiegeU  eiue  auf  der  Umdrebuogsaxe 
perpendikuläre  Ebene  gelegt»  bezeichnen  deren  Abstand  von  der 
durch  die  Scale  gelegten  Ebene  der  XY  mit  H,  den  Abstand  des 
Mittelpunkts  des  Spiegels  von  der  Unidrehungsaxe«  d.  h.  den 
Radius  des  von  jenem  Mittelpunkte  beschriebenen  Kreisbogens 
mit  r,  und   den  Winkel,  welchen  r  bei  der  Anfangsstellung  des 

iipiegeU  mit  der  Richtung  der  positiven  Y  bildet,  mit  o»»  so  dass 

a 

Mno:=-   ist.    Offenbar  besteht  dann  die  Relation 

r 

b  =  rcoso»  —  HtangO, 
d.  h. 

(10)  6=— fftangddb  Vr«^^^, 

worin  man  die  Wurzelgrusse  mit  dem  oberen  oder  unteren  Vor- 
xeicheii  zu  nehmen  hat,  je  nachdem  co  ein  spitzer  oder  ein  stum- 
pfer Winkel  ist.  Selbstverständlich  erhält  H  einen  negativen  Werth, 
80  bald  der  durch  diese  Zahl  gemessene  Abstand  von  Oi  an  ge- 
rechnet nach  der  Richtung  der  negativen  Z  föllt. 

Aus  der  Gleichung  (9)  ist  nun,  indem  man  x  als  die  durch 
oomittelbare  Beobachtung  gefundene  Zahl  ansieht,  das  zugehörige 
^  SU  bestimmen.  Zu  einem  fär  die  Praxis  brauchbaren  Nähe- 
niDgswerth  mnss  man  aber  in  Anbetracht  der  geringen  GrDsse  der 
Drehung,  welche  vom  Ruhestande  aus  nach  der  einen,  wie  nach 
der  andern  Seite  hin  nicht  wohl  mehr  als  7^  bis  8^  beträgt,  schon 
dadurch  gelangen,  dass  man  den  Sinus  und  Cosinus  nach  den 
Potensen  von  ^  entwickelt  und  alle  mit  ^'  multiplicirten  Glieder 
▼ernaclilässigt;   oder  auch  dadurch,  dass  man 

tang^cos2t(;  statt  tang^,   so  wie  6cos^  statt  6 

setzt  und  das  Glied  — 2iisinif;*  unbeachtet  lässt.    Auf  diese  Art 
redueirt  sich  Gleichung  (9)  in 

g~cos2tfi-.(*-6)sin2i»;  =  0 

■ad  liefert  den  WeHh 

Um  den  Grad  der  Genauigkeit  zu  erfahren,  welchen  diese  For- 
mel verspricht,  oder,  falls  es  nöthig  wird,  die  hinzuzufflgende  Cor- 
rection  zu  bestimmen,  kann  man  auf  die  gewöhnliche  Welse  ver- 
bkreo.  Bezeichnet  F(^)  den  linken  Thell  der  Gleicbong  (9), 
P(p)  die  erste  Derivirte,  so  dass 
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F(t^)  =  (ar  -  a)tg(?5^  +  a:cos2t/;—Ä8iD2if; +26810  if;  —  o, 
F'(t/;)=  — 2[a:sin2i/;  +  Z:co8  2i/;  — Äcost/;] 

ist,  bezeichnet  ferner  tf^i  den  mittelst  (11)  berechneten  Werth  von 
tp,  und  ^\\)i  die  hinzuzufugende  Correction,  so  dass  F(tf;i+^ti;i)=0 
werden  soll;    so  hat  man  näberungsweise 

Ohne  MOhe  findet  man  nun,  indem  man  für  x  seinen  Wertb 
«ubstituirt, 

F(t(;i)  =  26(1  — cos  t/;i)  sin  t/;i  +  2[(A:-6)sinÖ*tg2i/;i -ölsinti*, 
/''((P4)=~2f^^^^(l-sinöVm2ip|2)-6(oost(;i~co82i|;i)+a8in2i/;ih 

daher  erhält  ^ip|   den  Werth 

(12) 

p         6 (1  —  co8t/;|)sin \\)i  \  [(Je  ~  6)sin Ö^tg2tpi  —  qjsio^i*     

(Ä  —  6)  sec  2if;i  (1  —  sin  6*  sin  2t^i2^  —  6  (cos  i/;i  —  cos  2if;i)  +  asin  2^ ' 

In  den  praktischen  Anwendungen  pflegt  sonohl  o,  d.  b.  der 
Abstand  der  Visirebene  von  der  Umdrehungsaxe,  als  auch  der 
Abstand  des  Mittelpunkts  des  Spiegels  von  der  Umdrehangsaxe, 
welchen  wir  oben  r  genannt  hatten  und  von  welchem  die  Coo- 
stante  6  abhlingt,  im  Verhältniss  zu  k  nur  eine  kleine  Grosse  zu 
sein.  Wenn  nämlich  das  IVlillimeter  als  Einheit  genommen  ^ic"' 
80  wird  k  etwa  2000  bis  3000  oder  noch  grosser  sein,  der  Radi"* 
r  aber  etwa  zwischen  den  Gränzen  0  und  150,  endlich  a  zwiscb«« 
0  und  50  liegen.  Unter  diesen  Umständen  wird  der  Wertb  der 
eben  berechneten'  Correction  J^x  unmerklich  von 

6(1  — cosa//|)sint>;|  +  (iS:— 6)sinö^tg2i>iisin^i* 

CA:— 6)sec2T/;| 

differiren.     Diese  Grusse  zerfällt  in  die  Summe 

irZTh  («®^^i  —  0*  4  sin4if;|  +  8ind^sin2i^i  sin  V^i*, 

in  welcher  augenscheinlich  sowohl  der  eine  als  der  andere  ot- 
standtheil  bei  dem  Wachsen  von  ^i  zunimmt.    Sobald  man  daher 
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nach  (11)  das  Maximum  bestimmt  hat,  welches  if^i,  d.  h. 
iArctaiig  .. , — -^  erreichen  kaon,  und  welches  offenbar  dann 

eintritt,  wenn  man  {x — a)  mugüchst  gross,  also  etwa  gleich  der 
halben  Länge  der  Scale  annimmt;  so  wird  man  sich,  indem  man 
diesen  Werth  von  i\fi  in  die  eben  entwickelte  Formel  för  J-^i 
einfuhrty  leicht  überzeugen,  ob  die  fragliche  Correction  im  Ver- 
häitoiss  zu  ^i  und  mit  Kücksicbt  auf  die  Fehle^ränzen  der  beob« 
achteten  Zahlen  überhaupt  noch  in  Erwägung  zu  ziehen  sei»  oder 
ob  sie  gänzlich  verschwinde.  Im  letzteren  Falle  ist  man  sicher, 
dass  bei  dem  Rechnen  nach  der  Formel  (11)  kein  merkbarer  Feh- 
ler begangen  werden  könne.  Und  wenn  überdies  die  Winkel  'itff 
so  klein  bleiben,  dass  man  statt  der  Tangente  den  Bogen  selbst 
setzen  darf,  ohne  die  zu  hoffende  Genauigkeit  zu  beeinträchtigen, 
60  dient  statt  (II)  die  einfachere  Formel 


:>(i5r  — 6)cosÖ«* 

Die  Ebene  des  Spiegels  in  seiner  Anfangsstellung  schneidet  auf 
der  durch   Og  gezogenen  Axe  der   Y  das  Stück  b  ab;    die  Ebene 
dagegen,    welche  wir  oben  die  Tafel  genannt  haben  und  welche 
parallel    zu    dem    in    seiner  Anfangsstellung    befindlichen   Spiegel 
darch  die  Scale   gelegt  vi^den    sollte,    schneidet  auf  derselben 
Coordinatenaxe    die    Stredfe    OiA-=k   ab.     Das  zwischen  jenen 
itrei  Ebenen  liegende  Stück  der  Axe  der   Y  bat  daher  die  Lauge 
(k--b)\    und  da  dasselbe  mit  der  Richtung  einer  auf  den  genann- 
ten Parallelebenen  senkrechten  Geraden  den  Winkel  6  bildet^  so 
folgt,    dass   (k — 6)cos^   den    Abstand    der    Tafel    von    der 
Ebene    de.M    Spiegels    bei    dessen   Anfangsst^ellung   ao- 
giebt.    Bezeichnen  wir  diesen  Abstand  mit  c  und  setzen  x'  statt 
x—ii,  so  dass  x'  den  Abstand  der  Geraden  il/m  von  der  bei  der 
Anfangsstellung   im   Faden    des    Oculars    erscheinenden   Geraden 
Bb  bedeutet,   d.  h.  das  vom  Anfangspunkt  C  an  gezählte  und  bis 
za  demjenigen   Theilstrich    reichende   Stück    der  Scale,    welcher 
durch  das    Fernrohr    gerade   abgelesen   wird;   so  verwandelt  sich 
(11)  und  (13)  in 

(14)  tang2T,;  =  ^  resp.  ^  =  ^—q' 

Es  wächst  also  .r'  proportional  mit  der  Drehung  t^. 

Wird  die  Länge  eines  Scalentlieils  als  Einheit  zur  Ausmes- 
aaog  von  .r  und  c  angenommen,  und  soll  der  einem  Scalentheile 
{x'  =  1)  zugehörige  Drehungswhifcei  in  Secuuden  (=:  n)  bestimmt 
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werden ,   so  dass  i|;  =  —  zu  setzen  ist«  unter  q  die  ZabI  200264,8 
verstanden»  so  zieht  man  aus  (14)  den  Werth: 

<>«>  "  =  2^6- 

Die  Formeln  (14)  and  (15)  sind  fflr  die  specielle  Voraussetzung 
^=0  in  der  Praxis  längst  bekannt.  Ibre  Herleitung  in  der  hier 
vorliegenden  allgemeineren  Gestalt  erscheint  indessen  vielleicht 
beachtungswerth,  da  wir  in  Betreff  der  Constanten  kf  a,  b,  B 
dorobaus  keine  besonderen  Voraussetzungen  zu  machen  genutbigt 
waren. 

Ueber  die  Art^  wie  die  Constante  ccosS  aus  andern  an  den 
Apparat  unmittelbar  zu  messenden  Grössen  zu  bestimmen  sei,^ 
dürfte  es  unnutbig  sein,  noch  in  Details  einzugehen.  Wenn  z.B. 
diejenige  Ebene,  die  durch  die  Scale  und  den  Mittelpunkt  des 
Spiegels  bei  dessen  Anfangsstellung  zu  legen  ist,  §egen  die  Ho- 
rizontalebene unter  einem  Winkel  y  geneigt*),  die  Neigung  der 
optischen  Axe  des  Fernrohrs  gegen  die  Horizontalebene  aber  =a 
isty  und  wenn  man  den  in  horizontaler  Richtung  gemessenen  Ab- 
stand des  Spiegelmittelpunkts  von  einer  durch  die  Scale  gelegtes 
Vertikalebene  :^A  setzt,  so  braucht  man  nur  die  im  Mittel» 
punkt  des  Spiegels  zu  errichtende  NMiallinie  in's  Auge  zu  fas- 
sen, deren  Neigung  gegen  die  Horizontalebene,  unter  Vorausaet- 
zung  einer  vertikalen  Umdrehungsaxe,  durch  unsern  Winkel  B 
angegeben  wird,   um  sofort  einzusehen,    dass 

entweder  cos6=:cosi(o  — )r)   oder    cosd=co8ft(a-|-)^)> 

dass  aber  diesen  zwei  Fällen  entsprechend 

h  h 

entweder  c= co8U«  +  y)  oder  c= cosU^' — y^ 

cosy       ^       ''  cosy       ^ 

sei.    Allgemein  ist  also 

ccosd=  — —  cosl(a— y)cosl(a+y). 


*)  Der  hier  folgenden  Bezeichnung  nnd  Formel  hat  eich  Herr  Pr»- 
feeeor  Wilhelm  Weber  §■  einer  eeiner  neoeelen  Ahhaodlangen  bedien». 
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Der  Satz  yom  Parallelogramm   der  Kräfte ,  ans  den 
Grundprinzipien  der  Statik  abgeleitet. 

VOD 

« 

Herrn   Doctor  Zernikow, 

Lebrer  an  der  Königlichen  ProTinzial  -  Gewerbeschule  so  Erfurt. 


Man  bat  in  der  Statik  gewisse  Grundsätze  «afgestellt,  welche 
als  Stützpunkte  för  die  Entwickelung  der  Clbrigen  Lehren  dieser 
Wissenschaft  dienen.    Diese  sind: 

1.  der  Satz  vom  Parallelograrom  der  Kräfte»  oder 

2.  der  Satz  vom  Hebel»  oder 

3.  der  Satz  von  der  schiefen  Ebene. 

In   den  meisten  Fällen  wird    der  Satz   vom   Parallelogramm    der 
Kräfte  den  Qrundlebreo  der  Statik  als  Basis  unterbreitet. 

Einige  Mathematiker  nehmen  diesen  Satz  geradezu  als  Grund- 
satz, ohne  Beweis,  als  richtig  an;  andere  geben  einen  Beweis  daflir. 

Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  beweisfiihig; 
aber  man  muss  dann  einen  anderen  Satz,  etwa  einen  einfachen 
Fall  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  zur  Grundlage 
des  Beweises  nehmen. 

Da  schon  dnrcb  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  allein 
die  Probleme  der  Statik  der  mathematischen  Behandlung  zugäng» 
lieh  gemacht  werden,  so  erscheint  es  mehr  wtinschenswerth ,  wenn 
man  von  einem  anderen  einfachen  Satz,  dessen  Wahrheit  leicht 
in   die  Augen  springt,   ansgeht,  am  die  Richtigkeit   des  Satsts 
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vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  in  seiner  grossen  Allgemeinhdt, 
durch  Beweis  darzulegen ,  statt  den  Satz  vom  Parallelogramm  dei 
Kräfte  als  Grundsatz  ohne  Beweis  als  richtig  anzunehmen.  Nach 
Entwickelung  der  Grundprinzipien  der  Statik  in  der  Weise,  wie 
dies  in  der  Schrift:  „Theorie  der  Statik,  gegründet  auf 
die  Principien  der  Dynamik,  von  Zernikow.  Erfurt  bei 
Villaret''  ausfuhrlich  angegeben  ist,  wird  hier  ein  Beweis  fiir 
den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  mitgetheilt  werden,  der 
gleichzeitig  darthut,  dass  das  Prinzip  der  lebendigen  Kräfte  aacb 
in  der  Statik  als  das  Grundprinzip  dieser  Wissenschaft  aogesebeo 
werden  muss. 


Prinzipien    des    Gleichgewichtes. 

Jede  Ursache,  welche  im  Stande  ist»  einen  Korper  in  Bevi^e- 
gung  zu  setzen,  nennt  man  eine  Kraft.  Von  den  Erscheinongen, 
welche  durch  die  Wirkungen  der  Kräße  hervorgerufen  werden, 
sind  zu  bemerken: 

1.  der  Druck  oder  Zug,  den  jede  Kraft  auf  einen  Kurper 
ausübt; 

2.  die  Geschwindigkeit,  welche  ein  Körper  durch  die  Ein- 
wirkung einer  Kraft  in  der  Zeiteinheit  gewinnt; 

3.  die  Quantität  (lebendige  Kraft),  welche  an  einen  Körper 
übertragen  wird,  der  durch  die  Einwirkung  einer  Kraft 
eine  gewisse  Geschwindigkeit  erlangt  hat 

Wenn  eine  Kraft  auf  einen  Körper  wirkt,  dann  übt  sie  immer 
einen  Zug,  wenn  es  eine  anziehende  Kraft  ist,  einen  Druck,  weno 
es  eine  abstossende  Kraft  ist»  auf  den  Kurper  aas. 

Die  unter  1.  angeführte  Erscheinung  wird  daher  immer  aui' 
treten,  so  lange  und  so  oft  eine  Kraft  auf  einen  Körper  einwirkt. 

In  Folge  des  Drucks  oder  Zuges  erwirbt  ein  Kurper,  weno 
er  nicht  genugsam  gehindert  ist,  in  der  Zeiteinheit  eine  gewisse 
Geschwindigkeit  und  in  Folge  dessen  ein  gewisses  Kraftquantumi 
welches  ihm  wieder  entzogen  werden  muss,  ehe  er  ganz  zur  Ruhe 
kommt.  Ist  ein  Kurper  genugsam  gehindert,  d.h.  ist  der  Druck 
oder  Zug,  der  in  Folge  der  Wirkung  einer  Kraft  auf  ihn  ausge* 
übt  wird,  gleieh  dem  Widerstand,  dem  Dmck  oder  Zog»  der  in 
entgegengesetzter  Richtung  ausgeübt  wird,  so  erwirbt  der  K^* 
per  in  Folge  der  Einwirkung  dieser  Kraft  keine  GeschwindlgkCH^ 
er  bleibt  in  Rahe,  wenn  er  in  Ruhe  war»  und  das  Kraftqaa^^' 
welches  an  seine  Materie  übertragen  vrlrd,  ist  ^ull. 
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Die  unter  %  und  3.  auf^esählten   Erscheinangeo  werden   da- 

b«r  nicht  auftreten,    so  lange  und  so  oft  Kräfte  glefcben  Druck 

nach  entgegengesetzten  Richtungen  auf  einen   K5rper  'austtben, 

d*  i.  so  lange  und  so  oft  ein  Körper  unter  d^  Einwirkung  tod 

Kräften  in  Ruhe  bleibt. 

Von  Kräften,   die  so  auf  einen  KOrper  wirken,   dass  dieser 
c3abei  in  Ruhe  bleibt,  sagt  man,  sie  halten  sich  im  Gleicbgewicbt; 
äarum  können  die  unter  2.  und  3.  aufgezählten  Erscheinungen  bei 
Kräften,  die  sich  im  Gleichgewicht  halten,   nicht  auftreten. 

Wenn  ein  Körper  die  Geschwindigkeit  Null  gewinnt,  so  bleibt 
er  im  Zustande  der  Ruhe,  wenn  er  in  Ruhe  war.  -Der  vorige 
Satz  gilt  daher  auch  in  seiner  Umkehrung:  Wenn  die  unter  2. 
ond  3.  aufgezählten  Erscheinungen  nicht  stattfinden,  dann  mOssen 
Kräfte,  welche  so  auf  einen  Körper  wirken,  sich  im  Gleichgewicht 
halten. 

Etwas ,  das  nicht  ist ,  ist  algebraisch  ausgedrfickt  immer  gleich 
Null ;  darum  werden  für  Kräfte,  die  sich  im  Gleichgewicht  halten, 
immer  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

a)  der  Druck  oder  Zug,  \Telcher  in  Folge  der  Wirkung  der 
einen  Kräfte  nach  einer  Richtung  hin  entsteht,  ist  gleich 
dem  Druck  oder  Zug,  welcher  in  Folge  der  Wirkung  der 
anderen  Kräfte  in  gerade  entgegengesetzter  Richtung  her- 
vorgebracht wird ; 

b)  die  algebraische  Summe  der  Geschwindigkeiten,  welche 
die  Kräfte  für  irgend  eine  Richtung  erzeugen,  ist  gleich  Null;- 

c)  die  algebraische  Summe  der  Kraftquantitäten  (lebendigen 
Kräfte),  welche  durch  die  Einwirkung  der  Kräfte  an  den 
in  Aifgriff  genommenen  Körper  übertragen  wird,  ist  gleich 
Null. 

Den  Satz  a)  findet  man  oft  so  ausgesprochen:  Wirkung 
(Druck)  und  Gegenwirkung  (Widerstand)  sind  immer  gleich. 

Alle  Schriftsteller  nehmen  diesen  Satz  entweder  stillschwei- 
gend als  richtig  an  oder  fuhren  ihn  als  richtig  auf;  aber  niemals 
hat  man  in  der  Statik  auf  die  unter  b)  und  c)  angefOhrten  Bedin- 
gungen Röcksicht  genommen. 

Wenn  bei  gleichgewichthaltenden  Kräften  die  Zunahme  der 
Geschwindigkeit  und  der  lebendigen  Kraft  eines  Körpers  unaus- 
gesetzt Null  ist,  so  ist  dies  ein  bestimmtes  und  charakteristisches. 
Kennzeichen  ffir  diese  Kräfte;  denn  Null  ist  etwas  ganz  Bestimm- 
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tet.  Man  kau»  io  der  Simtik  etwas,  das  utiaosgesetst  NoU  ist, 
ofiberficksicktigt  lassen,  aber  wenn  man  auf  die  Ursacbea  das 
deicbgewicktssustandes  Acht  giebt,  wbd  man  das  Auftreten  die- 
ser Bedingungen  nicht  ignoriren,  sondere  besser  caknliren. 


Von    den   Eigenschaften    der    Mittelkraft. 

Eine  Kraft,  welche  die  vereinte  Wirkung  mehrerer  Krfift«  er* 
setzt,  nennt  man  die  Mittelkraft ;  diese  heissen  SeitenkrSfte.  Notb- 
wendig  muss  die  Wirkung  der  Mittelkraft  in  allen  Stücken  dieselbe 
Erscheinung  hervorrufen,  welche  durch  die  Seitenkr&fte  hervorge- 
bracht werden  würde.    Darum  muss  die  Mittelkraft: 

a)  denselben  Druck  oder  Zug  fiir  irgend  eine  Richtung  tos- 
Oben,  den  die  Seitenkr&fte  für  dieselbe  Richtung  herror 
bringen  würden; 

/^  dieselbe  Geschwindigkeit,  in  derselben  Zeit  und  in  der- 
selben Richtung  erzeugen»  welche  durch  die  Settenkriftt 
hervorgebracht  werden  würde; 

i)  dieselbe  Kraftquantität  (lebendige  Kraft)  In  derselben  Zeit 
an  den  Korper  übertragen,  die  durch  die  Seitenkräfte  über- 
tragen werden  würde. 

Es  werden  sich  daher  immer,  den  unter  a),  /9),  y)  aufgeifU- 
ten  Bedingungen  gemäss,  drei  Gleichungen  bilden  lassen,  welcbe 
diese  Gesetze  algebraisch  ausgedrückt  enthalteo«  Diese  drei  Gleh 
chungen  werden  zur  näheren  Bestimmung  der  Mittelkraft  inner 
ausreichen. 


Ton  der  Intensität  (der  Geschwindigkeit),    der  Intensitit 
einer  bestimmten  Wirkung  (dem  Zug  oder  Druck),  für  *^'^ 

bestimmte  Kraft. 

Am  einfachsten  und  am  sichersten  -gelangt  man  von  gsos 
bestimmten  Voraussetzungen  aus  zu  bestimmten  Resultaten.  Hier 
soll  deshalb  zunächst  eine  Beschränkung  eingeführt  werden.  ^^ 
werden,  wenn  von  Kraft  die  Rede  ist,  immer  an  eine  Kraft  int 
ganz  bestimmten  Eigenschaften  denken.  Als  eine  solche  IMi 
weiden  wir  die  Kraft  wählen,  mit  welcher  die  einzelnen  MoMn^ 
jedes  Körpers  begabt  sind,  venndge  weicber  jedes  Kurp€rtb# 
chen  unausgesetzt  alle  übrigen  ansteht  und  von  alles  and^f*"  ^' 
gelegen  wird. 
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lo  beMüdaren  FSIIen  erhilt  diese  Kraft  die  Nameft  Cobäeion, 
Adbfisioo ,    Schwerkraft ,    Gravitatioo. 

Die  Wirkungen  dieser  Krftfte  sind  am  hSafigsten,  am  besten 
beobachtet  und  am  meisten  bekannt. 

Als  Repräsentanten  fflr  diese  Klasse  wollen  wir  die  Schwer« 
kraft  wählen. 

Die  Schwerkraft  ist  die  Kraft»  vermöge  welcher  die  Molekflie 
eines  Körpers  von  den  MolekQlen  des  Erdkurpers  angezogen  wer- 
den. FOr  einen  bestimmten  Ort  wirkt  die  Schwerkraft  mit  unab- 
inderlicb  gleichbleibender  Intensität.  In  Folge  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  entsteht  für  jeden  Körper  ein  bestimmter  Zug»  um 
in  lotbrechter  Richtung  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  hinzufal- 
len. Dieser  Zug  bleibt  unabänderlich  gleich,  der  angezogene 
K5rper  mag  sich  bewegen  oder  nicht. 

Wenn  ein  Körper  an  der  Bewegung  gehindert  ist,  so  entsteht 
b  Folge  dieses  Zuges  ein  Druck  gegen  das  Hinderniss;  dieser 
Druck  wird  sein  Gewicht  genannt  Zug,  Druck  und  Gewicht  sind 
drei  gleiche  und  gleichartige  Grössen. 

Wenn  ein  Körper  an  der  Bewegung  nicht  gehindert  ist,  so 
eotsteht  in  Folge  des  durch  die  Schwerkraft  ausgeübten  Zuges 
ro  der  Zeitsekunde  eine  bestimmte  Geschwindigkeit.  Die  Ursache, 
der  Zug,  muss  daher  zur  Wirkung,  zur  Geschwindigkeit,  immer 
io  einem  bestimmten  Verhältnisse  stehen,  und  umgekehrt:  die 
Folge  des  Zuges,  die  Geschwindigkeit,  muss  zur  Ursache,  zum 
Zog  oder  Gewicht,  und  beide  mfissen  als  Folgen  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  zu  dieser  in  einem  bestimmten  Verhältniss  stehen. 

Da  jedes  Massentheilchen  eines  Körpers  in  Folge  der  Schwer- 
kraft angezogen  wird,  so  wächst  der  Zug,  das  Gewicht,  mit  der 
Masse  des  Körpers;  aber  da  jedes  Masseutheilcheti  ftir  sich  an 
Geschwindigkeit  gewinnen  muss,  so  ist  die  Geschwindigkeit  von 
der  Masse  des  angezogenen  Körpers  unabhängig. 

Da  die  Intensität  der  Schwerkraft  nach  den  New  ton 'sehen 
Gesetzen  von  der  Masse  des  anziehenden  Erdkörpers  und  von  der 
räumlichen  Entfernung  allein  abhängig  ist;  da  die  Geschwindig- 
keit, welche  ein  Körper  in  der  Sekunde  gewinnt,  nur  von  diesen 
Factoren  und  in  derselben  Weise  abhängig  ist:  so  soll  die  in 
der  Sekunde  gewonnene  Geschwindigkeit  das  Maase 
fir  die  Intensität  der  Schwerkraft  genannt  werden. 

Da  die  Schwerkraft  mit  derselben  Intansitit  auf  alle  MolekOle 
eines  K^irpem  wirkt,  so  wird  der  Zug,   das  Gewicht  eines  Kör- 
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pers,  als  die  erste  Folge  dieser  Wirkung  l)  zur  liiteositfit,  d.  i 
zur  Geschwindigkeit,  2)  zur  Anzahl  der  Molekide,  d.  i.  zur  Masse, 
In  einem  bestimmten  V^erhSltniss  stehen. 

Bezeichnet  P  das  Gewicht  in  Pfunden,  M  die  Mast^e,  g  die 
Geschwindigkeit  der  ersten  Sekunde  in  Füssen ,  so  wird  man  die 
Masseneinheit  immer  so  gew.'ihlt  denken  können,  dass  zwischen 
den  Zahlen  P,  M »  g  nicht  bloss  die  Beziehung  P  proportional 
HS.g,   sondern  dass  die  Gleichung 

P=^M.g 

stattßndet. 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Masseneinheit  und  die  Zahl 
M  immer  bestimmt.     Man  findet  aus  ihr: 

9 

Der  Zug,  das  Gewicht  eines  Körpers,  entsteht  durch  die 
Wirkung  der  Schwerkraft  auf  einen  Körper  von  bestimmter  Masse; 
wir  werden  dies  immer  als  das  Maass  der ^  Intensität  der 
Wirkung  auf  einen  bestimmten  Körper  auffassen. 

Da  ein  Körper  in  Folge  des  Zuges  nach  und  nach,  indem  er 
einen  gewissen  Raum  durchlauft,  eine  gewisse  Geschwindigkeit 
erwirbt,  während  die  Schwerkraft  in  allen  Punkten  des  Weges 
anziehend  auf  ihn  einwirkt,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  gewonnene 
Geschwindigkeit  nur  dann  vernichtet  werden  kann,  wenn  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  ein  Druck  oder  Zug  fiär  eine  gewis*«e 
Strecke  Weges  ausgeübt  wird.  Diese  Grösse  nennt  man  Kraft* 
quantität,  lebendige  Kraft,  Leistung,  Arbeit,  Arbeitsmoment. 

Von    der    Krafteinheit. 

Wir  haben  die  Ursache  der  Bewegung  Kraft  genannt.  Zu 
jeder  Verrichtung,  Veränderung,  Produetion  ist  Kraft  erforderlich. 
Alle  technische,  kunstliche  und  litecarische  Erzeugnisse  können 
nur  durch  Anwendung  von  Kraft  hervorgebracht  werden.  Wegen 
der  allgemeinen  Anwendung,  die  von  den  Kräften  gemacht  wirJ, 
hat  sich  für  die  Einheit  der  Kraftquantilät  ein  bestimmter  Be- 
griff gebildet  9  dessen  Existenz  wir  an  einigen  Beispielen  näher 
bezeichnen  und  dann  allgemein  bestimmen  wollen.  Die  Kraft, 
welche  angefiendet  werden  muss,  um  einen  Zapfen  abzudrehen, 
schätzt  man  1)  nach  dem  Druck,  den  man  anwenden  muss,  um 
den  Drehspan  abzureissen,  und  2)  nach  der  Länge  des  Weges, 
auf  welcher  der  Drehspan  abgerissen  werden  soll,  ani)  setst  bei 
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bom^geneni    Material  die   Kraft  gleich   dem   Product  ans    Druck 
und  Weg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss,  um  einen  Wagen 
auf  einer  horizontalen  Bahn  fortzuschaffen,  schätzt  man  1)  nach 
dem  Druck,  den  man  anwenden  muss,  um  in  jedem  Punkte  des 
Weges  den  Reibungswiderstand  zu  überwinden,  und  2)  nach  der 
LSnge  der  Bahn,  und  setzt  bei  constantem  Widerstand  die  Kraft 
gleich  dem  Product  aus  Druck  und  Weg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss,  um  ein  Gewicht 
anf  eine  gewisse  Höhe  zu  heben,  schätzt  man  I)  nach  dem  Druck, 
welchen  man  anwenden  muss,  um  in  allen  Punkten  des  Weges 
den  Zug  der  Schwerkraft,  das  Gewicht,  zu  überwinden,  und  2) 
oacb  der  Länge  des  Weges,  und  setzt  die  Kraft  gleich  dem  Pro^ 
doct  aus  Druck  und  Weg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss,  um  über  einen 
Gegenstand  ein  W*erk  zu  schreiben,  schätzt  man  1)  nach  der  In- 
tensität der  Wirkung  ftir  jede  Zeile  und  2)  nach  der  Anzahl  der 
Zeilen,  und  setzt  bei  Schriften  liber  denselben  Gegenstand  die 
Kraft  gleich  dem  Product  aus  beiden  u.  s.  w. 

Das  Product  aus  Druck  und  Weg  ist  es,  was  man  Kraftqiian- 
titit,  lebendige  Kraft,   Leistung,   Arbeit,  Arbeitsnioment  nennt. 

Denkt  man  in  jenem  Product  den  Druck  in  Pfunden,  den 
Weg  in  Füssen  ausgedrückt,  so  nennt  man  die  bei  der  IVInItipli- 
catinn  erzeugte  Einheit  Fusspfund  (Fi^s.-Pfd.),  und  setzt  die  Kraft, 
belebe  nüthig  ist,  den  Druck  von  p  Pfd.  in  allen  Punkten  eines 
Weges  von  A  Fss.  Länge  zu  überwinden,    =p,h  Fss.-Pfd. 


Bestimmung    der    Kraftquantität    aus    Masse    und 

Geschwindigkeit. 

Jede  Ursache,  welche  im  Stande  ist,  einen  Druck  von  I  Pfd. 
auf  allen  Punkten  eines  Weges  von  1  Fss.  Länge  zu  tiberwinden, 
itt  eine  Kraftquantität  von  1  Fss.>Pfd.,  und  jede  Ursache,  welche 
m  Stande  ist,  einen  Druck  von  p  Pfd.  auf  allen  Punkten  eines 
Weges  von  A  Fss.  Länge  zu  überwinden,  ist  eine  Kraftquantität 
^00  p.A  Fss.-Pfd.  Denkt  man  einen  Korper  von  p  Pfd.  Gewicht, 
'er  sich  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  9  lothrecht  nach  aufwärts 
^^egt,  so  wird  dieser  Korper  eine  gewisse  Hube  A  erreichen, 
^  er  seine  Geschwindigkeit  ganz  verliert  und  in  Ruhe  kommt. 

^Keil  XXV.  2Ö 
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Diese  HQhe  A  ist  von  der  Afifangsgeschwindiglceit  v  mid  tos  der 
Verzögerung  für  jede  Sekunde,  g^   abhängig« 

Nach  bekannten  Gesetzen  ffir  die  gteichmSssig  verzögerte  Be- 
wegung hat  man: 

Die  Kraftquantität,  weiche  an  der  Materie  des  Korpers  von  p  Pfd. 
Gewicht,  der  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v  so  bewegt,  haftet, 
ist  daher  = 

p,h   Fusspfund; 

oder,    wenn   statt  h  der  Werth  5-    gesetzt  wird,  = 

^—    Fusspfund. 

Wird  statt  ^  die  Masse  des  Körpers,  m,  gesetzt,  so  erhalt nas 
die  Eraftquantität 

•  Q       Fusspfund. 

Da  es  gleichgiltig  ist,  ob  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit 
V  sich  lothrecbt  aufwärts  oder  sonst  nach  irgend  einer  Riebtung 
hin  bewegt,  weil  man  jedesmal  die  Richtung  der  Bewegung  ohoe 
Verlust  ftir  die  Geschwindigkeit  verändern  kann,  so  ist  jeder 
Körper  von  der  Masse  m,    der  sich    mit  der  Geschwindigkeit  r 

bewegt,  als  im  Besitze  einer  Kraftquantität  von  -h~  Fss.-Pfd. 
anzusehen. 

Nach  Allem  diesen  hat  man,  wenn  g  die  Geschwindigkeit  be- 
zeichnet, welche  ein  Körper  von  der  Masse  m  unter  der  Einw^ir* 
kung  der  Schwerkraft  in  der  Sekunde  gewinnt,  die  Intensität  der 
Schwerkraft  =z  g  Fuss;  der  Zug,  weichen  die  Schwerkraft  ans- 
aht, —  m,g  Pfund;    die  Kraftquantität,    welche   die  Schwerkraft 

Itt  der  Sekunde  erzeugt,  =-^  Fss.-Pfd. 

Grundsatz.  Kann  die  Massem  sich  nur  auf  der  unzerreifia" 
bareo  geraden  Linie  AB  (Taf.  IV.  Fig.  12.)  bewegen,  wirkt  recht- 
winklich  dazu  eine  Kraft  K,  so  wird  in  keinerlei  Richtung  ß^ 
wegung  erfolgen. 

Da  m  sich  in  4er  Richtung  der  geraden  Linie  oidil  bewegt. 
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d.  i.  die  Geschwindigkeit  Null  erlangt,  so  ist  der  Druck  oder  Zug  flir 
diese  Richtung  ebenfalls  gleich  Null,  und  die  Krafltquantität,  welche 
an  m  in  der  Sekunde  übertragen  wird,  ist  ebenfalls  gleich  Null. 

0er  Satz  gilt  auch  umgekehrt :  Bewegt  sich  die  Masse  m  in 
Folge  der  Einwirkung  einer  Kraft  nicht,  so  muss  die  Richtung 
der  Kraft  zur  Richtung  der  geraden  Linie  rechtwinklich  sein. 

Hieraus  folgt:  Da  K  auf  die  Bewegung  der  Masse  m  in  der 
Richtung  der  Linie  AB  nicht  einwirkt,  so  muss  m  der  Einwirkung 
einer  anderen  Kraft  K' ,  die  in  der  Richtung  von  AB  wirkt,  un- 
gehindert folgen,  gerade  so»  als  wenn  K  nicht  verbanden  wäre; 
d.  i.  zwei  solche  rechtwinklich  zu  einander  wirkende  Kräfte  8t5- 
ren  sich  einander  nicht. 


Won  der  Zerlegung  der  Geschwindigkeit,   des  Drnckeü 
wind  der  Kraftquantität  nach  zwei  auf  einander  normal 

stehenden   Richtungen. 

Es  ist  eine  gerade  Linie  AB  (Taf.  IV.  Fig.  13.)  gegeben,  ud4 
•ine  Masse  m,  die  sich  nur  in  der  Richtung  von  AB  bewegen 
kann.  Eine  Kraft  K  wirkt,  unter  dem  Winkel  a  gegen  AB  geneigt» 
auf  die  Masse  m  ein.  Es  soll  die  Geschwindigkeit,  der  Druek, 
die  Kraftquantität  in  der  Richtung  AB  bestinimt  werden. 

Die  Intensität  der  Kraft  AT  sei  =7  j^  Fiiss.  Uer  Druck  von  K 
auf  m  ist  =:m,g  Pfd.     Das  Kraftquantum,   welches  /C  an  i^  in 

einer  Sekunde  fiberträgt,   ist  =  -!§-  Fss.-Pfd.    Diese  drei  Werthe 
sind  immer  auf  die  Richtung  CE  der  wirkenden  Kraft  zu  beziehen. 

Die  Masse  m  kann  der  Kraft  K  nicht  ungehindert  folgen,  dä- 
mm wird  die  Geschwindigkeit  g* ,  mit  welcher  die  Bewegung  auf 
der  Linie  Aß  erfolgt,  immer  geringer  sein  als  g.  Daher  kann 
man  die  Kraft  K  in  zwei  Tbeile  zerlegt  denken,  von  denen  dfit 
•Ine  allein  auf  Bewegung  in  der  Richtung  von  AB,  gerade  so 
wie  vorhin  angegeben,  wirkend,  der  ander'e  nicht  auf  Bewegung 
fSr  diese  Richtung  wirkend  angenommen  werden  muss.  Der  Theil 
von  Ky  der  nicht  auf  Bewegung  wirkt,  muss  rechtwinklich  zu 
jIB  wirkend  angenommen  werden ;  beide  Theile  stclren  sich  gegen- 
seitig nicht. 

Sind  K'  und  K"  diese  Tbeile  von  K,  dann  hat  man 

I.     ÄÄÄ'  +  Ä". 

2«* 
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Ec  sei 

die  Intensität  fiir  K  =g'  Fuss, 


der  Druck  von  K'  auf  m  =mg'  Pfund, 

die  Kraftquantität,  welche 
K'  an  m  in  d.  Sekunde 
abgiebt,  =^  Fss.Pfd. 


in  der  Richtung 
von  AB; 


die  Intensität  von  K"         =^  Fuss,  \ 

der  Druck  von  K"  auf  m  =mg''  Pfund.        i   !„  j^^  Richtung 

die  Kraftquantität,  welche  >    CD,  rechtwink- 

K^  an  m  in  d.  Sekunde  I       lieh  zu  AB. 

abgiebt,  =. ??|ü  Pss.-Pfd.  ) 

Der  fSr  die  Bewegung  auf  AB  verloren  gehende  Theil  von  IT, 
d.  i.  K'\  muss  immer  so  wirkend  gedacht  werden,  das«  er  in  der 

Richtung  von  CD  eine  Quantität  Kraft  von  — ^  Fss.-Pfd.  an  die 

Masse  m  in  einer  Sekunde  überträgt,  wenn  AB  nicht  vorhan- 
den wäre,  gerade  so  wie  der  andere  Theil  K'  die  QnantiHt 
mV« 


^—  in  der  Richtung  von  AB  erzeugt. 


Da  K^iK'  +  K",  so  mu8s  die  Quantität  der  Wirkung  von  A' 
gleich  sein  der  Summe  der  Quantitäten  von  K'  und  K". 

Daher  hat  man: 

oder,    reducirt: 

Die  Geschwindigkeit  g'  ist  immer  abhängig  von  g  und  dem  Win- 
kel a,  die  Geschwindigkeit  g"  isi^  in  derselben  Weise,  ab- 
hängig von  g  und  dem  Winkel  ß. 

Man  kann  daher  setzen: 
unter  f  irgend  eine  Function   verstanden; 

9''=gf^* 

unter  f  dieselbe  Function  verstanden. 
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Werden  diese  Werthe  in  II.  eingesetst/  so  erh&lt  man? 

(«)       {ß) 

oder  redacirt: 

(a)       \?) 

Durch   diese  Gleichung   ist   die  Function  f  bestimmt;    denn  da 
2  •     so  folgt   ß  —  ^ 


"  ■¥  ß=ä '    so  folgt  ßr=ir-  —  a.    Wird  dies  eingesetst,   so  ent- 


steht : 

Ffir  jeden  gegebenen  Fall  ist  o  bekannt ,  darum  ist  die  Funktion 
^  in  dieser  Gleichung  allein  unbekannt.  Da  f  in  der  zweiten  Po- 
-'Cenz  vorkommt»  wird  man  zwei  Werthe  ffir  f  finden,  welche  die- 
ser Gleichung  Genüge  leisten.  Aus  der  Trigonometrie  ist  bekannt, 
dass  diese  beiden  Werthe  ffir  f  Cosinus  und  Sinus  sind.  Nimmt 
man  zu  der  Gleichung  noch  eine  zweite /so  ergiebt  sich,  ffir  den 
Fall  «  =  0, 

g'  —9fb^)—9* 
folglich  ist 

Mit  Kficksicht  auf  diese   Bestimmung   bleibt  der  Cosinus   ffir  f 
allein   giltig. 

Darum  hat  man: 

mg'  ^  mg  cos  a ,  mg'' = mg  cos  ß , 

mg** mg*  cos  *a  fJ^g"^  _  mg^cos^ß , 

d.  i. :  aus  der  Geschwindigkeit  und  dem  Druck  für  eine  Richtung 
#rhäit  man  die  Geschwindigkeit  und  den  Druck  ffir  eine  andere 
Richtung,  wenn  man  mit  dem  Cosinus  des  eingeschlossenen  Win- 
kels multiplicirt ;  die  Kraftquantität  wird  zerlegt,  wenn  man  mit 
dem  Quadrat  des  Cosinus  Tom  eingeschlossenen  Winkel  multiplicirt. 

Zu  den  beiden  Gleichungen 
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und 


f    -  1 


?r 


lisst  sich    noch   fügen  f    =0;   denn  wenn  ttc=-^    ist,    wird   die 

GMcbwindigkeit  der  Bewegung  für  diesen  Fall  gleich  Null.    Au^ 

!l'=9f    =0 

folgt,   da  j^  nicht  uothwendig  =0  ist: 

f     =0. 

Diese  Gleichungen  föhren  bei  Anwendung  der  Differentialrech- 
äüfig  dahin,  dass  man  fnr  /*  eine  Reihe  erhält«  welche  der  R^hc 
Tfir  den  Cosinus  entspricht. 

Wird  die  erste  Gleichung  nach  a  differentiirt,  so  erbiüt  vm 

Unter  f  ist  der  erste  Üifferentialquotient  zu  verstehen.     Hieraus 
folgt«    wenn  man  a=0  setzt: 

/■  •/■'=/■    r  ■ 

Hieraus  folgt,  mit  Kiickfcicht  auf  die  beiden  anderen  Gleichungen: 


Man  üetze 


r  =0. 

(.0 


Au»  der  Figur  ist    ersichtlich,    dass   för  as=0  /    ein    MaxiaHtw 

(«) 
wird«  nämlich  =1.     Daher  hat  man  nach  den  Bestimmungen ''''^'^ 

Maxinia : 


f   =1,     f  =0,     f"  =-. 

(o)  (o)  (n) 


aus  de»  Grum^riHMijrten  der  SMik  aögeieiM,  389 

/   wichst»  wenn  a  kleiner  wird,    uod  fiült,  iveou  o  crd«ser  wird. 

(«) 

Bei  f  ist  es  umgekehrt.    Darum  ist  f   stets  —  und  f 

stets  -f. 

Aus  f    .r  =zf     ,f    lässt  sich  hilden : 


Da  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Quotienten  einieln  gleich  Null 
sind,   60  folgt: 

f 


I) 


und   daher    auch : 


•i) 


r 

(0) 

-ö' 

/• 

(0) 

r 

0 

(t) 

Wird  zur  Bestimmung  der  Werthe  a    Zähler   und    Nenner    diffe- 

fentiirt,  so  entsteht:  wenn  man  den  ersten  Quotienten  differentiirt 
ond  gleich  dem  zweiten  setzt,  dann  den  zweiten  so  differentiirt  und 
gleich  dem  ersten  setzt,  und  endlich  wenn  man  l)  und  2)  diffe- 
rentiirt und  diese  Werthe  gleich  setzt,  nach  einander; 

(-)       f  f        (-^        (-^       f 

,0,         ^^^        (,)        CO,  L        (!) 

^*^,  wenn  man -die  Nenner  fortschafft: 

Da  /■'=0,    /*     =11  ist,   80  muss  f    =0  «ein. 
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Die  letzte  Gleichung  ist  daher  mit  der  /./•'  =  /"    .f     lym- 

(0,,0,         (,^^,) 

metrisch;  es  sind  hier  wie  dort  zwei  Factoren  gleich  Nnll.  In 
derselben  Weise  fortoperirend  wird  man  daher  zu  folgenden  Glei 
chungeu  gelangen: 

und 

III.      f'"'^-=,f"  ,f"\    f'^^zf"    f"       f»    f*"*z=Lf^    r' 

(l;  ^">^"'    '">    i^ih)'  ->-^">   4)4)' 


u.     s.     w. 


Man    findet    aus    der    ersten    Gleichung    der    Gruppe  f.,   da 
r     =«»   /*  =1  ist, 


(o) 
und  da  das  Vorzeichen   früher  bestimmt  war, 

IS   der  dritten  Gleichung  der  Gruppe  I.,    da   die  Factoren  der 

Haken  Seite  die  Vorzeichen haben,  und  das  Vorzeichen  von 

/•'   =4-  ist,   das  Vorzeichen  von  /*'=+. 

Man  findet  aus  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  II.  das  Vor 
zeichen  fflr  /^  =  +;    aus   der   dritten   Gleichung   dieser  Groppe 

das  Vorzeichen  {^x  f"  =  '^^^  ^  ^  ^  „nd  den  Werth  für  r=0' 
aus  der  zweiten  Gleichung  dieser  Gruppe  f"  =ii»-  darum  ist  lail 

Kucksjcht    auf    das   Vorzeichen   f^  =— n' 

(I) 
Man  findet  aus  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  ilL: 

(-) 

fini l*/ . 

(0) 
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o^«r,  Rir  f  aun  der  ersten  Gleiebong  der   Gruppe  I.  der  Werth 


(0) 


^^«etzt: 


f 


im 


( 


-) 

C) 


r 


r 
(1) 
r 


■L 


)     \   n  J 


n" 


ti.     «(•     w. 


Man  erhält,   so  fortfahrend,    folgende  Reihe 


f.: 


=  1. 


r  =0, 


/•    =0. 


= - ««. 


r  =0. 

(0) 


f" 


""  =  n-«. 


r 

K'k) 


=0. 


-«». 


Wenn  man  /    nach  der  Maclaurin'schen  Reihe  entwickelt. 


(") 


80  ist: 


« 


«* 


(a)        (0)         (O)        •«!  (O)        «>J  (o)         *!  (o) 

oder,    vrenn  man  die  entwickelten  Werthe  setzt: 


äT 


4! 


•  •  •  •  y 


dies  ist  die  Reihe  für  cos(ait). 


Zur  Bestimmung  der  Constanten  n  hat  man,  da  /    =  cos(it  •ö')=0 
ist:  11  ist  eine  ungerade  ganze  Zahl.  C^) 


Da  o'rs^cosCoit)   ist,  entsteht,    wenn  a  =  5 —  gesetzt  nird, 

1t  It 

g'=^gcosa>  und  da  coso  =0,  so  folgt  g*  =0.    Ist  aber  ^  =  0, 
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so  l&sst  sich  schlieffsen,  der  Winkel  a,  wefcben  die  Richtusgen 
von  g*  und  g  einsrhiiessen ,  muss  ein  rechter  sein,  d.  i. 

it        n  it  vt 

2^  ^2'    ^^^^  ^2*    ^^^^  ^.2'*"* 

Hieraus  folgt,  da  n  eine  positive  ungerade  ganze  Zahl  sein  mmw, 

n  =  l. 

Daher  hat  man  /  =  cosa.    Das  ist  der  Satz. 

(a) 

Von    der    geometrischen    Behandlung    der   Statik. 

Der  ehen  bewiesene  Satz  von  der  Zerlegung  der  Drnckwir 
kungen  ist,  wie  aus  der  Herleitung  erhellet,  von  dem  Satz  der 
Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  gar  nicht  verschieden.  Wirken 
zwei  oder  mehrere  Kräfte  auf  dieselbe  Masse,  so  werden  ihre 
Druckwirkungen,  als  Producte  aus  Masse  mal  Beschieanigting 
aufgefasst,  sich  genau  so  wie  die  Beschleunigungen  verhalten. 
Da  die  Beschleunigungen  immer  durch  Linien  ausgedrfickt  wer- 
den können,  so  lassen  sich  die  Druckwirkungen  von  Kräften,  die 
auf  dieselbe  Masse  wirken,  ebenfalls  durch  Linien  reprSsea- 
tirt  denken:  dergestalt,  dass  Veränderungen,  welche  mit  dieseo 
Linien  durchgeführt  werden,  sich  immer  als  Veränderungen  deu- 
ten lassen,  die  mit  den  Druckwirkungen  vorgenommen  sind,  und 
umgekehrt.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Losung  der  in  der 
Statik  vorkommenden  Aufgaben  in  geometrischer  Weise  aosge- 
fQhrt  werden  kaiin. 

Nach  dem  eben  gegebenen  Satze  wird  ein  Druck,  durch  eine 
Linie  dargestellt,  den  Druck  für  eine  andere  Richtung  liefern, 
wenn  man  mit  dem  Cosinus  des  eingeschlossenen  Winkels  nulti- 
plicirt,  d.  i.  wenn  man  die  Projection  der  ersten  Linie  auf  die 
andere  nimmt. 

Der  eben  gegebene  Satz  wird  bei  jeder  Zerlegung  und  Rfi' 
duction  der  Druckwirkungen  auf  eine  andere  Richtung  angewen- 
det; aber  er  kann  auch  bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  ver- 
wendet werden  und  führt  unmittelbar  zu  dem  Satze: 

Vom    Parallelogramm    der   Kräfte. 

Bezeichnet  (Taf.  IV.  Fig.  U.)  a  die  Intensität  und  AB  i»^ 
Richtung  einer  Kraft,  b  die  IntensHät  und  A€  die  Richtung  einer 
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anderen  Kraft,  welche  beide  auf  die  Masse  m  im  Punkte  A  ein- 
wirken: dann  ist  die  Richtung  und  Intensität  der  Mittelkraft  durch 
die  Diagonale  des  Parallelogramms  bestimmt,  welches  sich  aus 
den  gegebenen  Stocken  bilden,  lässi. 

Die  Masse  m  im  Punkte  A  wird,  in  Folge  der  Einwirkung 
beider  Krallte,  weder  ganz  in  der  Richtung  von  AB,  noch  ganz 
in  der  Richtung  von  AV  fortbewegt;  sie  wird  eine  mittlere  Rich- 
tung, etwa  die  AD^  einschlagen.  Wird  dies  zugegeben,  so  be- 
zeichnet AD  zugleich  die  Richtung  der  Mittelkraft.  Ist  AE  recht- 
wJiklich  EU  ADy  bezeichnet  man  die  JntenKitiit  der  Mittelkraft  in 
der  Richtung  von  AD  mit  c,    zerlegt 

a   in   /?'  und  o", 

b   in  V  und  b\ 

die  auf  die  Richtungen  AE  und  AD  zu  beziehen  sind,  dann  hat 
man,  da  m  sich  von  A  aus  in  der  Richtung  von  AD  fortbewegen 
würde,    also  keine  Neigung   hat,    rechts  oder  links  abzuweichen: 

und   ferner: 

c  =  «"  +  h\ 
Cft  i«t 

«'  =  acos(R  — j^j^rriVm/J,     6'  =6cos(R  —  a)=68in«; 
a^^acosß,  6"  =  6cos«. 

Wird  dies  eingesetzt,   so  entsteht: 

I.    cpsin/3  =  6sina, 

II.     c=aeo8ß  +  bcoBa. 

Da  a  +  ß  gegeben,  also  bekannt  ist,  so  wird  aus  der  Gleichung  1. 
i^ich  immer  der  Winkel  «  und  ß  bestimmen  lassen,  und  dadurch 
wd  die  Richtung  der  Mittelkraft  bestimmt.  Kennt  man  durch 
diese  Operation  a  und  ß^  so  wird  durch  die  Gleichung  II.  die  In- 
tennität  der  Mittelkraft  bestimmt,  und  somit  Alles,  was  in  Frage 
gezogen  werden  kann. 

Wird  AB  gleich  der  Intensität  a,  AC  gleidi  der  Intensität  6, 

AD  gleidi  der   Intensität  c  gemacht;  «o  liast  sich   nach  weisen, 

data  ABCD  ein  ParallelogfaiMii  uml  AD  deaaen   Üia^^oaale  iat. 

Denn  aetzt  mm  diese  W^rthe  hi  die  Gleichungea  I.  and  iL,   ao 
entsteht : 


4Ü4      Zernikow:    Der  Sat%  vom  ParaUelofframm  der  KräfU, 

l)     AB,B\nß:=:AC.B\na, 
2)    AD  =  AB .cosß  ^  AC.cosa. 

Nimmt   man    die   Richtung   von    AD   der  Gleichang  1)  and  die 
-  Länge  von  AD  der  Gleichung  2)  gemäss  und  zieht  BD^  dann  er- 
hält man  aus  Dreieck  ABD: 

3)    AB. 6\nß  =  BD. Btna', 

4)    AD  — AB. C08/5  f  BD . cos «'. 

Aus  1)  und  3)  folgt :  ^C.sina  =  BD.sma'.  Aus  2)  und  4)  folgt: 
AC.cosa=z  BD.coHa',    Durch  Division  erhält  man  hieraus: 

tanga=  tanga'» 
folglich 

a  =  a'; 

durch  Substitution   dieser  Werthe  erhält  man: 

AC  =  BD. 

Da  die  Linien  AC  und  BD  gleich  und  wegen  o  =  ff'  auch  pa- 
rallel sind,  so  ist  AB  CD  ein  Parallelogramm  und  AD  dessen 
Diagonale.     Was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  die  Intensitäten  der  Kräfte  durch  die  Geschwin- 
digkeiten, welche  sie  in  der  Sekunde  erzeugen  (die  Beschleoni- 
gungen)  ausgedrGckt;  wenn  man  mit  m  multiplicirt,  so  erhält  man 
die  Druckwirkungen,  welche  bei  der  Zerlegung  und  Zusanun^n- 
Setzung  denselben  Gesetzen  unterworfen  sind. 


In  der  Mechanik  hat  man  es  nur  mit  den  Wirkungen  der 
Kräfte  zu  thun;  die  Ursachen  lässt  man  immer  ganz  unberöck* 
sichtigt.  Hierin  liegt  schon,  man  darf  irgend  eine  beliebige  Krai« 
als  Ursache  denken,  und  dies  haben  wir  hier  gethan,  indem  wir 
eine  Kraft  von  ganz  bestimmten  Eigenschaflten  als  wirkende  Df' 
Sache  annahmen.  Die  froher  bezeichnete  Beschränkung  ist  daner 
mehr  eine  genaue  Bestimmung,  die  dazu  dient»  den  ZusammeiH 
hang  von  Ursache  und  Wirkung  unausgesetzt  klar  übersehen  20 
können.  Wird  daher  statt  der  Schwerkraft  eine  andere,  eine 
Dampf-,  Wasser-  oder  Wihdkraft  als  wirkende  Ursache  gen«»' 
men,  dann  wird  bei  der  Zusammensetzung,  Zerlegung  und  Redic* 
tion  des  Druckes,  der  Geschwindigkeit,  der  lebendiges  ^^ 
Nichts  durch  eine  solche  Voraussetzung  geändert. 
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Es  ist  bei  diesen  Kräften  bequemer  und  darum  gebräuchli- 
cher, unmittelbar  den  Druck,  «welchen  sie  gegen  die  Flächenein- 
heit ansGben,    durch  Manometer   oder  Hydrometer  zu  bestimmen. 

Ist  P  der  Gesammtdruck,  nt  die  Masse  des  in  Bewegung  zu 
setzenden  Körpers,  dann  lässt  sich,  weil  P  Pfd.  immer  gleich 
P  Pfd.  sind,  indem  man  bloss  auf  die  Wirkung  Rücksicht  nimmt, 
eine  anziehende  Kraft  denken,  welche  denselben  Druck  auf  die- 
selbe Masse  in  der  schon  bezeichneten  Weise  ausQbt,  und  man  bat: 

p 

die  Intensität  dieser   Kraft         o=— f 

•^       m 

ihren  Druck  =:  P, 

die  Kraftqnantität  per  Sekunde  =  -^  • 

Dies  sind  Werthe,  die,  wie  früher  gezeigt,  behandelt,  jede 
Zerlegung,  Zusammensetzung  und  Reduction  erlauben.  Ein  Druck 
mrd  sich  daher  wie  jeder  Druck,  eine  Intensität  wie  jede  Inten- 
•itSt,  und  eine  Kraftquantität  wie  jede  andere  Kraftquantität  be- 
handeln lassen. 

In  der  Statik  ist  fast  immer  nur  auf  die  Druckwirkungen, 
Vielehe  durch  die  Einwirkungen  der  Kräfte  entstehen,  Rücksicht 
{^nommen,  immer  hat  man  nur  von  diesen,  als  von  den  einzigen 
Wirkungen  der  Kräfte  gesprochen,  und  bat  dies  so  weit  ausge- 
dehnt, dass  man  einen  Druck  Kraft  nannte  und  {\\t  eine  Kraft 
n^hm,  und  umgekehrt.  Nichts  rechtfertigt  eine  solche  Annahme 
oder  Bezeichnung,  denn  bei  Körpern,  die  sich  unter  der  Einwir- 
hiDg  von  Kräften  Im  Gleichgewicht  befinden,  ist  ihre  Gesammt- 
^rkung  nach  Aussen,  ihr  Druck,  ihre  Geschwindigkeit  und  ihre 
lebendige  Kraft  gleichzeitig  Null. 

Die  hier  ausgeführte  Behandlung  steht  jener  Auflassung  nicht 
hlo8  deshalb  entgegen,  weil  hier  Druck  von  Kraft  stets  unter- 
schieden worden,  oder  deshalb,  weil  der  Druck  nicht  als  die  ein- 
zige Wirkung  einer  Kraft  bezeichnet  worden  ist,  sondern  haupt- 
^chiich  deshalb,  weil  als  Krafteinheit  das  Fusspfund  und  nicht 
das  Pfand  angenommen  ist.  Die  Consequenzen,  die  aus  dieser 
Annahme  fliessen,  sind  vielleicht' nach  der  hier  verfolgten  Rich- 
^  hin  neu,  aber  die  Annahme  ist  alt  Der  Satz  vom  Prinzip 
^  virtuellen  Geschwindigkeiten  beruht  in  der  That  auf  der  An- 
nahme, dass  die  Krafteinheit  das  Fusspfund  sei,  und  lässt  sich  am 
Binfachsten  beweisen.   Indem  man  dies  zugiebt. 
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Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  und  die 
allgemeinen  Bedingungsgleichungen  der  Robe  und  der 

Bewegung. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Das  Princip  der   virtuelleo  Geschwindigkeiteo* 

$.  1. 

Wenn  an  einem  beliebigen  Punkte  A  im  Räume  nach  drei 
von  demselben  ausgehenden,  nicht  in  einer  Ebene  liegenden 
Richtungen  AX,  AT,  AZ,  welche  die  180«  nicht  aberstcigendeo 
Winkel  XAY,  TAZ,  ZAÄ  n\\t  einander  einschliessen,  drei  Kräfte 
P,  Q,  R  wirken,  so  kann  zwischen  diesen  drei  Kräften,  iosorern 
sie  nicht  sämmtüch  verschwinden,  niemals  Gleichgewicht  ^tatt 
finden,  oder,  wie  man  dies  auch  allenfalls  ausdrücken  kann,  die- 
selben können  nur  dann  im  Gleichgewichte  sein,  wenn  P^v, 
e=0,  ß=0  ist. 

Denn  verschwände  auch  nur  eine  dieser  drei  Kräfte  nicht,  ^o 
würde  man  dieselben,  wie  mittelst  des  Satzes  von  dem  Parallele 
granime  der  Kräfte  auf  der  Stelle  erhellet.  Immer  auf  eine  nicm 
verschwindende  Resultirende  zurückfKfhren  können,  und  dieselbe" 
würden  also  nicht  im  Gleichgewichte  sein,  wie  doch,  insof(f*rn  ^^ 
den  letzten  obigen  Ausdruck  unsers  Satzes  festhalten,  Voraas^** 
setzt  wurde.  .  . ._ 
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Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  dvrcb  einen  beliebigen  Pankt 
A  Im  Räume  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Axen  der  x, 
jf»  t  gelegt  seien,  von  denen  einer  jeden  ein  positiver  und  ein  ne- 
gativer Tbeil  beigelegt  u  ird.  Ferner  sollen  an  dem  Punkte  A  drei 
Kräfte  wirken»  deren  Richtungen  entweder  mit  den  positiven  oder 
negativen  Tbeile  der  drei  Axen  zusammenfallen,  die  im  ersten 
Palle  selbst  als  positiv,  im  zweiten  Falle  als  negativ  betrachtet, 
and  mit  Rifcksicht  hierauf  durch  P,  Q,  R  bezeichnet  werden  sollen. 
kt  dann  K  die  Resultirende  dieser  drei  Kräfte,  welche  wir  stets 
aJs  positiv  oder  vielmehr  absolut  auffassen,  und  nehmen  wir  an, 
dass  die  Richtung  derselben  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  X,  y,  2  respective  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  <p, 
'9$ß,  X  einschliesst,  so  kann  man  die  Kraft  K  bekanntlich  immer 
nach  den  Axen  der  ^,  ^,  i  in  drei  Kräfte  oder  Composanten  zer- 
legen, deren  auch  die  Vorzeichen  dieser  Composanten- gehurig  be- 
rücksichtigende analytische  Ausdrücke  offenbar  in  völliger  Allge- 
meinheit Scosg),  Scostf;,  Reos^  sind.  Da  nun  ferner  offenbar 
—  Mcosg?,  — Hcost/;,  — Jico8%  die  nach  den  Axen  der  x,  y,  t 
genommenen  Composanten  der  Aequipollenten  der  drei  Kräfte  P, 
Q,  R  sind,  so  sind  die  sechs  Kräfte  P,  Q,  R  und  —  Scosg?, 
— Jtcos^,  — Rcos;;  unter  einander  im  Gleichgewichte.  Diese  sechs 
Kräfte  k/Innen  aber,  wie  sich  von  selbst  versteht,  auf  die  drei 
auch  In  den  Axen  der  x,  y,  x  wirkenden  Kräfte  P — Vcostp, 
0  — Hcost//,  /^--Scosx  zurCickgefflhrt  werden,  welche  drei  Kräfte 
folglich  auch  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind.  Daher  ist 
nach  dem  oben  bewiesenen  Satze: 

P— Mco8g)=0,    Q-Mcos^  =  0,    Ä-llcosx=0; 

folglich  immer 

licos<pz=zP,    llcos^=Q,    Jicos%=:R; 

drei  Relationen,  von  denen  wir  sogleich  im  folgenden  Paragraphen 
weiteren  Gebrauch  machen  werden. 


§.  2. 

Auf  einen  beliebigen  Punkt  A  im  Räume  mögen  jetzt  nach 
beliebigen  Richtungen  hin  beliebige  Kräfte 

■  >  «1 »  « a j  "8 >  ■ 4 > •  •  •  • 

wirken.    Von   dem  Punkte  A  aus   denken  wir  uns  eine  beliebige 
gerade   Linie  Aß   gezogen,   schneiden   auf  derselben    von   dem 
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Punkte  A  an  ein  beliebif^es  Stilck  AM  ab,  und  flUlen  von  dem 
Punkte  AI  auf  die  Kichtnngen  der  Kräfte 

oder  auf  die  Verlängerungen  dieser  Riebtungen  über  den  Punkt 
A  hinaus  die  Perpendikel 

MN,  MNi,  lUN^.,  iViVg,  ;V^4,....; 

so  irerden  die  Fusspunkte  dieser  Perpendikel  auf  den  geraden 
Linien,  in  denen  die  in  Rede  stehenden  Kräfte  uirken,  ?on  dem 
Punkte  A  an  gewisse  Stöcke 

AN,  ANi,  AN^,  AN^,  AN^..... 

abschneiden,  welche  wir  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  je- 
nachdeni  sie  auf  den  Richtungen  der  entsprechenden  Kräfte  selbst, 
oder  auf  deren  Verlängerungen  liber  den  Punkt  A  hinaus  liegen, 
und  mit  Rücksicht  hierauf  die  Projectionen  der  Linie  AM  auf  den 
Richtungen  der  Kräfte  nennen,  und  durch 


P»  Pi^  P%*  ^3»  P4 

bezeichnen  wollen. 

Durch  den  Punkt  A  als  Anfangspunkt  legen  w\t  nun  drei  aot 
einander  senkrecht  stehende  Axen  der  Xy  y,  z,  und  bezeicbnen 
die  180^  nicht  libersteigenden  Winkel,  welche"  die  Richtungeo 
der  Kräfte 

mit  den  positiven  Theilen  dieser  Axen  einscbliessen ,  respectiv« 
durch 

«>  ß*  y;   «i»  A>  yi;   ««>  ß%y  h\   «s»  ß^y  y^;---- 

Zerlegen  wir  dann  jede  Kraft  nach  den  drei  angenommene 
Axen  in  drei  Coroposanten,  so  sind  die  analytischen  Ausdrücke 
der  in  der  Axe  der  x  wirkenden  Composanten: 

Pv.oaa,     Picoscfi,     P^coscfa,     P^coBa^,...*; 

die  analytischen  Ausdrücke  der  in  der  Axe  der  y  wirkenden  Com- 
posanten sind: 

Pcosß,    P,  cos/Jj,    P^coaß^,    P,co8/3s »....; 

und  eben  so  sind  endlich  die  analytischen  AusdrQcke  der  in  der 
Axe  der  z  wirkenden  Composanten: 

Pcosy,     P|C08yi,    P^eoBy^f     Pscosya,.... 
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«   >   *\9   '29   *8'    *4>*'»' 

a\if  die  drei  in  den  Axen  der  x,  y,  z  wirkenden  Kräfte 
Pco8a  +  I\  cos«!  +  P2iC0Ba2'i-  P^ cos ct^  +  ...., 

PcOSß+PiCOsßi  -i-  P^C08ß2+  P9  C08ßz+ » 

Pcosy  +  Pi  cos/i  +  P^eosy^-^- P^coBy^  +  .... 
iirickfiihreD ;  and  bezeichnen  wir  nun  die  Resultirende  der  Kräfte 

clorch  /2,  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  aber,  welche  die 
Richtung  dieservResultirenden  mit  den  positiven  Theilen  der  drei 
Axen  einschliesst,  durch  q),  1/;,  %,  so  haben  wir  nach  dem,  wa«* 
in  $.  1.  bewiesen  worden  ist,  offenbar  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen : 

Reo9g>=:PcoBa  +  Picosof  +  P^eo8a^~t- P^  cos  «3-!-  ••••» 

Rcos  rp  =  Pcos  /3  +  Pj  cos  ßi  +  P^  cos  ß2  +  P^  cos  jJg  +...., 

Rc(m%=PcoBy  +PiCosyi  +PjCosj^  +  P5C08y3  + 

Augenscheinlich  ist  es  nun  yerstattet,  den  positiTCD  Theil  Ir- 
gend einer  der  drei  Axen  mit  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
Linie  AB  zusammenfallen  zu  lassen.  Wählen  wir  dazu  etwa  die 
Axe  der  a:,  so  haben  wir  von  jetzt  an  nur  noch  die  Gleichung 

RcoBg>-=  Pcos  «  +  Pi  cos«!  +  P^  cosoj  H-Ps  cos  «8  + . . . . 

zu  betrachten. 

Multipliolren  wir  diese  Gleichung  mit  der  Linie  AM,  welch«? 
wir  von  jetzt  an  der  Kürze  wegen  durch  L  bezeichnen  wollen,  so 
erhalten  wir  die  Gleichang: 

fi*Xcosg^s=P.iLcosa-f  PfZ^cosai  -|-Pa*i^co«^-f  Pg.X^coscfs^-**»' 

^eil  nun  aber  offenbar  In  völliger  Allgeroeinheit 

pzzzLeoBa,    pi=Lcosa|,    p^^uLcosa^f    p^=Lco8€t^9.... 

und,  wenn  wir  die  mit  ihrem  gehörigen  Vorzeichen  genommene 
Projection  der  Linie  AM  oder  L  auf  der  Linie,  in  welcher  die 
Kraft  R  wirkt,  4Arch  r  l^ezekhoen, 

r^I^cosqi 

Theil  XXV.  17 
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ist ;  80  erhSit  die  obige  Gleichung ,  wenn  man  in  dieselbe  ^Me 
Grossen  einführt,  die  Gestalt:    . 

welche  Gleichung  offenbar  für  jede  Lage  und  Grosse  der  dorch 
L  bezeichneten  Linie  gilt.  Hieraus  lässt  sich  jetzt  Folgendes 
schliessen. 

Wenn  der  Punkt  A  ein  völlig  freier  Punkt  ist  und  sieb  in 
Ruhe  befindet,  d.  h.  in  diesem  Falle,  wenn  die  an  dem  Punktet 
wirkenden  Kräfte  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  mim 
R=zO,  also  nach  dem  Obigen  fiir  jede  Lage  und  Grosse  der 
Linie  L 

Pp  +  P1P1  +  P2P^+  P3P9  +  P^Pa-I^    "=0 

sein. 

Wenn  der  Punkt  A  genöthigt  ist,  auf  einer  Fläche  zu  bleiben, 
und  sich  in  Ruhe  befindet,  so  muss  offenbar  jederzeit  die  Rieb- 
tung  der  Kraft  R  auf  dieser  Fläche  senkrecht  stehen,  wenn  diese 
Kraft  nicht  verschwindet.  Nimmt  man  nun,  was  offenbar  verstit- 
tet  ist,  die  Linie  L  in  der  die  in  Rede  stehende  Fläche  in  den 
Punkte  A  berührenden  Ebene  an,  so  ist  jederzeit  r=:0,  und  Mg- 
lieh  nach  dem  Obigen  wieder 


- 1< 


PP+  P1P1  +  P^P^+PsPs^  P4P^+'^^=0, 


wenn  man  nur,  wie  gesagt,  die  Linie  L  rücksichtlich  ihrer  LagCi 
wobei  ihre  Grosse  ganz  willkuhrlich  ist,  auf  die  angegebene  Weise 
annimmt. 

Wenn  der  Punkt  A  auf  einer  Linie  zu  bleiben  genöthigt  ist 
und  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ergiebt  sich  durch  ein  ganz  äholi- 
ehes  Raisonnement  wie  vorher,  dass  auch  in  diesem  Falle 

Pp  +  PlPl+P2P%+PsP9+P^^+''^0 

ist,  wenn  man  nur  die  übrigens  beliebig  lange  Linie  L  in  der,  die 
io  Rede  stehende  Linie  oder  Curve  in  dem  Punkte  A  berflbrendeo 
Geraden  annimmt. 


$.  3. 
Wir  denken  uns  jetzt  ein  System  von  Punkten 
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welche  in  einer  solchen  Verbindung  unter  einander  fiteben>  das« 
«De  gegenseitige  Wirkung  dieser  Punkte,  oder  vielmehr  der  an 
deos^lben  wirkenden  Kräfte,  deren  Resultirende  för  die  einzelnen 
Punkte  wir  der  Reihe  nach  durch 

bezeichnen  wollen,  auf  einander  möglich  ist.  Die  Coordinaten 
dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordi- 
oateosystem  sollen  respective  durch 

^\9  Vi*  H\  ^«>  y«»  *i5  ^^*  yz*  H\  ^4>  y^9  X4;.... 

bezeichnet  werden. 

Giebt  man  diesem  Systeme,  welches  wir  als  ursprOnglich  in 
Rohe  sich  befindend  annehmen,  eine  unendlich  kleine  Drehung, 
die  an  sich  völlig  willkuhrlich  ist,  jedoch  mit  den  Bedingungen, 
denen  das  System  unterworfen  worden  ist,  vereinbar  und  insofern 
möglich  sein  muss,  so  nennt  man  die  unendlich  kleinen  geraden 
Linien,  welche  die  primitiven  und  secundären  Oerter  der  einzelnen 
Punkte  des  Systems  mit  einander  verbinden,  die^  virtuellen 
Geschwindigkeiten  dieser  Punkte. 

Wenn  Punkte  des  Systems  auf  Flächen  oder  Linien  zu  bleiben 
genothigt  sind,  so  werden  deren  virtuelle  Geschwindigkeiten  offenbar 
mit  desto  grosserer  Genauigkeit  in  die  diese  Flächen  oder  Linien  in 
den  in  Rede  stehenden  Punkten  berührenden  Ebenen  oder  geraden 
Linien  hinein  fallen,  je  kleiner  die  dem  Syt*tenie  gegebene  Dre- 
hung ist,  eine  Bemerkung,  welche  man  im  Folgenden  stets  wohl 
vor  Augen  behalten  muss. 

Die  Projectionen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Punkte 

Ai  t  A%  9  A^ ,  A^ , . .  • . 
auf  den  Richtuogslinien  der  an  denselben  wirkenden  Kräfte 

*  1 9  *  a>  ■■8 9  ■«  4» •  •  •  • 

wollen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  in  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen gegebenen  Bestimmungen  respective  durch 

Pl9    Pt»    Pi9   P^'-'" 

bezeichnen. 

Fassen  wir  nun  allgemein  zwei  beliebige  Punkte  des  Systems, 
die  durch  Am  nnd  An  bezeichnet  werden  mOgen,  in's  Auge,  so 
seil  die  Wirkung,  welche  auf  den  Punkt  Am  der  Punkt  Am  ausübt. 
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darch  Wm,ny  also  auf  ähnliche  Art  die  Wirkung,  welche  auf  des 
Punkt  An  der  Punkt  Am  ausGbt,  durch  Wnyin  boEeichnet  werden. 
Die  Projection  der  virtuellen  Geschwindigkeit  des  Punktes  An 
auf  der  Richtungslinie  der  Kraft  Wm,n  wellen  wir  durch  «n,«,  ond 
eben  so  die  Projection  der  virtuellen  Geschwindigkeit  des  Punktes 
An  auf  der  Richtungsliiiie  der  Kraft  TFfi,in  durch  tru^in  bezeichneii 

Die  beiden  Kräfte  Wm,u  und  Wn,m  kann  man  sich  als  zwei 
in  der  die  Punkte  Am  und  An  verbindenden  geraden  Linie  herr- 
schende Spannungen  vorstelleo,  welche  nothwendig  einander  gleich 
und  entgegengesetsEt  sein  mfissen,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall 
wäre,  das  System  offenbar  nicht  in  völliger  Ruhe  sein  kunote,  wie 
doch  vorausgesetzt  wurde.  Zugleich  wird  es  dabei  offenbar  immer 
verstattet  sein,  die  Wirkung  Wm^n  von  Am  auf  Am  als  io  der 
Linie  Am  Am  von  Am  nach  An^  die  Wirkung  Wn^  von  Am  ^iAg 
als  in  der  Linie  Am  An  von  An  nach  Am  hin  gerichtet  aAzunebmeo, 
wobei  immer 

ist,  welche  Gleichung  bald  nachher  weitere  Anwendung  finden  vird. 
Weil  nun  jeder  der  Punkte 

UDsers  Systems  für  sich  in  Ruhe  ist,  so  haben  wir«  die  vorher  eis- 
geführten  Bezeichnungen  in  Anwendung  bringend,  nach  dem  vor- 
hergehenden Paragraphen  die  folgenden ,  mit  desto  grosserer  Ge- 
•auigkeit,  je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist,  gel- 
tenden Gleichungen: 

P^Pt  +  W^^iw^i  +  IFa,3ti?art  +  W^^^w^.^  +  fFt.ftfOj.a  +...=0, 
Pslh  +  WsaM^.i  +  W^8»««^»«+  ^tH«0i,4  +  W^i^fttr,,»  +  ....=0, 


u.     s.     w. 


also,,  wenn  man  diese  Gleichungen  sämmtlich  zu  einander  addirt, 
und  dabei  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte,  allgemeia  ffä' 
tige  Gleichung 

Wm,n  =  Wn,m 

Überall  gehörig  berüeksiehtigt,  die  folgende  Glefcbimg,  deren  Fort- 
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schreitangsgesetz  io  ihren  einseloen  Gliedern  sogleich  von  selbst 
in  die  Augen  fallen  wird : 


+  W'usCwi^s  +  M'ia) 
+  FF|  ,4(101,4  +  ^4.1) 

U.      8.      W. 

+  W^2>4(«^»4  +  ««^4»«) 

U.      8.      W. 
+  W^8.4(«^S.4  +  «'4»8) 

U.      8.       W. 

+  W4»6(tt^4.5  +  «<^6»4) 
U.      6.      W. 

ü.      8.      W. 


\ 


=  0. 


/ 


Dass  auch  diese  Gleichnng  nur  mit  desto  grosserer  Genauig- 
keit gilt,  je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist,  ver- 
steht sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Weil  jede  Bewegung  in  einer  bestimmten  Zeit  vor  sich  geht, 
so  wird  man  auch  bei  der  unserem  Systeme  gegebenen  unendlich 
Iddoen  Drehung  die  Vorstellung  der  Zeit,  in  welcher  dieselbe 
^or  sich  gegangen  ist ,  nicht  von  sich  abzuweisen  im  Stande  sein, 
^ir  wollen  daher  jetzt  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  unsers 
Systems  in  einer  bestimmten  Lage  desselben  im  Räume  als  Functionen 
der  Zeit  betrachten,  welcher  diese  Lage  unsers  Punktes  im  Räume 
entspricht;  und  bezeichnen  wir  nun  durch  t  die  Zeit,  deren  End- 
punkte der  Anfang  der  unserem  ursprünglich  in  Ruhe  befindlichen 
Systeme  gegebenen  Drehung  entspricht,  so  werden  wir  überhaupt 
die  Coordinaten  Xmy  ym,  «m  des  Punktes  Am  als  Functionen  von 
t  zu  betrachten  haben;  wenn  aber  ferner  dt  die  Zeit  bezeichnet, 
während  welcher  die  dem  Systeme  ertheilte  Drehung  vor  sich 
ghig,  so  werden  Xm  +  ^Xm,  ym  +  ^ym,  xm  +  ^tm  die  Coordinaten 
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des  Punktes  im  Räume  sein,  welchen  am  Ende  der  Zeit  t-i-dt 
der  Punl(t  Am  des  Systems  einnimmt.  Bezeichnen  wir  nun  di«* 
Entfernung  der  Punkte  Am  und  An  des  Systems  von  einander 
durch  Em,n  oder,  was  hier  dasselbe  ist,  durch  En.m,  das  von  dem 
di^rch  die  Coordinaten  a^m  +  ^^m»  ym  j-  Aym*  2m+  ^z»  bestimmten 
Punkte  auf  die  Verbindungslinie  der  Punkte  Am  und  An  bei  der 
ursprOn^iicben  Lage  des  Systems  gefällte  Perpendikel  aber  durch 
c5»  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  einfachen  geometrischen  Be- 
trachtung, deren  Anstellung  füglich  dem  Leser  anheiro  gestellt 
bleiben  kann,  auf  der  Stelle,  dass  mit  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  kleiner  die  dem  Systeme  ertheilte  Drehung  ist,  sonst  aber  in 
völliger  Allgemeinheit, 

=  W(Xm  +  AXm  —  Xn)^^  (^m  +  ^^m-yn)^  +  («w  +  ^Z«-2«)*'-Ö' 

oder 

—  U>m,n 

also  auch 

tTm.n 


dt 


_ V  (arm  +  dXm  -  Xn)^  +  (ffm  -f  Atfm  ~  .Vi.)^+(lm  -f  ^Zm  --  Zn)^'  <^*^' 

ist. 

Lässt  man  nun  Jt  sich  der  Null  nähern ,  ISsst  man  also  dif 
dem  Systeme  ertheilte  Drehung  immer  kleiner  und  kleiner  werden. 
80  ergiebt  sich  hieraus,  mit  Hülfe  einer  bekannten  Bezeieboung. 
die  folgende  in  aller  Strenge  giiltige  Gränzengleicbung : 

—  Lim — TT- 

=|jim ^ -^ 

dt 

bei  welcher,  wie  bei  allen  späterhin  noch  vorkommenden  Crlww- 
gleicbungen,  man  sich  immer  vorzustellen  hat,  dass  At  skb  der 
Mull  nähere,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird. 

Setzen  ^ir  nun  der  Kürze  wegen 

^m.«^(^«+^*^'"-^")'  +  (ym+Aym-y„)^+  (l^  +  i^*--^)* 
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•0  ist  Dach  dem  Vorhergehenden 

Vi;'« -5«  -  Em,n 


oder 


-Lim"''" 


Wm^n    I  .  *    1 \1!<  m,n  / , 


Jt  Jt 


Da  wir  nun  die  Drehung  des  Systems,  also  auch  5,  beheblg  Hein 
lonebmen  können,  so  wird  sich  immer  voraussetzen  »assen,  dass 
der  Bruch  unter  dem  Wurzelzeichen  kleiner  als  die  Einheit  Ist, 
md  vnr  werden  uns  also  die  Wurzelgrösse  nach  dem  Binomischen 
Lehrsatze  jederzeit  in  eine  convergirende  Reihe  entwickelt  d«iken 
können.    Setzen  wir  demzufolge 

•0  wird  Ä  offenbar  in  allen  Gliedern  5  als  Factor  enthalten,  und 
also,  immer  die  Convergenz  der  Reihe  festgehalten,  eine  Grösse 
sein,  welche  för  S  =  0  verschwindet,  oder  sich  '««'"'et'' ^•°;?.? 
sich  der  Null  nähert,  gleichfalls  der  Null  nähert.  Nach  dem  Obi- 
gen ist  nun,  alles  Dieses  vorausgesettt, 

-L,m^=.LIm ^^ " 


oder 


-2r^       ~  ^< 


-Lim-^  =  Lim  ji 


also 


-Lim^=Lim^-^^!^^==^=-"-Lima.Lim-5,. 

Weil  nun.  wenn  Jt  sich  der  Null  nähert,  auch  5  sich  der  Null 
nähert,  so  ist  nach  dem  Obigen 

LimA=0, 

und  folglich,  insofern  §^  sich  einer  endlichen  Gränze  nähert,  wenn 
Jt  sich  der  Null  nähert,  d.  b.  nicht  in's  Unendliche  wächst,  wenn 
Jt  sich  der  Null  nähert,  auch 
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Lim  Si .  Lim  -jr  =  0. 

Dieser  Schluss  wird   freüicb  nicht  gerechtfertigt  sein,   wenn 
-t:  in*s  Unendliche  wächst,   indem  Jt  sich  der  Null    nähert.    Oli 

dies  der  Fall  ist,  wird  sich  bei  4er  grossen  Allgemeinheit  dieser 
Betrachtungen  natürlich  niemals  entscheiden  lassen,  und  es  scbeinf 
in  der  That  gerade  dieser  Punkt  eine  schwache  Stelle  der  vorlie- 
genden  Betrachtungen    zu   sein  *).    Indess   lässt    sich    allerdings 


*)    Pols 80  0,  dem  die  in  dieser  Abhandlang  gegebene  Darstellon^ 
des  Princlps   der   Tirtaellen  Geech windigkeiten   nachgebildet  iit,  ohne 
dabei  jedoch  auf  alle  EigenChfimllchkeit  so  Terzlchten,  sagt  Im  Tralt^ 
de  M^caniqoe.    Tome  I.    Paris  I8tl.  p.  247.   an   der  hlerber  ge- 
hörenden Stelle:   „en   n^gligeant  le  earr^  «a*,   qui   est   inflneroent  petit 
dn  second  ordre,'*    wo  na   mit   unserm  obigen   ö)   öbereinstimmt,  eine 
Schlnssweise,  die  nach  unseren  Ansichten  über  diese  Dioge  freilich  nieht 
so  geradezu  und  ohne  Weitere«  zu  billigen  ist,  und  die  wir  daher  aucli 
im  Obigen  uns  nicht  erlaubt  haben,  indem  wir  irielinehr  bestrebt  gewe- 
sen sind ,  überull  auf  strenge  Gränzen  -  Betrachtungen   zurück  za  gehen. 
Der  oben   Im  Texte   berührte  Umstand   macht  sich   aber   eigentlich  bet 
allen  ^anz  allgemeinen  Betrachtungen  der  Differentialrechnung  gellst', 
und   wird  sehr  mit  Unrecht   Ton  den  meisten  Schriftstellern   über  A\m 
Wissenschaft  ganz  rernachlässig't,  nur  ron  sehr  wenigen  in  gebührender 
Weise  herrorgehoben ,   wie   es  insbesondere  in  für  Anfänger  bestimmten 
Lehrbüchern  onbedingl  erforderlich  ist.    Nehmen   wir  nur  s.  B.  eiomal 
die  bekannte  Elenentarformel  der  Differentialrechnung 

wo  bekanntlich  /;,  f/  als  Functionen  von  X  zu  betrachten  «Ind.     DcrB^- 
Mcis  dieser  Formel  ist  folgender.     Nach  der  Differenzenrechnung  ist 


also 


iMid  fulgtich 


oder 


J.pq—(p  +  dp){q  +  dq)^pq. 


A .  pqzizqdp  +  pdq  +  dpjq , 


J^pq        Jp        ^g  ,    .   ^q 


J^pq         Jp         Jq  Jp 
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sagen,  dass  der  in  Kede  stehende  Fall,  wenn  nämlich  ^  in*8  Un- 
endliche wSchst,  wenn  dt  sich  der  Null  nähert,  doch  iminer  nur 
als  ein  bei  der  besonderen    dem   SysteiAe  gegebenen  unendlich 


abo,    wcon  nan,    Jx  muh   der    ^llli    nähern  lassend,    xii  den  Grämen 
übergeht: 

•4cf 

^'"^  ^F  ^  ^  *"'"  2I +^  ^'"^  35 + '"'"  "^^  * '''™  ^  • 

Schliessen  wir  nnn  nnsere  fernere  Betrachtung  nur  an  die  erste  dieser 
beiden  Formeln  an,  so  ist  natürlich,  die  Stetigkeit  der  Functionen  überall 
Torausgesetzt»  Lini^/^=:0,  und  folglieli  auch 


\j\mJp .  Lim^f    ^ö," 


inaofern  sich  oämlich.  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  ---  einer  endlichen 

JX 

Griuiie  nähert  und   nicht  etwa  in's  Unendliche  wächst,   d.  h.  nach  den 

Begriffen  der  DifTerentiairechnung,  insofern  es  einen  endlichen  völlig  he«* 

«lioiniten  Differentialquotienten  von  q  in  Bezug  auf  X  als  veränderliche 

Grösse  wirklich  giebt.    Dies  vuransgesetzt ,  ist  also  nach  dem  Obigen 

ud  folglich  ,  weil  narh  den  Begriffen  der  Differentialrechnung 
^^^'Zx^dx'     ^^dx     dx*     *^*"*^2fF        ai~ 


ut: 


dx       ^  dx      '^  dx 


velches  die  obige  Fundaraentalforroel  der  Differentialrechnnng  zur  Dlffe- 

i^tiation  eines  Products  ist.  Man  sieht,  dass  diese  ganze  Betrachtung  nur 

MBler  der  Voraussetzung  gilt,  dass  es,  um  in  den  Ausdruckender  Diffential- 

rechnnng  zu  reden,  einen  endlichen  Töllig  bestimmten  Dlfferentialqnotienten 

von  7,  und  ebenso  nnch  vonp,  d.h.  endliche  völlig  bestimmte  Gränzen,  denen 

^Q  Jp    . 

•j-  nnd  —  sich  nähern,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  wirklich  giebt- 

l^td  etwa  behaupten  oder  beweisen,  wohl  gar  als  sich  von  selbst  verste- 
hend annehmen  SU  wollen,  dass  es  flär  jode  Function  einen  Differential- 
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kleinen  Drehung  eintretender  Ausnahmefall  zu  betrachten  sein 
wiirde;  und  da  die  Art  dieser  Drehung  an  sich  ganz  mllkohrlich 
ist,  indem  dieselbe  nur  mit  den  Bedingungen,  welchen  das  System 
unterworfen  worden  ist,  vereinbar  und  in  Folge  derselben  muglicti 
sein  solly  so  wird  sich  die  Drehung  im  Allgemeinen  immer  so  an- 
geordnet denken  lassen,  dass  der  in  Rede  stehende  Ausnahroefali 
nicht  eintritt,  und  dass  man  also  immer 

Lim  Ä.  Lira -:;i=0 

zu  setzen,  sich  wird  berechtigt  halten  dürfen,  woraus  dann  weiter 
nach  dem  Obigen 

—  Lim  —77-= Lim 


Jt '"  dt 

folgt,  wo 

Em,n=  V^(arm  —  a?n)*  +  (yiii— yn)H(2m — 2^)* 

und 

ist. 

Bezeichnen  wir  nun  der  KOrze  wegen  den  Differentialqnotienlei 
der  Grösse 

Em,n  =  V(a:m-Xn)^  +  (ym-yn)^  f  (z«  — 2«)^ 

insofern  in  derselben  bloss  die  Grössen  arm»^m»  Zm  als  veränderlicb 
betrachtet  werden,  durch 

CmEm,n 

so  ist,  weil 

E'm,n—Em,n = V(Xm  +^Xm  — «ii)*+(y«  +<yi»  — yii)*+(Xm  +  ^tm  — »•)' 

-  V(jp»— ar„)«  +  (ym-yn)«  +  (i«.-i.)» 


qnolienten  nothwendig  wirklich  geben  mäste,  wie  wohl  froher  hin  und 
wieder  geschehen  ist:  das  wird  doch  wohl,  insofern  die  betreffende 
Function  nicht  gewissen  besondern  Bedingungen  unter- 
worfen wird,  schwerlich  heut  zu  Tage  einem  Mathematiker  noch 
einfallen!!  Man  möge  diese  Bemerkungen  entschuldigen,  die  hier  nur 
deshalb  gemacht  worden  sind,  um  nachzuweisen ,  dass  derselbe  Umstand, 
auf  den  wir  oben  bei  dem  Beweise  des  Princips  der  Tirtnellen  Geschwin* 
digkeiten  aufmerksam  gemacht  haben,  uns  im  Wesentlichen  auch  schon 
bel'm  ersten  Eintritt  In  die  Differentialrechnung  begegnet. 
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ist,  offenbar 

-g^-  =  Lim -j-^ . 

uDd  folglich  nach  dem  Obigen: 

—  Lun     .'   = — 57 —  oder  Lira-— 77-= ^.      > 

Jt  oi  Jt  et 

nod  natSrlicb  ganz  eben  so  in  ähnlicher  Bezeichnung: 

wobei  man  sich  aus  dem  Obigen  zu  erinnern  hat,  dass  natfirllch. 

Em,n=^En,m    ISt.      Also  Ist 

-  ,      Wm,n     .   •  .     tOfa,fii  dmEm,n        OmEm,n 

^""^5r+^"""^r= — Ft 8i~' 

and  folglich ,   weil  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung  be- 
kanntlich 

S^j     "^      dt      ^     dt 
ist,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird: 

•  •    tri»,»    .  «  •    tOii  M  oEmM 

Dividirt  man  jetzt  die  oben  gefundene,  mit  desto  grosserer 
iienauigkeit ,  je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist, 
geltende  Hauptgleichung  durch  Jt,  und  gebt,  indem  man  Jt  sich 
der  Null  nähern  lässt,  zu  den  Gränzen  Gber,  so  erhält  man  offen- 
bar die  folgende  Gleichung: 
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P,Lim^,+  P,Lim^*+  P,Um^,+  P^Lm^,+.... 


Jt 


dt 


M 


Jt 


+  IF,„(Lim?5f+Lim^) 
+  ir,.,(Llm^*+Lim^) 
+  JF,.,(Lim^+Llm^) 

U.      8.      W. 

+  »F,..(Lin.^»+Lim^) 


U.       8.       W. 


+  »F,^(Lim^«+Llm^) 


■Q. 


n.    8.    w. 

U.   6.    H*.      U.    8.   W. 

also  nach  dem ,  was  unniittelbar  vorher  bewiesen  worden  ist,  die 
Gleichung: 


P,  Lim^*  +  P2  i^i»"^  +  /'s  l^ii«^,  +  ^"4  Lira  ^.  +  •  - 


z^/  '   ■•-* Jt  '   '3 Jt 


Jt 


-  »y*. 


~>F. 


8i^2>4 


a^,4 


-  IFa.^^^^l^*~  W...^-^^  -  W, 


ö/i>ö 


8  »6  a^ 


9»« 


^^'»--If, 


a« 


U.      8.       W. 
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Stehen  dud  die  Punkte 

Alf   A^f    A^f  Aj^f.,,. 

io  einer  völlig  festen  Verbindung  unter  einander,  so  dass  bei  der 
Drehung  oder  VerrGckung  des  Systems  ihre  gegenseitige  Lage, 
und  also  auch  ihre  Entfernungen  von  einander»  gar  keine  Verän- 
derung erleiden  kann,    so  ist  allgemein 

SEmy  n rv 

dt     —"' 

und  die  obiAa.  £^^c^hung  geht  also  ti^ter  der  gemachten  Voraus- 
8et£v:«g  in  die  folgende  streng  güJtiae  Gleichung  über: 

P,  Lim§^+P^LIm5^^  +  PrEim^^+P4Lini5j+.,..=0. 

Diese  Gleichung  behält  aber  auch  dann  noch  ihre  Gfiltigkeit, 
wenn  nicht  alle  Punkte  den  Systems  in  einer  völlig  festen  Ver- 
bindung unter  einander  stehen,  sondern  nur  so  beschaffen  sind» 
dass  die  Summen  der  Entfernungen  gewisser  Punkte  keine  Aen- 
demng  erleiden  können,  welches  unter  Anderm  namentlich  dann 
der  Fall  ist,  wenn  mehrere  Paare  der  gegebenen  Punkte  ihre  ge- 
genseitige Lage  nicht  ändern  können,  aber  durch  völlig  biegsame, 
jedoch  nicht  ausdehnbare  Fäden  mit  einander  verbunden  sind, 
an  denen  anderen  Punkten  des  Systems  hinabzugleiten  verstattet  ist. 
Sind  nämlich  im  Allgemeinen  An  und  An+k  zwei  solche  feste 
Punkte  des  Systems,  die  durch  einen  völlig  biegsamen,  aber  nicht 
ausdehnbaren  Faden  mit  einander  verbunden  sind,  an  welchem 
die  Punkte 

An-\-i»   ^»+2»    "»H-8  » •  •  •  •   ^fi-f  fr— I 

hin  gleiten  können,  so  werden  im  Zustande  der  Ruhe  des  Systems, 
welcher  ursprünglich  immer  vorausgesetzt  wird,  die  Spannungen 
in  allen  Tbeilen 

AnAn-^l  $   An-i-iAn-^ »  A-ft^»«+3  >••••»  Am-^k^iAm-^-k 

des  die  Punkte  An  vmd  An^k  mit  einander  verhiodeodefi  Faden« 
•inandev  gMeh  sein,  so  dass  also  in  der  aus. dem  Obigen  be- 
kannten BeseiciuMMg 

sein  wird.  Bezeichnen  wir  nun  den  Werth  dieser  einander  gleichen 
SpannuDgeD  überhaupt  durch   W,  so  wird  in  der  Gleichung 
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=0 

U.       8.       W.       - 

das  Aggregat  der  Glieder 

117  8^11,11-1-1 

8i?R-|-2,n4^8 

—  '^»i+l'W+S    ~     g'^  » 

u.     s.    w. 

-  »r «+  «r-i  ,«+* gj^ 

auf  die  Form 

■"•^V     8«      ^       8^        +        8f       +     •+         ^t       / 
gebracht  werden  können.    Nach  der  Voraussetzung  ist  aber 

eine  constante  GrOsse,  also 

~di~^       dt       ^       dt      +    ••+         dt        -"' 

und  das  Aggregat  der  obigen  Glieder  unserer  Hauptglekhuag  Te^ 
schwindet  folglich ,  so  dass  also  diese  Gleichung  auch  unter  d«n 
jetzt  gemachten  Voraussetzungen  in  die  Gleichung 

P,Lim2i  +  P,Lln>^+P,Lim^^+P4Lim^  +  ....=0 
flbergebt. '- 
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Bis  jetzt  sind  wir  immer  von  der  Voraussetzung  ausgegangen, 
dass  sich  das  System  der  Punkte 

in  Ruhe  hefinde.  Das  Vorhergehende  lässt  sich  aber  auch  um- 
kehren» und  man  kann  behaupten,  dass,  wenn  die  Gleichung 

P,Lim^^+/'aLim^+A^3Lim5^+P4Lim5j  +  ....=0 

iilr  alle  muglichen,  mit  der  vorausgesetzten  gegenseitigen  Verbin- 
dung der  Punkte 

ooter  einander  vereinbaren  Verschiebungen  oder  Verrfickungen  des 
Systems  erfüllt  ist,  die  Kräfte 

keine  Bewegung  des  Systems  hervorbringen,  sondern  dasselbe 
sich  in  Ruhe  befindet. 

Dm  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  dass  das  System 
sich  nicht  in  Ruhe  befinde,  sondern  von  den  KrSflten 

*  I  >     '%9    'Z  »   «4  >  •  •  •  • 

in  Bewegung  gesetzt  werde,  so  werden  die  Punkte 

am  Anfange  dieser  Bewegung  gewisse  unendlich  kleine  Wege  zu- 
rficklegen,  welche  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  sie 
sind,  als  gerade  Linien  betrachtet  werden  können.  Der  Zustand 
der  Ruhe  wird  sich  nun  herstellen  lassen,  wenn  man  nach  diesen 
Linien  direct  entgegengesetzten  Richtungen  an  den  Punkten 

gewisse  Kräfte 

Vi  >   Q%9  Qzf  O4»  •  •  •  • 
wirken  lässt,  fSr  welche 

9i*  9%>  9zf  ^4»''-* 
Dasselbe  bedeuten  mögen,  was  fiir  die  Kräfle 

Pl  >    -MB  9     *  •  >    -^4 » •  •  •  •  • 

die  Symbole 
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Pi9  P^9   Pb*  Pa*"" 
bedeuten.    Weil  nun  die  Kräfte 

'if    "zf   'S«  '4>*»'*«     Vi»  O2»  Q99   V*»--»« 

keine   Bewegung  des  Systems  hervorbringen,    so   gilt  nach  dem 
Obigen*)  die  Gleichung: 

P,Lim^^+PaLim^^+A>aI/im§^+P4L"n§J  + 
+  <?,  Lim ^^  +  <?a Lim -g  +  <?3  Lim  ^^  +  QtLim^^  + 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  für  alle  mögliehen  Verrflekongea 
des  Systems 

PiLini^^+/\Lim^+A^3Lim^^  +  /\Lim^*  +  ....=0, 

also  wegen   obiger  Gleichung: 

O,Lini|^+<?al-«m^+<?8LimJ^+O4LimJ^  +  ....=0. 

Offenbar  lässt  sich  nun  das  System  ganz  in  derselben  Weise  fer- 
rQcken^  wie   es  nach  der  gemachten  Annahme  von  den  Kräften 

"i ,    "2 »   'S  »   "4  >  •  •  •  • 

£ur  Bewegung  angeregt  wird.    Tbut  man  dies,  so  (allen  offenbar 
di^  Projectionen 

9i »   9t»  99»  74»  — 

sämmtlich  in  die  Verlängerungen  der  Richtungen  der  Kräfte 

Qi  9  Q^»  Q3  9  Cp4»"* •  •  • 

über  ihre  Angriffspunkte  ^ 

Ai ,   A^i    ^3,  ^4,.... 

hinaus»  und  sind  daher  sämmtlich    negativ.     Also  sind  offenbar 
auch  die  Grossen 


*)  Natürlich  werden  hier  auch  alle  oben  rucksichtlich  der  Verbindimg 
der  riinkte  des  Systems  onler  einander  gemachten  Voraunsetxuof^ 
festgehalten. 
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stromtlich  negativ,  insofern  nicht  etwa  die  eine  oder  die  andere 
dieser  Grinzen  verschwindet»  wodurch  jedoch  die  folgenden  Schlösse 
nicht  im  Geringsten  alterirt  werden  würden.  Folglich  sind  auch 
die  Producle  ^ 

QiLimJ^,  Q^Um^^,  OtLim  J^.  Q^Lim^,.... 
im  Allgeroeinern  säinrotlich  negativ,  und  die  Gleichung 

besteht  daher  im  Allgemeinen  aus  lauter  negativen  Gliedern,  welches 
ofenbar  ungereimt  oder  vielmehr  nur  dann  statthaft  ist«  wena  alle 
Glieder  derselben  einzeln  för  sich  verschwinden,  d.  h.  wenn 

QaLiro^=0. 
<?,Llm^^=0, 

Q4Lim|*=0. 

«  u.  s.  w. 

ist.    Aus  jeder  Gleichung  von  der  Form 


folgt 


0*LimJ5=0 


Oa  =  0  oder  Lim^*=:0. 

^71 


Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  sagt  aus,  dass  der  Punkt 
A  gar  kein  Bestreben  hat,  sich  nach  der  Richtung  hin  zu 
bewegen 9 »nach  welcher  eine  Bewegung  desselben  vorausgesetzt 
oder  angenommen  worden  ist;  die  zweite  Gleichung  sagt  aus,  dass 
der  Punkt  Ak  sich  nach  dieser  Richtung  hin  Oberhaupt  gar  nicht 
bewegen  kann;  in  beiden  Fällen  befindet  sich  also  der  Ponkt  Ak 
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In  Rahe;  and  da  dies  gani  in  gleicher  Weise  auch  von  jedem 
anderen  Punicte  des  Sj'stems  gilt,  so  befinden  sich  alle  Pookle 
des  Systems  in  Ruhe;  also  befindet  sich  das  ganze  System  io 
Toltkommener  Ruhe ,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Die  Gesamnitheit  der  im  Vorhergehenden  bewiesenen  Sätze 
nennt  man  dasPrincip  der  virtuellen  GeschwindigkeiteB. 

Die  Bedipgungsgleichiing 

/>iLim§^  +  />aLim^+/>sLini^^  +  />4Lim§J  +  ....=a 

welche  den  Hauptbestaudtheil  dieses  wichtigen  Principe  bildet, 
kann  man  auch'  auf  den  Ausdruck 

P,  Lim^.  ^<+/>.Lim^.^<+Pal-"m^.^f<+  P4Lim^J<+.«.=0 

öder  9  wenn  der  Ellrze  wegen 

dpj=Lim^.  z/<, 

d/i^  =  Lim^.  j^t, 

dp,=Ljm^.z/<, 

d/i4=:Lim^.  dtf 

u.     8.     w. 

* 

gesetat  wird,  auf  den  Ausdruck 

'    *       * 

bringen,  wobei  sogleich  in  die  Augen  föllt,  dass  die  durch 

^Pi»    ^Ptf  ^Pt»   ^4>««»« 

bexeichneten  Grössen'  sich  von  den  Grössen 

Pl  »  P2f  PZ9  P^f'* 

I  "k  * 

desto  weniger  unterscbeiden,  je  kleiiler  Ji  ist,  d.  II.  ja  kleiner  die 
Verriickung  -oder  Drehung  ist,  welche  dem  Sysleole  der  PaaU* 

^1  »     -«f  f     ^%  9     ^4  >  •  •  »  •  I 
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II. 

Die  allgemeinen  Bedtngungsgleiohungen  der  Ruhe. 

8.4. 
An  den  durch  die  reehtuinkligeh  Coordinaten 

^>  y>  «;   ^i»5fi»«i;   ^2' ^2«  <a;   ^.j^»  %;•••• 

bestimmten  Punkten 

A  f  Ai ,  A% «  A^  , . . . . 
••lleii  nach  beliebigen  Richtungen  die  beliebigen  Kräfte 

wirken.  Die  von  den  Richtungen  dieser  Krfifte  mit  den  Ricbtim^ 
gen  der  positiven  Thcile  der  Coordinatenaxen  eingeitchlos^en^rt, 
WY^  nicht  übersteigenden  Winkel  wollen  wir  respective  durch 

^pßpyi  «i^A.yr»   «•» /?«.  yti   «s^A.  ya;--     .    ., 

bezeichnen.  Jede  der  gegebenen  Kräfte  zerlegen  wir  In  dt^imit 
den  Coordinatenaxen  parallele  Kräfte.  Diese  Kräfte,  eo  wie  sie 
den  Axen  der  x,  y^  %  parallel  wirken,  sind  respective: 

PcoBttt    Pt^^***!»     P^to^te^f     PaCOStt^jt...; 
PQosß,    /\cos/?|,     P^cosß^p    Pgcos^,....; 

Pcosy,    Pi<J««yi,    Ptco^Yif    Pz^^^Ys,-"*; 
voftr  wir  jedoch  der  Kfirae  wegen  im  Folgenden 

Z,  Zi,  Z^f  Z3,.... 

schreiben  wollen. 

Dte  Bedingungen  des  Zustande«  der  Rtibe  de«  Sy^feitis  det 
Punkte 

Insofern  an  denselben  die  Kräfte 

P»  Pi9  «2»  -■•••••• 
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wirken,  müssen  offenbar  einerlei  sein  mit  den  Bedingungen  des 
Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  dieser  Punkte ,  wenn  wir  uns 
die  obigen  Kräfte  durch  die  Kräfte 

Yf    M >  •  «a »   «a » •  •  •  • » 

Z,        Zl  f       Z2  f       Z^  y  .  •  •  . 

ersetzt  denken,  weshalb  wir  von  nun  an  nur  diese  letzteren  Kr&fte 
in's  Auge  fassen  wollen. 

Uro  unter  dieser  Voraussetzung  die  Bedingungen  des  Zostan- 
des  der  Ruhe  des  Systems  der  Punkte 

ZU  finden,  denken  wir  uns  demselben  eine  unendlich  kleine  Dre- 
hung oder  Verruckung  ertheilt,  und  wollen  nun  einmal  bloss  den 
Punkt  A  und  die  an  demselben  wirkenden  Kräfte 

X,  r.  z 

einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen,  indem  Dasselbe,  vrv 
▼on  dem  Punkte  A  gilt,  dann  auch  von  allen  übrigen  Punkten  des 
Systems  gelten  wird. 

Die  auf  jden  Richtungen  der  Kräfte  X,  Y,  Z  genommeneo, 
dem  Zeitintervalle  oder  der  Zeitveränderung  Jt  entsprechenden 
Projectionen  der  virtuellen  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  seien 
Pf  q,  r.  Diese  Projectionen  sind  nach  I.  positiv  oder  negativ,  je- 
nachdem  sie  auf  den  Richtungen  der  Kräfte  A,  F,  Z  selbst,  oder 
auf  deren  Verlängerungen  über  den  Puilkt  A  hinaus  liegen.  He- 
zeichnen  wir  nun  die  der  Zeitverändernng  At  entsprechenden  Ver- 
änderungen der  Coordinaten  x,  y,  z  durch  Aar,  Ay,  Az,  und  fassen 
einmal  die  Kraft  X  in's  Auge,  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  ein- 
fachen Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass,  jenachdem  die  Kraft  X 
positiv  oder  negativ  ist, 

p  =  jdx  oder  p=z  —  Aa! 

ist    Bezeichnet  nun  (X)  den  absoluten  Werth  von  X  so  ist,  je- 
nachdem X  positiv  oder  negativ  ist, 

(jr)=jroder  (X)=--X; 

nach  dem  Vorhergehenden  folglich  offenbar  immer 

{X)pzsiXAx, 
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Ueberhaupt  ist  also,  wenn  wir  die  absoluleo  Werthe  von  X^   T, 
Z  dnrch  (X),  (Y),  (Z)  bezeichnen: 

(X)p=XJw,    iY)g=YJff.    (Z)r-ZJti 
also: 

Wj^—^jl'   y^>jt—^dt*   ^^^jf^^Jt' 

und  folglich: 

(jr)Lim^,=  jrLini-^. . 


(F)Lim4,=  FLim^. 


(Z)Lim^^=ZLini2^5 

oder  nach  den  Begriffen  Her  Differentialrechnung: 

{X)Um^^=X^, 

(Z)LiniJ-^=z|. 

Dies  vorausgesetzt»  erhält  man  nun  aus  dem  Princip  der  vir- 
taellen  Geschwindigkeiten  för  den  Zustand  der  Ruhe  des  Systems 
der  Punkte  A,  A^.  A^,  il„....  unmittelbar  die  folgende  Bedin- 
gongsgleichung : 


+  A,-g^+F,-^  +  Z,^ 
+  JC,-g^  +  Fs^  =  Z,g^ 


u. 
oder 


1 
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A'fibrf  rayf£at 

+  A'.a«,  +  F,8^,  +  z,ai, 

+  A,8a;3  f  Y^dy^  +  Zj8r,\ 
oder  der  Kürze  weg(*n: 

Durch  ehieii  beliebigen,  durch  die  primitiven  Coordinaten  Xf^t) 
bestimmten  Punkt  wollen  ivir  uns  nun  ein  neues  rechtwinkligem 
Coordinatensystem  der  a?',  y\  J  gelegt  denken,  und  wollen  die 
Coordinaten  der  Punkte 

">  •"!  >  ""a »  -"3 » •  •  •  • 
lu  Bezug  auf  die»#ß  Heut  System  reqpectWto  duri:b 

.^'.  y',  «';    ^i'»  yi'.  »/;    ^',  92'»  «2';    ^3'»  ^3'»  h'j- •• 

bezei'hncn.     Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

cos  {xx*)  =  «1 ,     C08  (.tr^')  =  6i ,    cos  (^2')  =  Ci ; 

cos  (y  x' )  =  «2 ,    cos  (yy' )  =  ^2  •     *^^*  Cv^')  ^^  ^«  • 
cos  (xj:')  =  «3 ,     cos  (zy')  =  63 ,     C08  (xx')  =  03 ; 

«o  bullen  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwaodlttng  der  Coordi- 
Malen  die  folgenden  Gleichunpreo: 

y =t?  +  a<ix*  \b^\f  f  c^x', 

2=Jf  «a^'  +  ^'+Cax'. 

Lassen  wir  jetzt  das  neue  Axeosystem  mit  .dem  Systeme  der 
Punkte  rl,  /l|,  A^^  A^^,^,  in  eine  feste  Verbindung  treten,  so  «|' 
leiden  durch  keiue  Verrückung  dieses  letzteren  Systems  die 
Coordinaten 

x\  y,  x';    ari',  jfi',  i/;    x^',  y»'.  V;    «3'*  ys'»  V;-'- 
eine  Verftnderung,  Indem  offenbar  bloss  die  Grossen  jr,  %  }  ^^^ 

«i»  ^1»  C\\    «»»  6a>  c%;    03^  *3»  <?8 
geändert  werden,  woraus  sieh  ergiebt,  dass  in  den  Gleichung** 


:■.».(■ 
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wenn  man  dieselben  differentiirt ,  die  Grössen  x\  y',  %'  als  con- 
slant,  alle  übrigen  Grossen  dagegen  als  variabel  zu  betrachten 
sind;  and  flihrt  man  also  jetzt  diese  Differentiation  aus,  so  er- 
hält man: 

Zwischen  den  neun  Grossen 

«1»  *i»  Cj;    113,  69,  c^;    ag,  ^,  C9 

finden  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgendtn 
sechs  GUichMgen  Statt:  .  r 

und 

a|<?i+fl«cj  f  ö»c,=0, 

Multiplicirt  man  also  die  Gleichungen 

ar  =x  +  flia:'+  6,^'  +  c,  t' , 

I  =  j  +  <r8Jr'+  65^'  +  Cgx' 

nach  der  Reihe  zuerst  mit  ai ,  a^»  Osi  dann  mit  61»  6^,  6|,  dann 
auch  mit  C|,  c«,  C8>  und  addirt  sie  in  jedem  einzelnen  Falle  hier- 
auf zu  einamler,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gletefcungen: 

ä'=  «1  (ar — T) +ii,(y  - 1^) -f  <is(«  -  f) , 
z' =  C|  (JT  -  r)  +  Ct(y — 9)  +  c,(»  - 1)> 


-.1 
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und  fuhrt  man  diese  AuNdrOcke  von  x',  y',  i'  in  die  obigeo  Aas- 
dracke  von  dx,  By,  dz  ein ,  i^o  ergiebt  sich : 

3^= ar  +  (x  -  r)(«ri8«i  +  biBhi  +  CiBc^ 

+  (»— l)(ö»9oi  4  63861  +  cjaci)» 
ay  =  at^  f  (a:  -  jr)(a,  80,  +  6186»  +  c^Bca) 
+  (y  —  I^)(a28fl2  ^  64864  +  C28C4) 
+  (^-1)  («tSoa  +  6,86a  +  c^dc^ , 

ds  =  81  f  (^— Jr)(ai8a8  +  61869  +  CiBc^) 
+  (y-  «?)(fl28«s  +  6a86,  +  c^c^) 
+  (2  —  Ö  (fl88at  +  6s86g  +  c,8c3). 

Nan  ist  aber  nach   den  Lehren  der   analytischen  Geometrie 
ancht 

fli'f  6x«  +  ci«=l, 
V+6a«  +  ci«=l, 

V  +  6s«  +  V=l 
«ttd 

«ifls  +6i63+€?iC3=0, 

ö««s  +  6269  f  C2!C^  =  0 ; 
fotglleh,  wenn  man  differentiirt,  wie  man  leicht  findet, 

a,8oi+6,86|+ci8ci==0, 
—  Oadna -|- 64864  *fc^8ca=0, 

05803  +  63863  +  C38C3 =0 
und 

ogdtf,  +  64861  +  c^dci  =— (o,8cra  +  6|86b+0i8c4)» 

01803  +  61863  +  Ci8c^ =— (a,8a,  +  63861 +c^8ci) , 
03804  +  A1864  +  C38e4==  —  (04803-1-  6486^  +  €^,)  ; 

also  nach  dem  Obigen: 
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ar = ar  +  (x — I)  (fla^fli  +  «38*1  +  cjdci ) 

82  =  :öj  +  (y  -  t?){iiaa^3  +  6^8*3 + CaSca) 

-  (^  ~  r)(r'88öi  +  V*i  +  Cs8ci ) ; 
oder,  wenn~der  Kürze  wegen 

8/i  =  Oi3ff2  +  Ai8*a  +  CiScj , 
8A  =  ajSai  +  63861  +  c^dci , 
dn  =  ajia^  -f  62865  +  ^^803 
gesetzt  wird: 

aa:=ar  +  (2  - 1)  8A  -  (y— t?)8i[4. 
8y=8i?  +  (ar-r)8f«-(x-|)8jc, 
81  =8j  +  (y— i^)8jc— (x— r)8A. 

Weil  nun  auf  diese  Weise  überhaupt 

i«t,  so  wird  die  Bedingungsgleichung 

Z(Xdx'\-  F8y+  Z&)=0  '' 

des  Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der  Minkte  A^  A^  A^,  A^,..„, 
wenn  in  dieselbe  die  vorstehenden  AnsdrQcke  von  San 9  Syn,  82« 
cingefflhrt  werden: 

« 
« 

■i-£(xY-jfX).dn+£(3fZ-'tr).dx  +  £(tX—xZ).dX  \=sO. 
+  £(tfdit^ldX)£X  +  (:fi*-xBii)£r+(}tdX—ttd%)£Z 

Maltiplicirt  man  die  drei  Gleichungen, 
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zuerst  mit  ar,  o^,  a^;   dann  mit  6|,  fr^'  *3  5   ^ä"**  "*'*  ^i>  ^»  ^«'' 
und   addirt  «ie  in   jedem  einzelnen  Falle  zu  einander,   ao  erhält 

mnn: 

dci  =c^di  —  Csdjbi. 
Aus  den  Gleichungen 

♦ 

«3802  +  683^2  +  c^Bc2 = — 8x 
er<4iel)t  sich  auf  ganz  gleiche  Weise: 

■  da2= «1  SjiA — «38»^ , 

S^'a  «  Cj8|»  — ^38«; 
und  aus  den  Gleicbuoj^en 

OiBa^  f  Ai 863  +  Ci8c8  =: — 8A , 
o^^a^  +  ^2(96^1  +  c^dc^  =  8ji, 

fl38cr3  +  638^8  +  C38C8  =  0 

erhalt  man  eben  so:  ^ 

^368=628x— Ai8A, 

0«»8  2:  C26M -^  Ol  8A. 

Hieraus- sieht  man,  dass  die  Grossen 

8a|,  861,  8ci ;    Sa^»  86^,  8ca;    803,  643,  tcg 
sich  durch  dre  Grossen  Bx,  dl,  dft  ausdrücken  lassen. 
Ist  nun  xuerst  das  System  der  Punkte 


me  M^9m.  äedfMffmg0{^tcA.  der  Itukt  u,  der  Sewegunj^.     435 
ein  v5Hig  freies  System  ,sa  kUnöen  offeabar.  sowohl  die  Grdssen 

als  auch  diejenigen  unter' deii  nenn  Grusson 

3fli ,  dbij  Bci;    da2,  862,  8<?2'»    ^^s>  ^^^9  ^^a? 

von  denen  dre  (fbrl^en  abhfingen,  wlllkffhrlieh  arr<?enomnien  werden. 
Nach  dem  Obigen  bestehen  aber  zwischen  diesen  neun  Grössen 
sechs  Gleichungen,  weshalb  drei  derselben  willlaihrlich  angenommen 
werden  können.  Weit  non  aber  diese  neMn  Grössen  durch  9», 
dl,  d(i  ausgedrflckt  werden  können,  so  lassen  sich 

willköhrlich  annehmen.  I]ler^9  vnd  aus  dem  Obigen  ergiebt  sich, 
dass  die  sechs  Grossen 

dx,  dtf,d}\    dn,  dk,  d(i 

willkührJich  angenommen  werden  können. 

Bringt  nian  nun  die  oben  gefundene  Bedingungsgleichung  des 
Zastandes  der  Ruhe  des  Systems  der  Punkte  A,  Aiy^Au  ^^3,.... 
oder,  was  hier  Pa<i«Q|be  ist,  des  Gleichgewichts*)  der  ^rSft^^ 
P,  Pi,  P^y  P3,....,  auf  die  folgende  Form:. 


*)  Inaofem  man  von  Kräften  sagt,  daii  sie  unter  einander  im  Gleich- 
gewichte seien,  wenn  thre  Wirkongen  sieh  gegenseitig  Töllig  aufheben, 
•0  data  aie  also  eigentlich  gar  keine  Wirkung  hervorbringen,  kann  man 
X.R.  Ton  zwei  gleichen,  an  einem'  gleicharmigen  Hebel  der  ersten  Art 
nach  parallelen  Richtungen  nnd  nach  derselben  Seite  hin  wirkenden 
Kräften  im  eigentlichen  Sinne  nicht  sagen,  dass  dieselben  im  Gleichge- 
wichte seien,  wie  wohl  Öfters  geschieht.  Denn  die  WirkuBgeo  dieser 
Kräfte  heben  sich  keineswegs  gegenseitig  Tollig  auf;  Tielmehr  bringen 
dieselben  noch  eine  sehr  merkliche  Wirkung  hervor,  nämlich  den  Druck 
Ml  den  Qn^hRtiiikt  ato  lUihef  nakt  da»  Il<^la«  Mao  kam  aUo  in  die- 
^«ai  F<i^a  ^nr  sagea,  dasa  der  Hebel,  d.  h.  da«  System,  an  welchem  die 
beiden  Kräfte  wirken,  sich  ia  Buho  btinde«  Ich  bemerke  dies  hier, 
ilaniit  im  Folgenden  nirgends  su  einem  Missverständnisse  der  von  mir 
gebranchten  Ausdruck»  Varanlassiiag  gegeben  werAen  käaae.  Im  Falle 
eines  gRnK  freien  Systems  wie  oben  fällt  natürlich  die  Ruhe  des  Systeme 
^1  dem  €leiehgewiebte  dtr  an  demselben  wirkenden  Kräfte  ganz  tu- 
sammen. 
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+  [ZixY'-yX)  -  (x£r^tf£X)]B(ij  _ 


+I2:(ijr— ^Z)—  (}2X'-x£Z)\di 


00  ergeben  sich  aas  dieser  Gleichung,  weil  in  derselben  dx,  dtf,  d}; 
d»f  Bl,  Bit,  wilikuhrlich  angenommen  irerden  können,  d.  h.  weil  die* 
selbe  unabhängig  von  bestimmten  Wertben  dieser  sechs  GruMen 
besteht,  unmittelbar  die  sechs  folgenden  fSr  sich  besteheodeo 
Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  eines  völlig  Dreien 
Systems : 

2X=zO,    2;F=0,    ZZ=0; 

-S(3^Z- 1 F)  -  (i^XZ  - 12: F)  =  0, 

2:  (ijr  —  arZ) — (|2:jr — jrZZ)  =  0 ; 

welche  aber  vermöge  der  drei  ersten  GleichuDgen  lo  die  secb 
Gleichungen': 

j?jr=o,  2:f=o,  2;z=0; 

2:(;jF— yJC)=0,    2:(yZ-iF)=0.    2:(iX— a:Z)=0; 
also  nach  dem  Obigen  in  die  sechs  Gleichungen : 

2:/>cos«=0,    £Pco8ß=0,    £Pco8y:=L0; 
ZP(x  cos  ß  — y  cos  a) = 0 , 
2?P(ycosy  — 2cos/3)=0, 
£P{i  cos  a^x  cos  y)  =0 
übergehen. 

Enthält  ferner  das  System  der  Punkte 

einen  festen  Punkt,  um  den  es  sich  drehen  lässt,  so  nehme  man 
diesen  festen  Punkt,  was  offenbar  verstattet  ist,  als  Anfang  der 
{xyx)  und  zugleich  als  den  Punkt  (rt;;)  an.    Dann  ist 

jr=o,  1^=0,  ?=o,  ar=o,  ai;=o,  aj=o 

lind  daher  die  obige  allgemeine  Bedingungsgleichong  der  9x^ 
des  Systems  der  Punkte  Ay  Ai,  A^,  A^,,.,,i 
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welche  Gleichung,  da  sie  för  alle  Werthe  von  dn,  dA,  d^  oder  un- 
abhängig von  bestimmten  Werthen  dieser  Grössen  gilt,  unmittelbar 
sa  den  drei  folgenden,  för  sich  bestehenden  Bedingungsgleichungen 
der  Ruhe  unsers  Systems  fährt: 

2:(arF— yA)  =  Ü,  J?(yZ— zF)  =  0,  2:(iJ¥ - arZ)  =0; 

oder  nach  dem  Obigen: 

ZP(a:coaß — ycosa)=0, 

2?P(ycosy—  2cos/3)=0, 

£P(z  cos  €i  —  arcosy)=:0; 

bei  denen  man  wohl  zu  beachten  hat,  dass  der  feste  Punkt  des 
Systems,  um  den  sich  dasselbe  drehen  iHsst,  als  Anfang  der  Co- 
ordinaten  angenommen  worden  ist. 

Wenn  endlich  das  System  der  Punkte 

eine  feste  gerade  Linie  enthält,  um  die  es  sich  wie  um  eine  Aza 
drehen  lässt,  so  nehme  man  diese  gerade  Linie  als  Axe  der  xf 
an,  und  hat  dann,  weil  jeder  Punkt  dieser  Linie,  also  auch  der 
Punkt  (p^i),  unbeweglich  ist,  offenbar 

ar=0,  dt9=^0,  8j=0; 

und  ansserdem 

dei=0,  8ct=0,  ac,=rO. 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

dci=zc^dl — Cj3/A, 

dc^ = C|  8|i*  —  c^Bk', 

dc^=c^K — C|9A 
ist,  so  haben  wir  die  drei  Gleichungen 

• 

▼on  denen  jedoch,  wie  auf  der  Stelle  erhellet,  eine  jede  eine  un* 
mittelbare  Folge  aus  den  beiden  andern  ist  Also  existiren  zwi- 
schen den  drei  Grössen  dx,  dl^  8^  twei  Gleichungen,  und  es  bleibt 
daher  immer  nur  eine  dieser  drei  Grossen  der  wHIkfihrlicfaeo  An- 


tos    Oruneri:   Bat  PHmlp  4%r  wirtutU,  Gt9CkmMa§Mim  vml 

nahmk  lanfielfii  gestellt  Nehm^a  wk  non  fetHer  die  feett  Dre- 
hung^axe  auch  als^Axe  der  2:  an,  8o  ist  offenbar  {xz')=W^,  (jfz') 
=0O<*,^^o  ci=0,  ca=0.    Nach  dem  Vorhergebenden  Ist  aber 

8x  =  — 3|[i,    3A=t— 3^; 
Ca  C3 

also  dx=0,  dA=0,  da  C8  =  cos(u')  =  l  ist.  Endlich  ist  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  auch  x=0,  9^0;  und  nehroeo  wir 
nun  alles  Dieses  zusammen  j  so  nird  die  obige  allgemeine  Be- 
dingungsgleichung des  Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der 
Punkte  A,  Au  A^y  ^3,....: 

2:(arr-yjr).a|ii=:0, 

worani»  weil  9fi  willkührlicb  ist|  die  Bedingungsgleichuog 

oder 

2??^  (a:  cos /5 — y  cos  a)  i=  0 

folgt,  bei  der  roau  aber  zu  beachten  hat,  dass  die  x-Axe  desCo- 
ordinaleosytfteme  10  die  feste  Axe  des  Systems  gelegt  worden  i^ 

Wenn  die  Kräfte 

«  »  «1  f  ^a  >  *  8  *  •  •  •  • 

sämmtlich  nach  parallelen  Richtungen  nirken,  und  die  nach  der 
einen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach  der  andern 
Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ  betrachtet  werden,  se  t^olitB 
wir  annehmen,  dass 

«  >   '  2 »  ■4  >  «  e » • . . . 
die  positiven,  dagegen 

/ 1 ,  P% ,   "^ ,  Pf ,.-... 
die  negativen  Kräfte  seieh. 

Ist  nun  das  System  der  Punkte  A,  Ai,  A^,  A^ «^  ^^'^^ 

fVeies  System,  so  sind  naeh  dem  Obigen  die  Bediogaagen  dei 
Znstandes  der  Ruhe  dieses  Systems  1  oder  des  C^teiehgewitih^ 
der  Kräfte  P,  P^  /\,  P, ,....,  efenbar: 
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V 

t  I  <  *  r  .    - 


'  '^  I  =0, 

— P,co8yj  — Pacosya— Pöcosyj  — Prcosyy  — ...J 


ond  ... 


f    • 


+  P^{^^  C08  /34  —  ^4  C«)8  0f4)  +  .'.../ 

-  Pi  (oTi  COS  Pi  —  yi  co8a,)--p3(jr3cos/53  — ya  coscfa) 


P(yco$y— iCQ8ft  +  P»(j/aC08y2— ;ftCO«/?a>' 

+  ^(y4  cos  y4  —  U  <Jo8  /J4J  +  •  •  -^l  ^J^  ^' 
^  '^1  (yi  cos  yt  —  t,  cos  ßx )  — I A  (ys  co»y3  —  »s  c«^  A)  ( 

-  ^5(^5  cos  75  —  Xft  cos  ^5)— . . : : V  •;  ^^ ' 


l  '1    » 


9  '    » 

P(2  cos  «  —  a:  cos  y)  +  p2  (xa  cos  «a  —  «^a  cos  ya) 


+  ^^4  W^o^  ^4 — a-4  co^  yi);^ : . .  .1 


^^i(aiCOs«i— ar,co»y,)--P8(J3COö«^-^'afiCO«)%>  : 

— Pö(25  cos  «5—^-5  COS  y^)  -r 


'    -   T    > 


t   • 


Weil  aber  wegen  der  ParallelUtät  der  Richtungen  der  sämmtlichen 

gegebenen  Kräfte  offenbar 

•    •  • 

COSaztcoscCa  =  C0Bcr4= ....  = —  cos  «^  =  —  cos  0^3= — Cos«5 ;;?....» 

C08/3  =  C0Sj5a=CO#i3l4S=*  r...=t=  —  COSkftsÄ— C4Mli^a3P'— COH/^cÄ...., 

C08y=eo8tf^9Kcosy«3P..-.  ^"-  co8yi  =  — cosy^sr, —  cosy3=.... 
^•t,  80  werden  diese  Gleichungen: 
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Qosa£P=0,    eoBß2P=:0,    co9y£P=0; 
coBßZPai—cosaSPgzsO, 
cos  y  ZPy  —  cos  ßZPi  =  0, 

cos  ctSPz —  cosyZPx^=^0 
oder 

cos  ßZPx — C08  a-TPy = 0 , 

co»y£Py  —  cosß2Pz=zO, 

cos  aZPi — cos  yZPx  =  0. 

Jede  der  drei   letzten  Gleichangen  ist  aber  eine   Folge  ans  4eo 
beiden  andern;  also  sind  die  Bedingungsgleichungen: 

ZP=Q, 

4 

COS  y  J?Py  —  cos /5  J?ft = 0 , 

coscf^Ps — cosy2?Pj?=0. 

Nehmen  wir  nan  die  Ebene  der  xy  auf  den  Rlchtangen  der^ 
gebenen  Kräfte  senkrecht  an,  so  ist 

cosa=0»    cos^=0«     cosy  =  J:l; 

und  unter  diesen  Voraussetzungen  werden  also  die  BedingooS*' 
gleichungen : 

ZPzzzü,    ZPx=0.    ZPy-0. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  ergeb^o 
sieb  aus  dem  Obigen,  auf  ganz  ähnliche  Art  irie  vorher,  weoo 
der  feste  Punkt  als  Anfang  der  Goordinaten  und  die  Ebene  ^^ 
xy  auf  den  parailellenr  Richtungen  der  Kräfte  senkrecht  aogenoin- 
men  wird,  Air  den  Znstand  der  Ruhe  des  Systems  die  Bedio* 
gungsgleichungen : 

-rPa:  =  0,     ZPy=:Q. 

Ist  das  System  um  eine  feste  gerade  Linie  drehbar,  so  ^^' 
giebt  sich  aus  dem  Obigen  leicht,  dass  der  Zustand  der  Boh^ 
des  ^Sterns,  wenn  man  die  in  Rede  stehende  feste  gerade  Lioio 
als  Axe  der  %  annimmt,  durch  die  eine  Gleichung 

A^n                «n        A       «      cosa      ZPx 
cos  ßZPx  —  cos aZPy  =  0    oder g  =s  -jpr 

bedingt  wird. 
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Liegen  die  Richtungen  der  KrSfle 

säromtlich  in  einer  völlig  freien  Ebene,  so  nehme  man  diese  Eben« 
als  Ebene  der  xtj  nn.    Dann  ist 

Z  ns  2i  ^  %%  ^S  Zj  =  . . .  •  =  ü  > 

cosy  =  co8yj  =eosy2=co8y3=....  =0; 

und  die  Bedingangsgleicbungen  für  den  Zustand  der  Ruhe  des 
Systems  der  Punkte  A^  Ai,  A^,  A^,...,,  oder,  was  hier  Dasselbe 
ist,  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  P,  P^  P^,  Ps»*-»  *>nd  also 
nach  dem  Obigen: 

i:Pcosa=0,     2Pcofiß=0,     2:P(;rcos/5— ycosa)  =  0. 

Ist  die  Ebene,  in  welcher  die  Riehtungen  der  sämratlichen 
Kräfte  wirken»  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  nehme  man, 
indem  die  Ebene  selbst  wieder  als  Ebene  der  :r^  angenommen 
wird,  diesen  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  unter 
welchen  Voraussetzungen  dann  der  Zustand  der  Ruhe  des  Sy- 
stems nach  dem  Obigen  durch  die  eine  Gleichung 

vollständig  bedingt  wird. 

Sind  die  Richtungen  der  in  der  völlig  freien  Ebene  der  jry 
wirkenden  Krfifte 

P9  Pi »  P% »  "3 , . . .  • 

sSmi^itlich  einander  ^parallel,  und  man  betrachtet  jetzt  alle  die 
nach  der  einen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  alle  die 
nach  der  anderen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ;  so  nehme 
man  die  Axe  der  x  auf  den  sämnitlichen  Richtungen  der  Kräfte 
senkrecht  an.     Dann  ist 

COSa  =  cos«!  =C0Stfjrr:c0Sa3  =z.  I . ,  =0, 

und  die  Cosinus  der  Winkel  |3,/3i,  /S^,  ß^ sind,  wenn  man  nur  den 

positiven  Theil  der  Axe  der  y  im  Sinne  der  Richtuncen  der'  po- 
sitiven Kräfte  nimmt,  der  positiven  oder  negativen  Einheit  gleich, 
jenachdem  die  entsprechenden  Kräfte  positiv  oder  negativ  sind. 
Dies  vorausgesetzt,  erhält  man  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die 
folgenden  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der  Rohe  des 
Gleichgewichts  der  Kräfte  P,  P^,  /\,  P, 
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ZPsiO,    SPx—0. 

Ist  die  Ebeoe  der  xy^  in  welcher  die  Kräfte  P»  P^»  P^  Pt»**"p  deren 
Richtungen  einander  sSmmtlich  parallel  sind,  wirken,  um  eineB  festen 
Punkt  drehbar,  so  nehme  man  diesen  Punkt  als  Anfang  der  Coor- 
diiiaten  an,  und  lege  die  Axe  der  x  wieder  senkrecht  auf  die  pa- 
rallelen Richtungen  der  Kräfte.  Dann  wird  nach  dem  Obigen  der 
Zustand  der  Ruhe  des  Systems  durch  die  eine  Gleichung 

ZPx-O 

vollständig  bedingt,  wobei  naturlich  wieder  die  nach  der  einen 
Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach  der  anderen  Seite 
hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ  betrachtet  worden  sind. 


Die    allgemeinen    Bedingungsgleichungen     der 

Bewegung. 

S.  5. 

Wir  denken  uns  ein  System  materieller  Punkte*),  and  wollen 
deren  Massen ,  so  wie  der  Kürze  wegen  auch  diese  Punkte  selbst, 
durch 

m,  Uli,  11I9,  m^9  m4,.... 

bexeichnen. 

Setzen  wir  nun,  dass  auf  alle  diese  Punkte  Kräfte  wirken, 
welche  denselben,  wenn  sie  nicbt  zu  einem  Systeme  verbunden 
wären,  durch  momentane  Wirkungen  nach  gewissen  bestimmten 
Richtungen  hin  respective  die  Geschwindigkeiten 

u,  tli,   tl«,  Ms»  U4,.... 

ertheilen  würden;  so  werden  diese  Punkte,  wegen  ihrer  Verbindong 
unter  einander,  sieh  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
entsprechenden  Richtungen,  sondern  nach  gewissen  anderen  Richtun- 


*)  Die  Erlauterong  ▼«itchiedener  allgemeiner  Kegriffe,  die  hier  anil 
Im  Folgenden  vorkommen,  welche  in  einem  Systeme  der  ganzen  Wiscen* 
•obuft  nicht  fehlen  darf,  ibergehen  wir  der  Kurze  wegen  in  dieser  Ab* 
bandliiug.  NamenCHch  mnss  hier  auch  die  Lehre  vom  Schwerponkie 
▼oraoffgelien,  die  ja  bekanntlich  gans  anf  Prindpien  der  Statik  beruhet 
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gen,   out  geMiaseu  anderen  Gtaobu indigkeiten ,  die  wir  durch 

^y    ^l  f  V%9   ^8>   t?4,  .  .  . . 

bezeichnen  wollen,  bewegen.  Denken  wir  uns  jetzt  die  Kräfte» 
welche  nach  ihren  Richtungen,  wenn  man  sich  die  in  Rede  ste- 
henden Punkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  die  Ge- 
schwindigkeiten 

f  >  W|  ,  U^f  ti3 ,  ti4 , . . .  • 

heiTorbringen ,  aus  den  Kräften,  welche  nach  ihren  Ricbinngen 
die  Geschwindigkeiten 

^'f  *?i>  <^2>  *%»  *'4>•••• 
hervorbrlngen,  und  gewissen  anderen  Kräften,  die  nach  gewissen 
Richtungen   die  Geschwindigkeiten 


tr,  tri,  IT«,  u?,,  104, 


•  •   •  r 


hervorbringen,  zusammengesetzt;  so  kOnnen  wir  statt  des  ersten 
Systems  von  Kräften  die  beiden  anderen  Systeme  setzen.  Da  es 
sich  hier  nur  um  eine  momentane  Wirkung  der  Kräfte  handelt, 
so  sind  bekanntlich 

mu ,  niiUi ,  m^u^ »  m^v^ »  ^4,^^* . . . . ; 

mv ,  f^iVit  m^v^t   ni^v^t   ii}4D4,....; 

ifito ,  fHitTi ,  11^2^  •  "'s^s»  ^4^4»  •  •  •  • 

die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräften  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  es  bringen  also  unter  allen  Bedingungen, 
man  mag  sich  die  Punkte  des  Systems  als  frei  oder  unter  ein- 
ander verbunden  denken,  die  Kräfte 

tnv,  ff^iVi ,   11^2^2»  ^i^z»  tn^v^,. . » .\ 
mw'f  iii|tr|,  "'^t^*  fa^S'  1^4104,.... 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

De«kt  man  sich  aber  die  Punkte  unter  einander  verbunden, 
80  bringen  die  Kräfte 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

um,  iit|tii ,  m^u^i,  m^u^ ,  »14114, .... 

29* 
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Also  bringen»  wenn  man  sich  die  Punkte  als  unter  einaoder  ver- 
bunden  denkt,  die  Kräfte 

tnv ,   tniPif  tn^t^f  ''ist^s»  iit4t?4,....; 

ntw ,  niitDi  p  tn^w^ »  tn^to^ ,  m^tD^ , . . . . 

ganx  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

woraus  sich  ergiebt»  dass,  wenn  man  sich  die  Kräfte 

fitto»  ttiiWif  m^WQ^y  fn^w^f  tn^tc^f*,*> 

allein  an  den  zu  einem  Systeme  unter  einander  verbundenen 
Punkten  wirkend  denkt,  das  System  in  Ruhe  bleiben  wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  daa  System  auch  dann  in  Ruhe  bleiben  wird,  sowohl  weoo 
man  sich  an  den  Punkten  desselben  nach  ihren  ursprünglichen 
Richtungen  die  Kräfte 

tnu,  ifijtii ,  tn^u^,  ff^s^B*  ^4^4 >  •  •  • ' 

und  nach  ihren  ursprunglichen  Richtungen  entgegengesetzten  Rtc^ 
tungen  hin  die  Kräfte 

als  auch  wenn  man  sich  an  den  Punkten  des  Systems  nach  ihren 
ursprünglichen  Richtungen  entgegensetzten  Richtungen  hio  die 
Kräfte 

tnu ,  fii|ti| ,  ifi^t^^»  "^i^z »  ^4Ma»  *  *  *  * 
und  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  die  Kräfte 

mv ,  ftiifi ,  fitzt's»  ffhPz*  ^'^4^4»  •  •  •  • 
wirkend  denkt. 
Die  Kräfte 

plegt  man  die  urspranglich  mitgetheilten  Quantitäten 
der  Bewegung  zu  nennen;  dagegen  nennt  man  die  Kräfte 

wio ,  iftif?! ,  tn^v^ ,  9?t3t^ ,  111494 ,  . . .  • 

die  wirklich  Statt  findenden  Quantitäten  der  Bewe- 
gung; endlich  heissen  die  Kräfte 
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tnWf    ''H^*    fn^tio^f    iis^'    11141049 •••• 

die  gewonnenen    oder   verlorenen   Quantitäten   der   Be- 
wegung. 

Unter  Anwendung  dieser  Benennungen  lassen  sieb  nun  die 
oben  gefundenen  SStze  auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 

1.  Wenn  man  sieb  an  zu  einem  Systeme  mit  einan- 
der verbundenen  materiellen  Punkten,  welche  von  be- 
liebigen momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt  wer- 
den, bloss  die  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitä- 
ten der  Bewegung  wirkend  denkt,  so  bleibt  dasSystem 
in  Rübe. 

2.  Wenn  man  sieb  an  zu  einem  Systeme  mit  ein- 
ander verbundenen  materiellen  Punkten,  welcbe  von 
beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  nach  ihren  ursprunglichen  Richtungen  die 
ursprünglich  mitgetheilten  Quantitäten  der  Bewegung 
und  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  die  wirklich  Statt  finden- 
den Quantitäten  wirkend  denkt,  so  bleibt  das  System 
\u  Ruhe. 

3.  Wenn  man  sich  an  zu  einem  System  mit  einan- 
der verbundenen  materiellen  Punkten,  welche  von 
beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt  %ver- 
den,  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  die  ursprünglich  mitgetheilten 
Quantitäten  der  Bewegung  und  nach  ihren  ursprüng- 
lichen Richtungen  die  wirklich  Statt  findenden  Quan- 
titäten der  Bewegung  wirkend  denkt,  so  bleibt  das 
System  in  Ruhe. 

Das  in  diesen  drei  Sätzen  ausgesprochene  Princip  heisst  nach 
seinem  Erfinder  das  D*Alembert*sch.e  Princip. 

5.  6. 

Die  einzelnen  Punkte  des  im  Vorhergehenden  betrachteten 
Systems  bezeich^ien  wir,~  wie  schon  in  §.  5.  bemerkt  worden  ist, 
der  Kürze  wegen  durch  die  entsprechenden  Massen  selbst,  also 
durch 


... 


fit,    ni| ,    fiigt    vn^ ,    tn^t 
and  wollen   nun  annehmen,  dass  an  Ende  einer  gewissen  Zeit  I 
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die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebig  angenom- 
rotnes  rechtwinkliges  Coordiriatensystem  respective 

seien,   indem  wir  alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit 
t  betrachten. 

Von  allen  Punkten  des  Systems  wollen  wir  als  Reprfisentan- 
ten  der  librigf^n  nur  einen,  etwa  den  Punkt  m,  in*s  Auge  fassen, 
bemerken  aber  sogleich,  dass  die  ganze  folgende  Betrachtung 
völlig  in  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  System« 
anwendbar  sein  wird.  Am  Ende  der  Zeit  ty  wo  bekanntlich  2-,  ^f,  x 
die  Coordinaten  des  Punktes  m  sind ,  sei  v  die  in  Folge  der  Be- 
wegung des  Systems^  wirklich  Statt  findende  Geschwindigkeit  des 
Punktes  m,  und  s  sei  der  Weg,  welchen  dieser  Punkt  bei  der 
Bewegung  des  Systems  in  der  Zeit  t  surückgelegt  hat.  Lisst 
man  die  Zeit  t  um  Jt  wachsen ,  so  wird  $  uro  Js  wachsen,  and 
da  man  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nt  in  dem  Zeitintervalle 
Ji  niit  desto  grosserer  Genauigkeit  als  constant  oder  seine  Be- 
wegung  in  dem  Zeitintervalle  ^t  mit  desto  grosserer  Genauigkeit 
als  gleichförmig  betrachten  kann,  je  kleiner  Jt  ist,  so  ist  mit 
desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist: 

Js=^vJt    oder    rzr-r^. 

Also    ist  offenbar  die  Geschwindigkeit  r   selbst  in  aller   Schfirfe 

Js 
die  Grenze,  welcher  der  Differenzenquotient   --7:  sich  nähert,  wenn 

Jt  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  nach  den  Begriffen  der  Differen- 
tialrechnung, es  ist  mit  völliger  Genauigkeit 

""-dt' 

wobei  man  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat,  dass  die  vorher- 
gehende i^anz  allgemeine  Betrachtung  durchaus  keine  besondere 
Beschaffenheit  des  Weges  s  voraussetzt,  und  dass  also  die  obige 
Differentialgleichung  gilt,  wie  auch  der  Weg  s  beschaffen  sein 
mag;  dieselbe  gilt  folglich  ganz  allgemein,  der  Weg  s  mag  eine 
gerade  Linie  oder  eine  beliebige  Curve  von  einfacher  oder  dop- 
pelter Krümmung  sein. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel» 
welche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  r  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  (xyz)  gelegter,  den  primitiven 
Coordinatenazen  paralleler  Axen  einschliesst,   durch  ip,  ^9  f,    so 
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siad  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Azen  der  x,  y,  %  ge- 
oommeneo  Composanten  der  Geschwindigkeit  v  mit  gehöriger  Rfiek- 
sicht  auf  ihre  Vorzeichen: 

VCOBip,     VCOSitff     vcosx» 

d.  i.  nac|i  dem  Vorhergehenden : 

ds  ds  ds 

cos^.gj,    coe^.g^.    coB%.^' 

Nim  i«t  aber  offenbar  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  klei- 
ner Jm  ist,   d.  i.  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist: 

Ja:  =^  cos  ip.ds,    Jy  =  co8ilf.Js,     Jz^=c08%.J$; 

also  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jm  oder  Jt  ist: 

Jjs  Jy  J% 

C08()P=^,     cosi|^=2f»     ^®*5(==2i* 

Daher  sind  offenbar  in  völliger  Schärfe 

CQBtpt     cos^,     cosx 

die  Gränzen,    denen  respective  die  Differenzenquotienten 

Jx       Jy       Jt 
Jt  *     Jt*     Js 

sich  nfihem,  wenn  J$  oder,  was  Dasselbe  ist,  wenn  M  sich  der 
Null  nähert,  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
folglich  mit  völliger  Genauigkeit: 

dx  dy  dz 

cos<)p  =  g^,    cpstf;  =  gj,     COSX  =  gj. 

Also  sind  nach  dem  Obigen 

dx  di      dy   di      dz    Bs 
'Si'fi'     TidV     di'fr 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung 

dx      d^      dz 

di'    dt'    dt 

die  parallel  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  t  genommenen  Compo- 
santen  der  Geschwindigkeit  v,  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die 
diesen  CJomposanten  zukommenden  Vorzeichen. 

Folglich  sind  am  E^de  der  Zeit  t^Jt,  welcher  die  Geschwia- 
digkeil  v-^-Jv  des  Punktes  m  entspricht,   die  parallel    mit   di^n 
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Azen  der  x,  g,  z  genontiuenen  Composanteo  dieser  Gesduris- 
digkeit,  immer  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  dieseo  Coroposto- 
ten  zukommenden  Vorzeichen: 

dx        dx       dtf         dy      dz         dz 

di'^'^M'    tt'^^Bl'    di'^^di' 

Wenn  jetzt  überhaupt  P  eine  stetig  wirkende,  aber  mit  der 
Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante  Kra(^  be- 
zeichnet, welche,  auf  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit  7*  die 
Geschwindigkeit  V  hervorbringt,  so  sei  p  eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  coo- 
staute  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Zeit  1 
die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Um  nun  die  Kräfte  P  und 
p  mit  einander  zu  vergleichen,  bezeichne  Pi  eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stante Kraft,  welche,  auf  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit  T 
die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt,  und  P2  bezeichne  eine  ste- 
tig wirkende,  aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  inso- 
fern also  constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in 
der  Zeit  T  die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Dann  bat  man 
die  folgende  Zusammenstellung: 

P»    T,    M,     V; 
Pi.   T.    M.    1; 
Pt.    T.     I,      1; 

Pf    1.     1»     1; 

und   es  ist  folglich,    wie  leicht  erlv'llet: 

P:/\  =  F:1, 

P^ip    =    IsT; 
also  durch   Zusammensetzung  dieser   Proportionen: 

P:pz=:  MViT, 
und  hieraus: 

PT=p^F,   also    V-^' 

Setzt   man   aber  p  =  l,   d.  h.  nimmt  manieine  stetig  wirl<^°^^' 
aber  mit  der  Zeit  sieb  nicht  verändernde  und   insofern  alao  cod- 


di$  ail§€m,  BeäingungsgMch.  der  llnhe  u,  der  Bewegung*      449 

•taute  Kraft,  d.  h.  Oberhaupt  eine  constaote  ZeUkrallt*),  welche, 
aof  die  Einheit  der  Massen  wirlcend ,  in  der  Zeiteinheit  eine  der 
Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervorbringt,  als  Einheit 
der  Kräfte  oder  als  Krafteinheit  an,  so  ist 

PT 

eine  allgemeine  Gleichung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
brauch machen  werden. 

Denken  wir  uns  nämlich  alle  auf  den  materiellen  Punkt  m  am 
Ende  der  Zeit  t  wirkende  Kräfte  auf  drei  den  angenommenen  Coor- 
dinatenaxen  der  x,  y,  z  parallele  Kräfte  X' ,  Y',  Z'  gebracht« 
was  bekanntlich  immer  möglich  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
KrSfie  während  des  Zeitintervalls  Jt  mit  desto  grosserer  Genau- 
igkeit als  constant  betrachten  kann,  je  kleiner  Ji  ist,  nach  dem 
Vorhergehenden 

x'jt     rjt     z'jt 

»  9 

m  m  m 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

m  m  m 

setzen , 

XM,     YJt,    ZM 

die  Ton  den  auf  den  materiellen  Punkt  m  stetig  wirkenden  Kräf- 
ten X' ,  Y' ,  Z'  in  der  Zeit  Jt  hejivorgebrachten  Geschwindigkei- 
ten, mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist;  und  da 
nun  der  materielle  Punkt  m  am  Ende  der  Zeit  t  nach  dem  Obi- 
gen, parallel  mit  den  Goordinatenaxen  der  x,  y,  z,  schon  die 
Geschwindigkeiten 

Sx       Sy      dz 
BT'     dt*     dt 


*)  Zeitkräfte  nenne  ich  alle  stetig  wirkenden  Kräfte,  welche  im 
Allgemeinen  ala  Functionen  der  Zeit  betrachtet  werden  mäiien,  aber 
auch,  wie  oben  angenommen  worden  i«t,  ihre  Grosse  an  sich  nicht  an- 
iem  nnd  intofem  also  constant  sein  können.  Der  Ausdruck  Zeitkraft 
■eheint  mir  weit  xweckmässiger  und  bexeichoender  au  sein,  als  der 
•onst  wohl  gewöhnliche  Aasdruck  „beschleunigende  Kraft**,  welcher 
iberdles  leicht  an  falschen  Vorstellungen  Veranlassung  geben  kann. 
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als  Anfangsgeschwindigkeiten  hat,  so  sind,  parallel  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  der  x,  y,  i,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
Zeit  t  +  Jt: 

mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  M  ist»  wobei,  wie 
wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  vom  Ende 
der  Zeit  t  an,  und  also  auch  am  Ende  der  Zelt  t-^-M»  der  ma- 
terielle Punkt  m  offenbar  als  ein  freier,  nicht  mehr  mit  den  übri- 
gen Punkten  zu  einem  Systeme  von  Punkten  verbundener  Punkt 
betrachtet  worden  ist. 

Nimmt  man  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  si<^ 
auf  der  Stelle  ohne  alle  Zweideutigkeit,  dass  am  Ende  der  Zelt 
t-\'dt»  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  .J<  ist,  die  den 
drei  Coordinatenaxen  der  an,  y,  z  parallelen,  mit  den  gehörigen 
Vorzeichen  genommenen  Composanten  der  gewonnenen  oder  v^- 
lorenen  Quantitäten  der  Bewegung  des  Punktes  m 


m 


m 


11  ^  >--'-©+ 4)i  • 


„j|>z^<-g+4)(. 


d.  i. 


miXJt-J^^),    mlFM-^J^),    m(Z/lt^J^^) 

sind. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  sind  (iberhaupt  für  alle  Punkte 

m,     ffti ,     iii^,     lüg,    1114,  ...• 

des  Systems  am  Ende  der  Zeit  t  +  M,  mit  desto  grösserer  Ge- 
nauigkeit, je  kleiner  Jf  ist,  die  den  drei  Coordinatenaxen  der 
a:,  y^  z  parallelen,  mit  den  gehörigen  Vorzeichen  genommenen 
Composanten  der  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitfiten  der 
Bewegung : 
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m(XM-J^),    m(F^/-^g).    miZJt-J^); 

A  A  O 

m.iX.Jt^J'-^),  m,(r,^<-.zf-^),  m|(Zizf<-zf^); 
m^(X^Jt^J^),  m^(Y\M-J-^).  m^{Z^Jt^J^); 
m^{X^^t^J^),    u^i^Jt^J^p,    m^(Z^//t—J^p', 

und  da  nun  in  Folge  von  D*Alembert's  Princip  das  System  in 
Rahe  bleibt»  wenn  man  an  seinen  einzelnen  Punkten  bloss  die 
gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Bewegung  sich  wir- 
kend denkt,  so  erhalten  wir  nach  den  aus  II.  bekannten  allge- 
meinen Bedingungsgleichungen  der  Ruh^  eines  Systems  von  Punk- 
ten, wenn  das  System  völlig  frei  ist,  die  folgenden  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jl  ist,    geltenden  Gleichungen: 

2:m(A./e— ^|^)=0,     2:///(F^/-^||)=0,     I!m(Zin^J^^)^0; 

2:m\t(XJt~.^^p-x(ZJt—JK^)\=0; 

oder,   wie  leicht  erhellet: 

J—  j^-i  j- 

£m(X^-^)z=:0,     Zm(F--^)  =  0.      Z«i(Z-^)=0; 

£m\x(r-  -^)-y(X-  ^)l  =  0. 
^-  J^ 

//—  J^* 
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Weil  diese  GleichungeD  mit  desto  grosserer  Genauigkeit  gel- 
ten,  je  kleiner  Ji  ist,  so  erhSit  man  die  völlig  genauen  Glei- 
chongeDy  wenn  man  in  den  vorhergehenden  Gleichungen ,  indem 
man  sich  Jt  der  Null  nähern  lässt,  zu  den  Gränzen  Obergeht. 
Dadurch  erhSit  man  aber  nach  den  bekannten  Begriffen  und  Be- 
zeichnungen der  Differentialrechnung  auf  der  Stelle  die  Gleichungen: 

XotUC  F- |^)-y(jr- ^)  t=0, 

£m{t(X  -  ^)-x(Z~  g)l  =  0; 
oder  die  Gleichungen: 

oder  auch  die  Gleichungen: 

£mS^x  =  ZmXdt^,     ZmS^y  =  £m  Ydfi,    Zmdh  =  SmZdfi; 
2m(xdhf^  yd^x)  =  £m(x  Y-^yX)dfi, 
Zm  (ydh  —  id^y)  =  2m  (yZ— 2  r)d(^, 
£m(za^x^xB^z)  =:  £m{zX^xZ)dt». 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar»  so  erbilt 
man  nach  den  aus  II.  bekannten  allgemeinen  Bedingungsgieicboo- 
gen  der  Ruhe  eines  Systems  von  Punkten,  wenn  man  den  fc^^^ 
Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  «vie  leicht  erhellen 
wird,  Air  die  Bewegung  des  Systems  bloss  die  drei  GleichoDgeo: 
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oder: 


i:m  {xdhf  — yö«a:)  =  -Tm  (a:  F— yJf)a<«, 

Ist  das  System  um  eine  feste  Axe  drehbar,  so  erbSit  man 
nach  den  aus  11.  bekannten  allgemeinen  Bedingungsgleicbungen 
der  Ruhe  eines  System^  von  Punkten,  wenn  man  diese  Axe  als 
Axe  der  2  annimmt,  uie  leicht  erbellen  wird,  fiir  die  Bewegung 
des  Systems  bloss  die  eine  Gleichung: 

Zm  (x  g^  — 3f  g^)  =  £m  (x  F— y  A) 

oder 

£m(x8^t/-'yd^x)  =  Zm(x  Y—yX)dt^. 

Wenn  das   vullig  freie  System   bloss  aus  einem  Punkte  be- 
steht, so  werden  die  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellet: 

^^^^Y     ^^V-r     ^-7. 

dhi        S^x         -,         _ 

3*ar         8*2         „ 

Da  aber  offenbar  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichon* 
gen  eine  unmittelbare  Folge  aus  den  drei  ersten  Gleichungen, 
und  also  jederzeit  erffillt  sind,  wenn  die  drei  ersten  Gleichungen 
erfüllt  sind,  so  hat  man  in  diesem  Falle  Hir  die  Bewegung  des 
in  Rede  stehenden  Punktes   nur  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
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oder,  weil  nach. dem  Obigen 

tn  m  m 

ist,    die  drei  Gleichungen: 

S*x  8hf  3h 

mg^=Z',   fn^=ir,    mg^=2'; 

welche  für  m  =  1.  in  die  Gleichungen 


=  x'.  f^=r.  S  = 


TP 


flbergehen  *). 


S  G  h  I  u  8  8. 


Es  ist  in   dieser  Abhandlung  durchaus  nicht  unsere  Absicht 
gewesen,   absolut   Neues  zu  geben.    Dieselbe  wird  aber  dessen- 
ungeachtet den  Zwecken  des  Archivs  entsprechen,   wenn  es  uns 
gelungen  ist,  Bekanntes  den  Lesern  in  einer  vielleicht  verbesser- 
ten   Darstellung  vorzuführen.      Hauptsächlich   aber   beabsichtigeo 
wir  mit  derselben,   die  wahrhaft  grossartige  Gestaltung  der  neue- 
ren Mechanik   deutlich   hervorzuheben.     Nachdem   man   den   Satz 
vom  Parallelogramme  der  Kräfte,    welchen  wir  hier  voraussetzen, 
bewiesen»    gelangt  man  durch  allgemeine,    an  sich  ziemlich  ein 
fache  Betrachtungen  zu  dem  Princip   der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten, welches  dann  ferner  mittelst  allgemeiner  analytischer  Rech- 
nungen zu    den    allgemeinsten  Bedingungsgleichungen    der   Ruhe 
eines   Systems   von   Punkten,    den  höchsten  Gesetzen  der  Statik, 
fiihrt.     Lässt    man   dann    als   vermittelndes  Glied    zwischen   der 
Statik  und   eigentlichen  Mechanik   oder  Dynamik    das  D*Alero- 
bert'sche  Princip  eintreten,  so  fuhren  mit  dessen  Hülfe  die  vor- 
her  gewonnenen    allgemeinen    Bedingungsgleichungen    der    Rübe 
ohne    besondere  Schwierigkeit    zu    den   allgemeinen   Bedingungs- 
gleichungen der  Bewegung  ^ines  Systems  materieller  Punkte,  wo- 
mit dann  die  gesammte  Wissenschaft  der  Mechanik  in  ihrem  we- 
sentlichen Theile  vollendet  ist,    indem  alles  Uebrige  sich  an  die 
vorher  genannten  Gesetze  leicht  anreihen  lässt  mid  als  mmittel» 
bare  Folgerang  aus  denselben  hervortritt.     Jedenfalls  haben  wir 
es  hier  mit  einer  in   hohem  Grade  vollendeten  Wissenschaft  lu 
thnn,  deren  Ausbildung  bis  zu  einem  solchen  Grade  den  mtnseh- 


*)  Anwendangen  der  hier  entwickelten  sUgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  eine«  Systems  vnn  Punkte«  sind  «rhon  in  mehreren  frähereo 
Auftfttien  gemacht  worden.   M.  e.  i.  B.  Tbl.  XV.  Nr.  I.  *-  Tbl.  XXIV.  Nr.  Hl. 
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liehen  CSeiale  «h  allen  Zeiten  zur  gr^esten  Zierde  iinil  Ehre  ge- 
reichen wird  nnd  von  aeiner  göttlichen  Beetimmnng  das  deut- 
lichste Zeugnise  ablegt.  Mochte  man  doch  durch  auf  allen  Lehr- 
mastalten stete  mit  dem  grossten  Eifer  und  der  grOssten  Sorgfalt 
betriebenen  mathematischen  Unterricht  die  Jugend  bei  Zeiten  be- 
fkhigen,  dereinst  in  die  Geheimnisse  solcher  Wissenschallen 
eindringen,  sich  den  mit  ihrem  Studium  nothwendig  verbundenen 
hohen  geistigen  Genuss,  den  kaum  eine  andere  Wissenschaft  an- 
■ihernd  in  gleichem  Grade  zu  gewähren  im  Stande  ist,  verschaf- 
fen, und  auch  auf  diesem  Wege  die  Ueberzeugung  von  ihrer  der- 
etnstigen  wahren  Bestimmung  gewinnen  zu  können!  Dies  ist 
wenigstens  unser  sehnlichster  Wunsch  und  wird  es  stets  bleiben. 
Za  dessen  ErffiUung  nach  Kräften  beizutragen,  werden  wir  auch 
von  dem  sechsundzwanzigsten  Bande  unserer  Zeitschrift  an,  dem 
ersten  nach  dem  nun  vollendeten  ersten  Viertelhundert,  eifrigst  bemüht 
sein  9  und  bitten  alle  Lehrer  der  Mathematik»  uns  dabei  wie  bisher 
auch  kilnftig  reichlichste  Unterstützung  zu  Theil  werden  zu  lassen. 


Ueber  eine  geometrische  Aufgabe  von  der  Kugel ,  mit 

Rucksicht  auf  Geodäsie« 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wenn  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zwei  Punkte  Aq  und 
A^  und  die  geradlinigen  Entfernungen  eines  dritten  Punktes  A^ 
anf  derselben  Kugelfläche  von  diesen  beiden  Punkten  gegeben 
sind,  so  kann  man  verlangen,  die  Lage  des  Punktes  A^  auf  der 
KugeMäche  su  bestimmen.    Diese  Aufgabe,  so  leicht  sie  auf  den 
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ersten  Anbliek  so  sein  scheint«   bietet  doch    hei  der  Aaftlisinif 
mancherlei  Schwierigkeiten   dar»    und    erfordert   die   Anwendung 
eigenthümlicher  Kunstgriffe,  wenn  sie  mit  Eleganz  and  ohne  ermü- 
dende Rechnung  durchgefOhrt   werden  soll«     Schon  deshalb   ist 
dieselbe  vom  rein  geometrischen  Gesichtspunkte  aus  interessant. 
Sie  ist  aber  auch  von  praktischer  Wichtigkeit.    Denn  hat  man  bei 
der  Berechnung  eines  topographischen  Netzes  die  Methode   der 
Berechnung  der  Chorden-  oder  Sehnen  -  Dreiecke  angewandt,  so 
wird  man   zuletzt  auch    mehrfach  in  den  Fall  kommen,    auA  den 
Längen  und  Breiten  zweier  Punkte  der  KugelflSohe  und  den  ge- 
radlinigen Entfernungen  eines  dritten  Punktes  auf  der  Kugelflilcfce 
von  jenen  zwei  Punkten  die  Lunge  und  Breite  dieses  dritten  Punk- 
tes zu  bestimmen,  was  eben  auf  das  obige  geometrische  Problem 
zurückkommt.     Uebrigens  können  natfirlich  statt  der  geradlinigen 
Entfernungen  der  in  Rede  stehenden  Punkte  auch  die  sie  verlnn- 
denden   Bogen    grösster    Kugelkreise   gegeben    sein,   indem   sich 
sowohl  aus  diesen  die  geradlinigen  Entfernungen,  als  auch  umge- 
kehrt aus  letzteren  die  unsere  Punkte  verbindenden  Bogen  gruss- 
ter  Kugelkreise  ohne  alle  Schwierigkeiten  sogleich  ableiten  lassen, 
was  wir  hier  nur  deshalb  noch  besonders  hervorheben,  um  anzu- 
deuten, dass  unser  Problem  auch  dann  praktisch  Anwendung  findet, 
wenn  man   ein  topographisches  Dreiecksnetz   nach  einer  anderen 
als  der  oben  erwähnten  Chorden-   oder  Sehnen -Methode,    ettra 
durch    die   ZurGckfiihrung   der    Berechnung   sphärischer    Dreiecke 
auf  die  Berechnung  ebener  Dreiecke  mit  gleich  langen  Seiten,  be- 
rechnet.    Wenn  man  die  Bogen  grusster  Kugelkreise,  welche  die 
gegebenen  Punkte  mit  dem  zu  bestimmenden  Punkte  verbinden, 
als  die  Data  der  Aufgabe  annimmt,  so  tritt  dieselbe  in  den  Kreis 
der  Aufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie,  und  lässt  sich,  wie 
Jeder  sogleich  übersieht,   durch  eine  Verbindung  der  verschiede- 
nen Probleme  und  Formeln    dieser  Wissenschaft  ohne   Weiteres 
auflösen,    wobei  sich  aber  immer  die  Unterscheidung  verschiede- 
ner Fälle,    bei  der  man  wohl  jederzeit  auf  eine  Darstellung  des 
betreffenden  speciellen  Falls  in   einer  Zeichnung  wird    recurriren 
mOssen,  geltend  machen  wird.    Wenn  ich  daher  oben  sagte,  dass 
die  Auflösung  der  Aufgabe  Schwierigkeiten  darbiete  und  die  An- 
wendung besonderer  Kunstgriffe  erfordere,  so  meinte  ich  damit  die 
Auflösung   derselben    durch    völlig   entwickelte  ganz    allgemeine, 
bloss  die  gegebenen  Stucke  enthaltende  analytische  Formeln,  aus 
welchen  sich  die,  die  Lage  des  gchuchten  dritten  Punktes  bestim- 
menden Elemente  unmittelbar  berechnen  lassen;  und  eine  solche 
Auflösung  zu  geben,  ist  der  Zweck  dieses  Aufsatzes,    wobei  ich 
das  Problem  zunächst  nur  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte 
auffassen  und  mir  zugleich  angelegen  lassen  sein  werde,  cBe  be- 
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treSenden  Ppmeln  so  elegant  wie  mOglich  darzustellen,  um  die 
Auflöaang  .zugleich  zu  einer  zi% eckmMssigen  Uebung  för  junge 
Mathematiker  in  der  neueren >  durch  ihre  ungemeine  Eleganz  ?or 
der  filteren  'gemischten^  den  Anforderungen  der  Wissenschaft 
wenig  genügendrn,  algebraisch  •geometrischen  Methode  so  sehr 
hervorragenden  analytischen  Geometrie  zu  machen  ^  da  dergleichen 
Uetningen  in  diesem  schonen  Zweige  der  neueren  Mathematik 
nicht  genug  empfohlen  werden  k5nnen.  Man  kann  die  Aufgabe 
aoch  für  andere  Flächen,  z.  B.  flQr  das  Ellipsoid,  auflösen,  wo 
ihre  Auflosung  aber  meistens  ungleich  weitläufiger  und  compli- 
cirtet  als  bei  der  Kugel  wird»  insbesondere  bei  dem  Ellipsoid  auf 
eine  Gleichung  des  vierten  Grades  föhrt,  was  am  Schluss  dieser 
Abhandlung,  wenigstens  in  Bezug  auf  das  Rotations- Ellipsoid,  noch 
mit  ein  Paar  Worten  erläutert  werden  wird. 

Den  Mittelpunkt  der  Kugel,  auf  deren  Oberfläche  die  drei 
Punkte  Aq9  Af,  A^  liegen»  wollen  wir  durch  O  bezeichnen,  und 
deren  Halbmesser  der  Einfachheit  wegen  der  Einheit  gleich  setzen. 
Durch  den  Mittelpunkt  O  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordina- 
tensystem  der  xifi  und  bezeichnen  die  gegebenen  Coordinateii  der 
Punkte  A^voiA  Ai  durch  oto»  yo*  h)  und  ^i,  yi,  2i,  die  gesuchten 
Coordinaten  des  Punktes  A^  durch  jr^,  ly«,  2^.  Die  Winkel  des 
ebenen  Dreiecks  AqAiA^  werden  wir  durch  Aq,  Ai,  A%  bezeich- 
nen,  und  setzen  ferner 


AiA^  —  ^Of    A^Aq^^Ei,    AqAi  —  £2» 

wo  nun  aus  den  obigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  vor- 
liegende Aufgabe  von  selbst  hervorgeht»  dass  sowohl  die  Winkel 
AofAi,  A^y  als  auch  die  Seiten  JEIq»  Ei^E^  des  Dreiecks  ./^o^i-^i 
sftmmtlich  gegeben  sind.  Die  180^  nicht  öbersteigenden  Winkel» 
welche  die  von  Jo  und  Ai  ausgehend  gedachten  Linien  AqA^  und 
AiA%  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  ein- 
scbliessen»  wollen  wir  respective  durch  do,  coo,  cSo  und  ^|,  (D|,  O] 
bezeichnen;  sind  wir  im  Stande,  diese  Winkel  zu  bestimmen»  so 
werden  wir  offenbar  auch  die  gesuchten  Coordinaten  x^^  y%$  t% 
gefunden  haben»  weshalb  wir  auf  die  Bestimmung  der  in  Rede 
stehenden  Winkel  hauptsächlich  unser  Augenmerk  richten  werden. 

Auf  der  Stelle  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  der 
folgenden  Gleichungen: 

a:t=dro  +  ^i  co»^o  =  -'*^i +^oCosdi , 

y%  =yO  +  ^l  cos 0)0=^1  +  EqCO»  COi  , 

2^  ^ztQ-\' EiCOBi^Q^Zi  -|-£oCOsU| ; 
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ond  weil  nany  da  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  der  Eiobeit  gteich 
gesetzt  habeo» 

ist»  so  ist 

(xo  +  El  cos  Öo)«  +  (yo  +  El  cos  ©o)*  +  (lo  +  ^i  co«  So)*=  ' » 
(ari+iEoCOs6i)«  +  (y,  +iBoCOsc»i)*  +  (zi  +£ocosöi)*=l. 

Entwickeln   wir  die  links  von   den   Gleichheitszeichen  stehenden 
Quadrate»   und  bemerken ^    dass 

und 

cosÖo*+  cos  Wo*  +  cos  5o*=  1 »    cos 61*  +  cos  (Oi*+cos5i*=l 
Ist»  so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  beiden  folgenden  Gleicbongen: 

j:oCosöo  +  iyoCosG)o  +  2oCosöo  =  —  JEi , 

Xi  cos  Öl  +  yi  cos  coi  +  ti  cos  Oj  =  —  4 E^ ; 

welche  aber»  wenn  wir»  was  die  Rechnung  einigerniassen  erleichtert' 

Ao=3£|Cosöo»     Fo=jEiCosa}o,     Zo  =  £iC08Qo; 

Xi^^EqCOsBi,     Fi=EoC06^i>     Zi=EoCosc3i 

•etsen»    die  Form 

^o^o  +  yo  ^0  +  ^0^0  =  •—  s^i*» 

«1*1  +yiyi  +  ^^i=-4Ei>« 

annehmen. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

Xx=Xo—Xx^rXot     I^i=;?o— yi  + lo»    Zi  =  Zo—^  +  Zo 
ist»  00  wird  die  zweite  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen: 

jfi(dro— a:,+2q,)+y,(yo-yi  +  Io)  +  «i(»o-»i  +  ^o)=-4V» 
also»  wie  man  sogleich  übersieht: 

«1 -^0 +yi  Jo+^i^o = ^ — 4^o*--(^o^i +yoyi +2oXi)* 

Bezeichnen  wir  die  von  den  als  von  O  ausgehend  gedachten 

Rugelhalbmessern  OAq  und  OAi   mit   den  positiven  Theilen  der 
Coordinatenazen  eingeschlossenen»  180^  nicht  (ibersteigendeo  Win* 
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kel  respective  ditrcb  «o,  ß^^  Yq  und  a|,  ßi,  yi ;  so  t^t  fGr  den  der 
Einheit  gleichen  Kugel halbmesser  offeobar: 

a'o  =  cüsoo,    yo  =  co8^o>     ^  =  cosyo; 

also: 

^0^1  +^0^1  +  Vi  =  cosoöcosai  +  co8/5oC08A  +  cosyoCO»yi » 

nach  einer  allgemein  bekannten  Formel  der  analytischen  Geome- 
trie ist  aber 


cos  AqOAi  £=:  cot« 00 cos«!  +  cos /S^cos ßi  4-  cos Yq cos yj , 
folglich 


^0^1  +  yoyi  +  ^=1  =  cos  2^0  ^-^l  » 

also 


f?orau8  umgekehrt 

^0*1  +yoyi  +  Vi  =  1  —  t^t* 
folgt.    Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

^iAo+yiFo  +  iiZo=-;(i:o* -£,«), 

und  weil  nun  endlich 

-Xo*  +  Fo«  +  Zo«  =  £;i«(co8  6o*  +  cos  w^*  +  cos  öo«)  =5  £»• 

isty  so   haben  wir  zur  Bestimmung  der  drei  tmbekAnnten  Gr«^ 
seo  Xq,  Yq,  Zq  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

^o-^+yo^o  +  io^o^ —  4^i*> 

Um  diese  Gleichungen  mit  Eleganz   und  Leichtigkeit  aufzu- 
lösen y  will  ich  *) 


*)  £•  beruhet  die«  tknt  einem  b«l  dot  Ali€IAtli*(^  eO  geformter  Glei- 
changeo  xiemlich  aJIgenein  aRwendbareo  Kunslgriffe,  den  ich  geleg^eot- 
lieh  einmal  im  Allgemeinen  erlantern  werde ,  wenn  dies  auch  für  den 
Kandigem  kaam  ndtlllg  «eil  därfte. 

30' 
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G=    I  yo — yi  (^0^1  +  yoVi  +  2o»i)  I  ^i* 

+ 1  yi  —  yo  (^0^1  +  yoyi  +  vi)  I  (*o*~^i*)» 

//=  I  «0  —  «i  (^0^1  +yoyi  +  vi)l^i* 
+ 1  «1  —  2:0(^0^1  +yoyi  +  Vi)  1(^0*— ^«*^  5 

and   dann 


J=— 


»^ G , 

2 1 1  —  (xqXi  +  yoyi  +  «o^i  )*l  * 


C=- 


2(1  —  (dTo^i  +  y^yi  +  Vi)*l ' 


ferner 


setzen. 
Weil 

V+yo*+^*=l.    V+yi'  +  »i*=l 
ist»   80  ist,   wie  leicht  erhellet: 

Far,  +  Gy,  +J?»,  =  |l-(a:oar,  +  yoj»  +  Vi  )«l(^" -£«'); 
also    nach    dem  Obigen: 

Axo  +  fiyo  +  C*o=  -  i^i'» 
Ax,  +  2?y,  +  Ci,  =  -  4  (£;,•-  £«•) ; 
und  weil  nun 

«o-*o  +  yo  Io+*o^o  =  —  i^i' 

=  ^«0  +  ^.Vo  +  Cto + a?o-*o'  +»0  Fo' + Jo^o' 

=  -  \Ei*-yxoX^'  +yolo'  +»o^o'. 

*i-Xo+yi  Jo  +  ».«o=  -  K^o'-'E,«) 
=  ^*|  +  Byi  +  C«,  +  a:,  Ji;,'  +  y,  Fo'  +  *,Zo' 

=-i(£o*-£i') +*i-Xo'+yi  Fl' +  »iZo' 
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ist,  60  ist: 

^oJQ>'+yoFo'  +  2oZo'=0. 

folglich»    wie  aus  den  obigen  Aasdrdcken  von  A,  B,  C  sich  auf 
der  Stelle  ergiebt,  auch 

AXo'  +  BYo'^CZo'^O. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

=  ^•+  Ä«+  C*+nAXo'  +  Bro'+  CZo')  +  Ao'H  Ko'H Zo'«, 
also 

80  dass  wir  jetzt  zur  Bestimmung  der  neu  eingeführten  unbekann- 
ten Grössen  Xq* ,  Vq',  Zq'  die  drei  folgenden  Gleichungen  haben: 

*o^o'+yoIo'  +  2oZo'=0, 

^iJfo'+yiJo'+XiZo'  =  0. 

deren  Auflösung»  in  dieser  Form,  ungemein  leicht  ist.  Aus 
den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  nämlich  auf  der  Stelle: 

^    yo^i— *oyi^  yo^^i  — ^^1     '     ^    yo'i-«oyi     ' 

woraus  sich  mit  Hflife  der  dritten  Gleichung  ohne  alle  weitere 
Rechnung  sogleich  die  drei  folgenden  Ausdrücke  der  unbekann- 
ten Grössen  Xq,  Yq\  Zq  ergeben,  in  denen  die  oberen  und  un- 
teren Zeichen  sich  auf  einander  beziehen : 

F'-JL        (^i-^o»i)Vgi*-(^*-t-^+g^ 

*  V'CoToyi  — yo^i>*  +  (yoh  —  ^l)*+(20^1— 4fo»l)*' 


2o'=± 


Nun  ist  aber 


V(aro.yi  — yo^^i  )*  +  (yo^i  —  ^i)*  +  («o^i  — ^o«i)* 
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=  (^0* +3^0* + ^•)  (^1* + yi* + «1*)  -  (^*i  +  yoyi  +  Vi)* 

folf  lioh  t 

a:  '  =  ±  (go!L  z.  joyi)  ^^i'  -  (^*  +  g*  +^  ^ 

V^l  —  (x^i  +  yoVx  +  Vi)* 
V^l  -(xoar,  +yoyi  +  Vi)* 

Vl-(aro^i+yoyi  +  Vi)* 
Mittelst  leichter  Rechnung  6ndet  man: 

l^  +  6^+^*  =  tl~(xoa:, +yoyi+Vi)*l£i* 

+  1 1  -  (.^0^1  +  .voyi  +  ^^i)*  I  (^o*-  £t*)* 

-2|l^(a:o^i  +yoyi  +  Vi)*ICi^o^i  "»  ^o^i  +  Vi)^i*(^o*-£i*)' 
also : 

.4(1  —  (xodT,  +yoyi  +  Vi)*} 

und  folglich»   nenn  man  im  Zähler 

^0^1  +  yoyi  -I-  ^0«!  =  1  —  i^* 

setzt,    wie  man  leicht  findet: 

also  ferner: 

'       (^  f  »■+  'O  =  4 1 1  -  (;r„ar,  +  yoj,,  +  .„x,)«J 

NuD  i^t  aber  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

^i* H  E^^—Eo^  =  2EiE^co8 Ao, 
also,   irle  sich  sogleich  erglebt: 

Fl      ^.|i_L««xr2^-     ^i*^g*(^s'n^o>>-£;o»)     , 
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folglich,  w«on  4  den  FUcbeninhalt  de9  DreUckf  AqAiA%  bezeich- 
net, weil 

ExE^B\nAQ^2J 
tat: 

Also  Ist  nach  dem  Obigen: 

y,     ,  (ffo».-zoy,)Vi6^-£:o«is,«£;* 

^0  -  ±        -211-  (aroa^i  +»«y,  +  *o*i)*l       ' 


"  ""*       2|I-.lxoJ:i+.yoyi+Vi)»l 


Weil  endlich,  wenn  wir  den  Winkel  ^OJi  durch  0%  beaeieb- 
Den,  nach  dem  Obigen 

ist,  so  ist  auch: 

Y  .  _  .  (yo»i  -^.Vi)  V  K^I*-Eo*E,*E^* 

«0    —X 


28inO,» 
2sinO,« 


Zo'=± 


oder,  wie  man  sogleich  übersieht: 

^0  ~*  2£,»(l-liS,») 


Fo  :«:* 44*('-*KV ' 

-  "^0   — ±  22;a«(l-lV) 

Für  die  GrSssen  F,  G,  H  erhfilt  man  sogleich  die  folgenden 
Ausdrücke: 


4ßi    G runer t:    Veöer  eUu  peomeirfHke  Aufyu^  tom  der  Ku^' . 
folfliolit 


'     /" 


i 


Mittelst  I 


^ r 


also:  ^^       i^X'»    ^•'^^■*"^o'»     Zo  =  C+Zo' 


UD 


•''*  g0^  Grossen 


**'^     j«iii  <^*  -  £i* + (*;»*-£,«)  cos  O, 


V 
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'^—Et*—Ei^eoi  O,  =  Eo*—B^  -  0  -  \E^)Ei* 

j/_ ^B^ £^Lz!f._ 

4(1 -i£;^«) 

4(1 -•£,'•) 

~     '  4(1-1£,«) 

Denken  wir  uns  aber  von  der  Spitze  A^  des  Dreiecks  A^AiA^ 
Auf  die  Gegenseite  AqAi  ein  Perpendikel  geßillt,  und  bezeichnen 
die  Entfernungen  des  Fusspunkts  dieses  Perpendikels  von  den 
Spitzen  /lo  und  A^  unsers  Dreiecks,  indem  wir  diese  Entfernun- 
gen als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  sie  von  den 
Punkten  A^^  und  Ai  an  nach  dem  inneren  oder  Süsseren  Räume 
des  Dreiecks  hin  liegen,  durch  D^  und  Z>|,  so  ist  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit: 

Z>o  =  El  cohAqj    Z>|  =:  £o  cos  Ai ; 
also 

COS/<o  ^      Dq  cobAi  /)|      , 

E\tl^      E^£%       EqE^       EffE^ 
folglich  nach  dem  Obigen: 

^  -  4(1  ^i£;«) 

yo(£o«-4^*)  +  3^i(£>-4g) 


«0  v^o"  —  ■•  EJ 
^  -  4(1 -!£,«) 
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F=(xo~  J^ifco«  0,)£,«  +  («I  — X0CO8  O.)  (JEo'- A"). 
C  =  (yo  -  y»  cos  O»)  £,«  +  0/1  -  yo  c««  O^  («o*-^«*) « 
«=  (z„  —  ,,  cos  Oj)  £,a  +  (»,  -  20 CO»  O,) (Eo*-^«*) 
oder 

F=aroEi«  +  «1  (£i«-£,*)-  U,  £1«  +  a-o(£o«  ^  JE»«)  Icos  O,. 
G=yo£i*  +  yi(iSo'-£s«)-tyi£,«  h  yo(£««-£,«)JcosO., 
#=  «o«i«  +  «I  (£«•-£,«) -U,£,«  f  iö(£o*  -  Et*)\coaOt; 
und  es  int  dann 

'4- ^'-—  *' 


Cr  ^ 


nach  dem  Obigen  ist  aber: 

und 

also: 

Wir  wollen  nun  die  Grössen 

berechnen. 

Zuvörderst  ist 

2sin  Oa«  -  JEi«  f  (fJo*— £»«) cos  O, 

=  2£:,«(i-.jEi«)-£:i«  +  (i-l£;»«)(£;,«-£;«) 


und 


mit  Rüekslchi  auf  Geodäfie.  465 

=  11  £;,«£;>-2(E,«  +  £,«-£o*)l 


=iE..£..(I_^^). 


also  offenbar: 


4(1 -!£;,*) 

4(1 -:£,«)■ 

'  '      4(1 -iE,«) 

Denken  wir  uns  aber  von  der  Spitze  A^  des  Dreiecks  AqAiA% 
Auf  die  Gegenseite  A^Ai  ein  Perpendikel  geföUt,  und  bezeichnen 
die  Entfernungen  des  Fusspunkts  dieses  Perpendikels  von  den 
Spitzen  /lo  und  Ai  uosers  Dreiecks,  indem  wir  diese  Entfernun- 
gen als  positiv  oder  negativ  lietracbten,  jenachdem  sie  von  den 
Punkten  A^^  und  Ai  an  nacb  dem  inneren  oder  Süsseren  Räume 
des  Dreiecks  hin  liegen ,  durch  D^  und  Z>|,  so  ist  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit: 

Dq  =  £^1  cos  A^f    Z>i  =  £o  cos  Ai ; 

also 

cos  Jq  ^  ^J}q  C08yl|  ^       Dl      ^ 

£f|JB«2      E^£%       £^E^       £q^E^ 

folglich  nach  dem  Obigen: 

^'=  4(l^i£;«)  ^' 

»o(^o^-4^)  +  n(^i«-4^) 
^'•^  4(1 -!£;»«) 


466    C runer t:    Veber  Hne  geometritche  Aufgabe  ton  der  Kugel, 

Fahrt  man  den  Halbmesser  der  Kugel,  den  wir  durch  R   be- 
zeichnen wollen,   ein,  so  muss  man  setzen: 

«o(^*-4^  Ä«)  +  a:i(E,«-4^ft«) 
'*'  — 4{Ä«— J£a«)  * 

yo  («0»-  *&  Ä») +y,  (£,»-4|e  Ä«) 


4(Ä«-i£;a«) 
C'  =  - 


^  (V  -  4g  K»)  +  h.  (El*-*  ^Ä») 


4(««-i£,«) 


und 


"*«-*  ^      2£a«(ß* -»£«')  * 

^<»  -±  2£a«(Äa— J£a«)  " 

Fahren  wir  aber  den  Durchmesser  X>=  212  der  Kugel  ein,  so 
werden  diese  Formeln: 

yo(«o*  -  ^  l!>*) + »1  («.•  -  E  ^'^ 


C'=- 


'2        ___^_*-'Ä 


D«-iE«« 


und 


^0  -±  Ea«(D«-£,») 


-, ,      .2(vr,-^oZi)V4D'^-£;«£:.»£a' 
'^o  -±  £a«(D«-£;,«) 


^  .      .  2(aoyi  -»o^i)  V  4t>«^-  £o«£t«£,* 
Zo  =± £,i(J0^-£,«) 

Weil  nach  dem  Obigen 


J 


mU  R^cksicki  auf  Seoääste.  4S7 

Mit»  »o  kanB  man  auch  «eteer»: 

£- =3  T^- cos  i^o  =  ^ • A » 

t»"  ^^  i^  cos  il|  =  ; i • 

Die  gesuchten  Coordinaten  j?^»  ^2*  ^  werden  nun  unmittelbar 
mittelst  der  Formeln 

erhalten.  Dass  es  wegen  der  doppelten  Zeichen  in  den  obigen 
Formeln  im  Allgemeinen  zwei  Auflosungen  giebt,  liegt  in  der 
Natur  der  Sache. 

Man  kann  die  obigen  Formejn  durch  EinfOhrung  einiger  Hulfs- 
»rossen  noch  etivas  einfacher  darstellen.  Denkt  man  sich  von 
dem  Punkte  Aq  (oder  Ai)  aus  einen  Durchmesser  der  Kugel  ge- 
eogen,  und  dessen  anderen  Endpunkt  mit  dem  Punkte  Ai  (oder 
Aq)  durch  eine  Sehne  der  Kugel  verbunden,  so  ist,  wenn  man 
diese  Sehne  durch  S2  bezeichnet,    offenbar 

Bezeichnet   man   ferner    das  Prisma^    welches    das    Dreieck 


^qAiA2=:A  zur  Grundfläche  und  den  Durchmesser  D  der  Kugel 
zur  Hohe  hat,  dureh  P,  ferner  das  rechtwinklige  Parallelepipedon, 

welches   die  drei   Selten    Eq,  Ei,  E^  des   Dreiecks   AqAiA^  zu 
KaDteo  bat,  durch  P,  so  ist 

P  =  D^,     P^EoE^E^, 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Projeetionen  des  Dreiecks  A^^OAl 
auf  den  drei  Coordioatencbenen  der  fßz,  zx,  xy,  hdeni  wir  diese 
Projeetionen  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die 
Grossen 

positiv  eder  negativ  alnd^),  respeetive  durch  4^1»  ^9»  ^t»   ^  >st 


*)  Wir  begnügen  uns  der  Kürze  wegen  hier  mit  dieser  Bettimroung 
der  Vorcelehen  der  Prejectionen ,  bemerken  aber ,  dsst  eine  Beetlmroiing^ 
4lMev  Vormelohen  von  nebr  geuauelrlftchem  Charakter  leicht  aui  dem 
Aeftatte  ThI.  111.  Nr.  \XI\.  S.  261.  enlaommen  werden  kamt. 


468    Grüner t:    Veöer  eine  geometriicke  K^fga^  von  der  Kugeln 

und  durch  EinfQbrung  dieser  HOlfsgrUssen  werdeo  nuo  die  obi 
Formeln : 

^     Xo(£i,*-^)B>»)+^,(£,«-^Di) 
C  =  -     öjj 


Si' 


und 


'o— ±         £,asj,«        • 

»,-.  4^,V^4P»-I» 
-^o  -±  ^^ 

ÜaM  man  auch  die  Aasdräcke 

leicht  constnilren  konnte,  erhi^llet  auf  der  Stelle,  wenn  man  die- 
selben auf  folgende  Art  darstellt: 

«,.-l^=£..-f?.»=*i.-tV"^.r. 

Wenn  die  Längen  und  Breiten  der  Punkte  Ax^^  A^^  A^  durch 

beseichnet,  und  nach  dem  Obigen  die  Längen  und  Breiten  der 
beiden  ersten  Punkte  als  bekannt  angenommen  werden,  so  findet 
man  die  Coordinaten  Xq,  ^q^  lo  und  o?],  ^,  f|  mittelst  der  Formeln: 


mit  BückMicht  auf  Seodäste,  46ü 

JPq^s  RcOSLqCOSBo,      Xi^=lRc08  LiCOB  ßi  , 

y^  =z  RainliQ  cos  B^^ ,    y^=:  R nin  L|  cos  Bi , 
2o  =  RsinB^;  Zi  =  RsinBi; 

und  hat  man  nun  die  Coordinaten  x^,  y^*  H  mittelst  der  oben 
•Dtwickelten  Formeln  berechnet,  so  erhält  man  die  LMnge  und 
Breite  des  Punktes  A^  durch  Auflösung  der  Gleichungen : 

0^2^=  R  cos  L^cos  B^ , 

y«  =:  l?sin  L^  cos  B^, 

zs  =ßsin^; 

welche  bekanntlich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt. 

Man  kann  die  hier  ßir  die  Kugelfläche  aufgelöste  Aufgabe 
auch  fQr  andere  Flächen  auflösen»  was  ich  hier  noch  fär  das 
Rotations -Elhpsoid   kuri   erläutern  will. 

Die  Gleichung  des  Rotations -Ellipsoids  ist,  wenn  die  Axe 
der  t  die  Drehungsaxe  ist: 

and  weil  nun  wie  oben 

:r2=^o  +  ^i  cosöo  =^1  +  ^qCos^i  , 

y«  =yo + ^i  CO»  o>o=yi  +  f^)Cos  oh  . 

ist,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

ja^o+Ei  cos^o)»  4-  (yo  +  Ei  coscgp)»       (ip  +  ^t  cos  Sq)»  _ 

(Xi  -f  gpcos dl)*  +  (ifi+Eo cos  COt)»       (zi  +  £oCos5i)«       , . 

^r"  +         p         -  *' 

und  entwickelt  man  nun  diese  Gleichungen  vieiter,  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

V+yy'.^g!-!    v+yi'4.^-1 

und 

cos^'+cos»o'  +  cosSo'=I,     C0S^*  +  C0SI»i*+C0SÖi*=l, 


470    Grüner t:    Veber  eine  geometrhcke  Aufgabe  ton  der  Kugel, 
indem  man  zagleioh 

setzt,  die  folgencfen  Gleichungen: 

J:oCOSÖo+^CO8  0I)o=  — 1^1 — (l  +  €*)2oC08Öo  —  if*£|COSÖo*t 
Xi  CO«  öl  +yi  <5'>«  «l  ^==  ^- 4^0  —  (^  +  **)  'l  C^*  *5i  —  Jc'JS,,  CÖ8  d|  • ; 

oder,    wenn  man  wieder 

^„=£;iCosö.,,     Fo~ÄiCosto„,    Zo=£|C08Öo; 

J!ri  =  £oC<>*öi»     Fi=JB,,co8üOi,    Z|=£„cosOi 
setzt,  die  Gleichungen: 

Mittelst  der  Gleichungen 

2^  +Zo=2i  +Zi; 
aus  denen 

folgt,  kann  man  nun  aus  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichun- 
gen die  Grössen  Xi,  F^,  Zj  eliminiren,  und  hat  dann,  in  Ver- 
bindung mit  der  aus  der  Gleichung 

cos  öo*  +  cos  Wo^  +  CO«  5o*=  * 
sogleich  folgenden   Gleichung 

drei  Gleichungen  zwischen  A*«,  F«,  Z„,  ans  denen. diese  drei  oo- 
bekannten  Grössen  bestimmt  werden  müssen.  Drückt  man  JT^,  F^ 
mittelst  der  zwei  ersten  Gleichungen,  die  in  Bezug  auf  diese  bei- 
den Grössen  vom  ersten  Grade  sind,  durch  Z«  aus,  und  fübti  die 
erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung 

ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Z^  offenbar  eine  Glei- 
chung des  vierten  Grades,  deren  Entwickelung  hier  jetzt  nicht  in 
meiner  AtNrfobt  Regt 


j 


mil  Rücksicht  atif  Geodäsie.  471 

Sind  die  Entf^rnaugen  E^  und  Ei  im  Verbältni9s  zu  den  Ab- 
messungen des  Ellipseids  nur  klein»  und  ist  das  Elllpsoid  wenig 
von  eiber  Kugel  verschieden,  ist  also  auch  €*  eine  sehr  kleine 
Grosse,  so  werden  die  Gleichungen 

sich  nur  wenig  Ton  den  für  die  Kugel  geltenden  Gleichungen: 

oder 

unterscheiden.  Vernachlässigt  man  die  Glieder  )e^Zo^  und  i£'Z|^, 
welche  besonders  klein  sind,  weil  sie  die  Quadrate  der  sehr  klei- 
nen Entfernungen  Ei  und  E^  enthalten,  so  werden  die  Gleichun- 
gen für  das  Ellipsoid: 

a:oAo+y.Fo  +  (l  +  6«)ioZ,=  ^i£^«, 

o^iJ^i  +  yiFi +(l +  e«)2iZi=r-J£;^^ 

und  sind  also  jetzt  vom  ersten  Grade,  weshalb  bei  dieser  Ver- 
nachlässigung die  Aufgabe  fiir  das  Ellipsoid  eine  ganz  ähnliche 
Auflösung  zulassen  wird  wie  fGr  die  Kugel.  Diese  Andeutungen 
mögen  vorläufig  geuOgen« 


M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Schreiben  de«  Hrn.  DirectorS  Ire  lil  kein  Danziganden  Herausgeber. 

O. 

Professor  Richter  in  Elbiog  schreibt  mir,  dass  er  bei  der 
Wiederholung  seiner  Berechnung  der  Zahl  n  folgende  Rechoungs* 
fehler  gefunden  habe: 


472  MitcHlen. 

die  449.  und  450.  Decimale  infissen  48  statt  64  und 
die  480.  Decimale  muas  4  statt  6  beissen. 

Ich  lasse  nun  die  von  Herrn  Professor  Richter  in  Elbing  be- 
rechnete Zahl  n  auf  500  Decimalstelien  *) ,  nach  obigen  Anga- 
ben gehörig  berichtigt,  aus  dem  Elbinger  Anzeiger.  1854. 
Nr.  85.  (la  October)  folgen: 

Die  Zahl  n 

in  500  Dezimalstellen,  mit  Verbesserung  einiger  frfiher  durch  ein 
Versehen  unrichtig  angegebener  Stellen ,  ist  :=  3,14159  26535  89793 
23846  26433  83279  50288  41971  69399  37510  58209  74944  59230 
78164  06^6  -20899  86280  34825  34211  70679  82148  08651  3282;; 
06647  09384  46095  50582  23172  53594  08128  48111  74502  84102 
70193  85211  05559  64462  29489  54930  38196  44288  10975  66593 
34461  28475  64823  37867  83165  27120  19091  45648  56692  34603 
48610  45432  66482  13393  60726  02491  41273  72458  70066  06315 
58817  48815  20920  96282  92540  91715  36436  78925  90360  01133 
05305  48820  46652  13841  46951  94151  16094  33057  27086  57595 
91953  09218  61173  81932  61179  31051  18548  07446  23799  62749 
56735  18857  52724  89122  79381  83011  94912. 


*)  Man  vergl.  ArrhiT.  Theil  Will.  S.  476. 


Berichtigungen. 

Auf  S.  133.  Z. 5.  V.  o.  statt:  „Eine  jede  Fläche  des  Ikosaeders 
schneidet  etc.**  setze  man:  „Eine  Jede  Fläche  des  Ikosaeders, 
welche  an  einem  Axenende  liegt,  schneidet  etc.'* 

S.235.  Z.  I.  V.  o.  statt  „S.  114"  s.  m.  „S.  118". 
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Ulerarlscher  Bericht  c,  \ 


Literarischer  Bericht 


c. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Acad^mie  Royale  des  sciences,  des  lettre«  et  des 
beaux-arts  deBelgique.  Bibliographie  acad^mique  oa 
liste  des  ouvrageii  publies  par  les  niembres,  corres- 
pondants  et  associ^s  rösidants.    Bmxelles  1855. 

Die  KCniglich  Belgische  Akademie  der  Wissenschaften  hat» 
ebenso  wie  dies  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Wien 
und  Mönchen  bereits  geschehen  ist  (m.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  XCVlf ), 
nun  auch  die  obige  Bibliographie»  d.  h.  ein  Verzeichniss  der  ron 
ihren  Mitgliedern  herausgegebenen  Schriften  Ter5ffentficht.  Wie 
sehr  solche  Publicationen  literarisch  und  historisch  wichtig  sind« 
haben  wir  schon  bei  Gelegenheit  der  Anzeige  der  Almanache '  der 
beiden  vorher  genannten  deutschen  Akademien  a.  a.  O.  hervorge« 
hoben»  und  brauchen  daher  nicht  erst  besonders  zu  versichern» 
eine  wie  grosse  Freude  uns  durch  das  Erscheinen  der  obigen  Bi- 
bliographie der  Belgischen  Akademie  gemacht  worden  ist  Die 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Brüssel  gehSrt  ebenso»  wie  di^ 
Akademien  der  Wissenschaften  zu  Wien  und  Mfincben»  jeden» 
falls  zu  den  gelehrten  Körperschaften  dieser  Art,  welche  durch 
den  grossen  Umfang  und  die  Wichtigkeit  ihrer  Leistungen  am 
meisten  zur  Förderung  der  Wissenschaften  beitragen.  Nicht  genug» 
dass  die  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Brflssel  ihr  Annu- 
aire»  ihre  sehr  umfangreichen  Bulletins»  deren  Inhalt  von  Jahr 
zo  Jahr  an  Wichtigkeit  zunimmt»  und  die  verschiedenen  Samm- 
lungen ihrer  M^molres  mit  der  gr5ssten  RegelmSssigkeit  her« 

Ihl.  XXY.  Hfl.  4.  4 
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ausgiebt,  widmet  sie  sich  noch  ausserdem  speciellen  wissenschaft- 
lichen Unternehmungen,  unter  denen,  was  die  uns  in  dieser  Ze^ 
Schrift  allein  angehenden  Wissenschaften  betrifft,  die  Obserra* 
tions   des  Phänom^nes  pöriodiques   oben  an  stehen,  ein 
grossartiges  Unternehmen,  welches  durch  den  in  so  vielen  Bezie- 
hungen so  hoch  verdienten  Quetelet  in*s  Leben  gerufen  worden 
ist,  und  von  demselben  immer  noch  geleitet  wird,  wozu  wir  diesem 
trefflichen  Gelehrten  noch  langes  Leben  und  ungeschwächte  Kraft 
und  Gesundheit  aus  dem  Grunde  unsers  Herzens  wünschen.     Und 
.  in  wie  liberaler  Weise    die  Hohe  Königlich   Belgische  Regierung 
alle  solche   wissenschaftliche   Arbeiten   und  Unternehmungen    be- 
günstigt   und  unterstützt,    ist  so  allgemein  bekannt   und  von  den 
Gelehrten  längst  mit  dem  grössten  Danke  so  sehr  anerkannt,  dass 
es  ganz  unnütz  sein  würde,   darüber  hier  noch  ein  Wort  zu  ver« 
lieren.     Bei  der  Wichtigkeit  der  Arbeiten  der  Kuoiglich- Belgischen 
Akademie   der  Wissenschaften  muss   es  daher  für  jeden   Freund 
der  Wissenschaft  im  höchsten  Grade  interessant  und  wichtig  sein, 
in  der  vorliegenden  Bibliographie  ein  Verzeichniss  der  Schriften 
der    Mitglieder    dieser    gelehrten    Körperschaft    zu    finden.     Wir 
brauchen  aus   der  Classe    des  sciences.    Section  des  sei- 
en(fes  math^matiques  et  physiques  nur  die  keinem  Mathe- 
matiker und  Physiker  unbekannten  Namen  unter  den  Mitglie- 
dern: Quetelet,  Pagani,  Timmermans,  Crahay,  Plateau, 
Neren  burger.  Seh  aar,  Liagre;  unter  den  Correspondenten: 
Duprez,  Maus,  Meyer,  Brasseur,  Donny;  unter  den  As- 
so.ciäs  die  Namen:  Lamarle,  Schwann  zu  nennen,  um  unsere 
Leser  auf  die  grosse  Wichtigkeit  dieser  Bibliographie  aufmerksam 
zu  machen,  und  schliessen  mit  dem  Wunsche,  dass  es  der  König- 
lichen Akademie  der  Wissenschaften  in  Brüssel  getalien  möge, 
dieses   wichtige  literarische  Werk   durch  Nachträge  von  Jahr  zu 
Jahr  immer  mehr  und  mehr  zu  vervollständigen,  wofür  ihr  jeder 
Freund  der  Wissenschaft  sich  zu  dem  wärmsten  Danke  verpflichtet 
fählen  wird. 

Annuaire  de  l'Acad^mie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux  arts  de  Belgique.  1855.  Vingt  et 
nni^me  ann^e  Bruxelles.  1855. 

Der  Inhalt  dieses  Annuaire  ist  schon  deshalb  sehr  interessant, 
weil  er  uns  ein  sehr  lebhaftes  Bild  von  der  Organisation  und  den 
Arbeiten  einer  der  wichtigsten  und  thätigsten  Akademien  der 
Wissenschaften  vorführt.  Ganz  besonderes  Interesse  gewähren  aber 
such  die  darin  enthaltenen  Necrologe  verstorbener  Mi^lieder.  Die 
Notice  aar  G.  I.  A.  Baron  de  Stassart,  des  vieljähngen  Di« 
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rectors  der  Kftnigliob  Belgischen  Akademie,  ist  swar  nieht  Ar 
den  Mathematiker  and  Physiker  von  besonderem  Interesse;  wer 
aber,  wie  der  Unteraseichnete,  lebhafte  Erinnerungen  ans  der  Zeit 
Napoleons  1.  bewahrt  und  diese  Zeit  grusstentheils  mit  durch* 
lebt  hat,  wird  sieb  jedenfalls  Ton  dieser  Biographie  sehr  angezogen 
fahlen  und  dieselbe  mit  dem  grössten  Interesse  lesen,  selbst  wenn 
er  sich  fi!r  Stassart  als  Dichter  weniger  iuteressiren  sollte,  wenn 
auch  Fabeln  wie  die  p.  108 — p.  HO.   mitgetheilte : 

J*ai  In  qu'en  Alleroagne  ou  bien  en  Italie.... 
Le  lieu  n'importe,  mes  amis; 

Un  nom  facilement  s*oublie  etc. 

•  #- 

jedenfalls  einen  grossen  Cienuss  gewähren.  Höchst  interessant 
aber  ßr  den  Mathematiker  und  Physiker  sind  die  von  Herrn 
Quetelet  roitgetheilten  Züge  aus  Arago*s  Leben.  Eine  voll- 
ständige Biographie  dieses  ^grossen  Physikers  zu  schreiben,  war 
nicht  Herrn  Quetelet's  Absicht,  indem  er  nur  einzelne  ZQge 
aus  diesem  reichen,  der  Wissenschaft  gewidmeten  Leben  mittheilen 
wollte,  die  deshalb  um  so  interessanter  sind  und  ein  um  so  leb- 
hafteres  Bild  gewähren,  weil  Herr  Quetelet  das,  was  er 
erzählt,  grosstentbeils  mit  erlebte.  Wir  mfissen  daher  unsere 
Leser  dringend  auf  diese  Biographische  Notiz  aufmerksam  machen, 
und  versprechen  ihnen  eine  im  höchsten  Grade  interessante  LectOre. 
So  erzählt  z.  B.Herr  Quetelet  p.  186.  von  Arago  folgenden  Zug: 
„Sur  le  chemin  de  fer  de  Gand,  il  renouvela,  k  notre  profit,  un 
petit  stratag^me  qui,  bien  quancien,  lui  röussit  k  roerveille.  Un 
gros  homme  nous  dörangeait;  il  occupait  övidemment  dans  U 
voiture,  outre  sa  place,  une  bonne.partie  de  celle  qui  nousappar- 
tenait.  Laissez  moi  faire  dit  Arago,  je  vais  vous  eo  d^livrer; 
puis,  il  se  mit  k  peindre,  sous  les  couleurs  les  plus  sombres,  les 
dangers  des  chemins  de  fer,  les  explosioos  des  machines,  les 
d^raillements,  les  rencontres  accidentelles,  les  voitures  bris^es,  les 
voyageurs  blessäs  ou  tuös.  La  figure  du  voisin  incommode  se 
rembruoissait  progressivement;  notre  homme  s*agitait  et  se  d^me- 
nait  sur  sa  place;  enfin  il  ne  put  plus  y  tenir,  quand  vint  le  röcit 
lamentable  d'uoe  explosion  röcente  qui  avait  projetö  au  milieu  des 
champs,  en  im^me  temps  que  les  d^bris  d*une  chaudi^re,  les 
membres  palpitants  du  malheureux  Chauffeur  et  de  je  ne  sais 
combien  d*autres  victimes.  Arrivö  k  cet  Episode,  notre  homme 
partit  aussitdt  en  grommelant  et  alla  chercber  gite  dans  le  com« 
partimentvo  isin,  tandis  qu' Arago  riait,  comme  un  enfant,  du  tour 
qa'il  venait  de  lui jouer."  Gegen  Ende  seiner  interessanten  Notice 
sagt  Herr  Quetelet:  „Arago  ^tait  certaineroent  qnd  des  hommes 
les  plos  probes  et  les  plus  d^sint^ress^s  qui  aient  jamais  paiwe 


Uteroriwther  BtrHkt  C. 


par  l«8  empkis  pobbc«.  Le  produH  de  s«s  tmUemeBts  Nanis 
4tolt  absorb^  par  ses  travaitz  sclenttfiqiies,  par  des  bonnee  actiow^ 
«  par  les  ezigeaces  de  sa  place.«"  Der  Raun  verbietet  uns  leider 
weitere  Mittheilongen,  weshalb  wir  unsere  Leeer  nocbmala  drin* 
f  eod  auf  die  Schrift  selbst  verweisen.  G. 


Physik. 

Ueber  die  Sicherheit  barometrischer  HOhenmea- 
sungen.  Von  A.  I.  Piclc,  Assistenten  der  k.k.  Stern- 
warte zu  Wien.  (Aus  dem  Maihefte  des  Jahrganges 
1855  der  Sitzungsberichte  der  mathero.  naturw.  Ciasse 
der  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Wien  besonders  abgedruckt.; 

Herr  Pick  hat  mit  dieser  sehr  grfindlichen  Untersuchung  «her 
die  Sicherheit  barometrischer  HObenmessungen  der  Wissenschaft 
einen  wesentlichen  Dienst  geleistet,  indem  es  für  alle  Anwendungen» 
die  man  von  einer  Methode  macht,  jedenfalls  ganz  besonders 
schidHch  ist,  wenn  man  das»  was  die  Methode  zu  leisten  Im  Stande 
ist,  überschätzt  Solche  Ueberschätzungen  ihres  Werths  und  ihrer 
Leistungen  hat  sich  die  Methode  des  barometrischen  H&henmessens 
leider  vielfach  gefallen  lassen  müssen,  und  mancher  Physiker  hat 
wohl  geglaubt  eine  Hohe  von  einigen  Vi  Füssen,  deren  Gipfel  und 
Fuss  eine  halbe  Melle  von  einander  entfernt  waren ,  mit  dem  Ba« 
rometer  messen  zu  können,  indem  er  sich  mit  demselben  auf  dem 
Gipfel  aufstellte  und  mit  dem  nfimlichen  Instrumente  dann  ge* 
mfithlich  nach  dem  Fusse  wandelte.  Freilich  musste  er  zuletzt 
selbst  staunen,  was  fiir  Unsinn  herauskam,  wenn  man  namentlich 
das  Resultat  mit  dem  Resultate  eines  genauen  Nivellements,  das 
nach  unserer  Meinung  in  solchen  Fällen  nur  allein  mit  hinreichender 
Sicherheit  anwendbar  ist,  verglich.  Wir  danken  daher  Herrn  Pick 
im  Interesse  der  Wissenschaft  aufrichtig  für  diese  grändÜche 
Untersuchung»  und  empfehlen  dieselbe  jedem  Physiker  zur  sorgföJ* 
tigsten  Beachtung,  insbesondere  auch  deshalb,  weil  Her  Pick  sich 
keineswegs  bloss  mit  der  Erörterung  der  durch  äussere  Umstände 
veranlassten  Unsicherheiten  begnügt,  sondern  auch  die  Methode 
In  theoretischer  Rücksicht  sehr  sorgfältig  discutirt  hat  Auf  Ein- 
zelnheiten einzugehen,  gestattet  hier  leider  der  Raum  nicht  Aber 
das  Resultat  der  ganzen  Untersuchung  hier  anzugeben,  scheint  uns 
in  mehrfacher  Beziehung  zweckmässig  und  lehrreich ,  und  stiner 
sehr  SU  wünschenden  weiteren  Verbreitung  fiirderlldi  aa  seia. 
Dieses   Resultat  ist  folgendes: 
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yyl-  HOhesdifidrenzen  aas  einaelnen  Barometer*  BeobtchtiiDgeo 
aind  durcbaue  unaoTorUssig»  und  alle  Vorsichtmnaaaref^a 
rekbea  nicht  ans,  mn  aacb  our  die  Greoaeo  der  VerläaalichkeU 
«Bgebea  au  kOobeo/' 

,,2.  Nimmt  man  statt  einzelner  Beobachtungen  Mittel,  «o  werden 
die  Grenzen  der  Unsicherheit  allerdings  im  iLllgemeinen  enger, 
jedoch  ohne  dass  mit  einer  Verlängerung  der  Beobachtungsperlode 
auch  eine  Verbesserung  der  Höhendifferenz  erfolgen  mOsste>  und 
selbst  Jahresmittel,  ja  Mittel  mehrerer  aufeinander  folgender  Jahre, 
gewähren  noch  lange  nicht  die  Sicherheit  trigonometrischer  Mes- 
sungen. 


Wtt\ 


*)  Der  U^terzeicbnete  dwrf  licb  wobi  erlauben,  seine  im  Jahre  1842 
gemachte  barometrische  Bestimmung  der  Höhe  der  Sternwarte  xn  Man* 
chen  über  dem  Spiegel  der  Ostsee  ans  correspondirenden  Beobachtungen 
in  Hauchen  and  G  reif  s  w  ald  aU  ein  Beispiel  einer  solchen  BtsliiDroang 
ans  einer  gtosseren  Ansahl  von  Beobach langen  in's  Gediohtniss  anrüok- 
Eurnfen.  Die  Beobaohtungen  umfassten  die  Tage  vom  17.  September 
bis  2.  Octuber  1842.  Die  täglichen  Beubachtungsxeiten  waren  VIII,  IX, 
X,  XI,  XU,  I,  11,  III,  IV  Uhr.    Die  Resniute  waren  folgende: 


Mittel  swischen  den  berechneten  Höhen 
für   die  einseinen    Stunden. 


Stande. 


VIII 

IX 

X 

\1 

XII 

1 

II 

UI 
IV 


Mittlere  Höhe. 


519%67 
524  ,62 

528  ,87 

529  ,60 
550  ,52 
582  ,82 
582  ,52 
582  ,06 
528  ,97 


Nklel. 


Abweichung  Tora  Mittel. 


588,76 


—  9"i,09 

—  4  ,14 

—  0  ,39 
+  0  ,84 
+  1  ,91 
+  3  ,56 
+  3  .T6 
+»  ,32 
+  0    ,21 

Sänne  -—0,02 
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,j3.  Die  Ureachen  der  grossen  Varianten  liegen  nicht,  oder 
doch  nur  theiiweise  in  der  Unkenntniae  des  Ganges  der  Tem^ 
ratur,  nicht  in  dem  Gange  der  Winde  in  den  unteren  Schichten  der 
Luft»  wenigstens  nichtnach  der  K.änitz'scben  und  Brandes'sdiea 
Hypothese,  selbst  die  allerdings  unzweifelhaft  erwiesene  AbhSn- 
gigkeit  von  den  Tages-  und  Jahreszeiten  reicht  zu  der  Erklärung 
lange  nicht  aus;  —  kurz  man  kennt  die  hier  wirkenden  Moniento 
nicht,  und  es  niüssten  grossere  Reihen  eigens  hiezu  angestellter 
Beobachtungen  einer  Untersuchung  unterzogen  werden,  um  hierüber 
weitere  Aufschlüsse  zu  geben,  wobei  man  so  weit  es  mOglich  auf 
die    verschiedene   Richtung   des  Windes   in    den    verschiedenen 
fiber  einander  liegenden  Schichten  der  Atmosphäre  besonders  RSck- 
sieht  zu  nehmen  hätte! 

„Wir  mfissen  uns  hegnCgen  biossauf  die  grosse  Unzuverffissigkele 
barometrischer  Huhenmessungen  aufmerksam  gemacht  zu  haben*' 

und  dass  dies  mit  so  viel  Gründlichkeit  und  Umsicht  geschehen 
Ist,  daiBr  danken  wir  Herrn  Pick  im  Namen  der  Wissenschaft. 

Forsok  tili  en  mathematisic  Theorie  für  det  Ther- 
mometriska  värmet  af  And.  Jon  ÄngstrOm,  Astronomie 
Observator,LedamotafKongl.  Vetenskaps-Academien 
i  Stockholm  och  Kongl.  Vetenskaps-Societeten  i  Up- 
sala.  Första  haftet.  Upsalft.  1854  4. 

« 

Diese  sehr  scharfsinnige  mathematische  Theorie  der  thermo- 
metrischen  Wärme,  deren  Verfasser  sich  fiberall  mit  den  neuesten 
Fortschritten  der  mathematischen  Analysis,  die  hier  in  grosser 
Ausdehnung  in  Anwendung  gebracht  worden  ist,  vollkommen  ver- 
traut zeigt,  müssen  wir  allen  mathematischen  Physikern  zur  sorg- 
ftltigsten  Beachtung  dringend  empfehlen,    ohne  dass  der  Raum 


Nach  noch  einigen  Rednctionen  ergab  eich  die  Höbe  von  München 
nber  dem  Nullpankfee  meinet  Barometers  =1625,4  par.  Fqm.  Nach  einer 
Schätzung  beträgt  die  Höhe  des  Nullpunktes^eines  Barometers  über  dem 
Spiegel  der  Ostsee  etwa  35  Foss;  dies  giebt  also  Höhe  von  Manchen 
über  der  Ostsee  =  1660,4  par«  Fnss.  M  n  n  ck  e  (Physikal.  Wörterb.  Band  V. 
S.  873)  setzt  die  Höhe  von  München  =1658  par.  Fnss,  was  sehr  nahe 
mit  meiner  Bestimmung  übereinstimmt  (die  Resultate  meiner  Messungen 
sind  aosführlich  mitgetheilt  in  den  Annalen  für  Meteorologie,  Erd- 
magnetimus  und  Terwandte  Gegenstände,  redigirt  TonGra- 
nert,  Koller,  Kreil,  Lamont,  Piieninger,  Quetelet,  Stieffei, 
Jierantgegahen  TOD  Lamoat    Jalurgang.  1844*  IX.  H^ft*  S^se^ 

Gruneri. 
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ans  hier  gestattet»  weiter  aof  dieselbe  einz|lgeheD.  Wir  kSnoeii 
nur  im  Allgemeinen  bemerken»  dass  dieses  erste  Heft  nacb  einer 
Einleitung»  welche  tbeils  bistorischen  und  literarischen  Inhalts  ist, 
tbeils  den  Standpunkt»  den  der  Verfasser  einnimmt,  n$h er  bezeichnet» 
die  erste  Abtheilong  der  ganzen  Arbeit»  welche  A.  Tbermo- 
Statik  überschrieben  ist,  enthält.  Dem  Erscheinen  der  weiteren 
nicht  bloss  in  physikalischer,  sondern  auch  in  mathematischer  Rück- 
sicht höchst  lehrreichen  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers 
sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  1'  Acad^mie  Royale  dessciences,  des 
lettres  et  des  beaux*arts  de  ßelgique  (vergl.  Literar^ 
Ber.  Nr.  XCI.  S.S.) 

Tome  XXI.  H*"^ Parti e.  1854.  p.  4.  DiiE^rence  des  longitudes 
de  Bruxelles  et  de  Greenwich;  note  de  M.  A«  Quetelet  — p.6* 
Sur  Tälectricit^  des  nuages  orageux;  par  M.  A.  Quetelet»  (ein 
sehr  lesenswerther,  mit  grosser  Klarheit  geschriebener  und  för 
die  Erklärung  der  betreffenden  Erscheinungen  wichtiger  Aufsatz.).  — 

p.  LIO.  Note  sur  les  deux  ^quations  fondamentales  lim 4 — ^— 

^=f{sc)  et  dy=.f{pc),Ax\  par  M.  Lamarle.  (ein  für  die  Me- 
taphysik der  Differentialrechnung  interessanter  und  wichtiger  Auf- 
satz.). — *  p.  162.  Etudes  experimentales  sur  la  stadia-nivelante; 
par  M.  le  capitaiue  Liagre  (alle  Geodäten  machen  wir  auf  diese 
Abhandlung  aufmerksam).  —  p.  209.  Elements  de  la  comete  de 
roars  1854,  calcuUs  par  M.  Ern.  Quetelet.  —  p.  539.  Sur  la 
direction  et  la  grandeur  des  soul^vements  qui  ont  affectö  le  sol 
de  la  ßelgique;  par  M.  I.  C.  Houzeau.  —  p.  552.  Sur  Tinfluence 
magn^tique  du  soleil.  Extrait  d*une  lettre  du  pere  Secchi»  di- 
recteur  de  robservatoire  da  College  romain  äM.  Ad.  Quetelet.  — 
p.  556.    Sur  la  mötäorologie  nautique.     Extrait  d'une  lettre  de  M. 

le  professeur  A.   Er  man,    de  Berlin»  ä  M.  Ad.   Quetelet.  

p.  562.  Observations  et  recherches  sur  rintensitö  magnetique  et 
sur  ses  variations  pendant  unep^riode  de  25  ans,  de  1829  a  1854; 
par M. Mabmoud»  directeur de TObservatoire de Caire. (Diese wich- 
tige Abhandlung  eines  egyptischen  Astronomen  ist  auch  in  einem 
besonderen  Abdrucke  erschienen.).  —  p.650.  Sur  la  tälögraphie 
electrique.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  le  prof.  Zantedeschi» 
de  Padoue»  ä  M.  Quetelet.  —  p.  658.  Methode  pour  d^terminer 
la  latitude»  par  les  observations  multiples  d'une  Atolle»  faites  dans 
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le  Toisinage  d«8a  plus  grande  ^longation;  par  M.  Liagre.  ( 
weiss,  dass  man  in  neuerer  Zeit  vietfach  die  Nessung  von  Az 
tlial-Winl(ein  statt  der  Vertilcalwinkel  zur  Bestimmung  der  Breild 
Vorschlag  gebracht  bat;  hierzu  liefert  der  Aufsatz  des  Hej 
Liagre  einen  sehr  verdienstlichen  weiteren  Beitrag.)*  -*  p-  8%.  fi 
unprojet  de  machine  ^lertro-roagn^tique-atmosph^rique.  par  H.  L^ 
lemand.  —  p.833.  Sur  le  memoire  de  Bf.  Montigny  inütui 
Essai  sur  des  effets  de  r^fraction  et  de  dispersion  produits  f 
Tatroosphöre  (Suite).    Rapport  de  M.  Plateau  etdeH.  Dupr« 

Tome  XXII.  I*^  Partie  1855.  p.  10.  De  rinOuence  des  te 
p^ratnres  sur  le  döveioppement  de  la  v^g^tation;  par  M.  Qu 
telet.  —  p.  208.  Sur  ia  boussole  ölectro-niagn^tique,  propos 
par  M.  Gloesener»  prof.  de  physique  h.  runiversitö  de  Lie| 
Rapport  de  M-  Maus.  p. 213.  Rapport  de  M.  Ad.  De  Vaux. 
p.  21&  Sur  l'extension  qu'a  prise  en  Aliemagne  Tobservation  d 
phönomönes  pöriodiques;  note  par M.  Quetelet.  —  p.210.  £ 
diiKrentes  questions  de  mötöorologie.  Lettre  de  M.  Kaemta 
M.  Quetelet.  —  p. 232.  Note  sur  un  moyen  tr^s  simple  d'at 
menter  dans  une  proportion  notable  la  r^sistance  d'une  pi^ce  pr 
matique  charg^e  uniformement;  par  M.  E.  Lamarle.  —  p*  3( 
l^ciipse  lunaire  du  2mai  1855.  Note  de  M.  Quetelet.  —  ^. 3C 
Valeur  absolu  de  la  d^clinaison  et  de  Tinclinaison  magnetiqi 
Note  de  M.  Quetelet  —  p.  369.  Resultats  d*  observations  s 
tronoroiques  et  roagn^tiques  faites  en  Espagne  et  en  France  a 
mois  d'adut  et  de  ^eptembre  1853.  Extrait  d'une  lettre  de  M. 
Erman  de  Berlin  a  M.  Quetelet.  —  p.  473,  Recberches  sur  1 
cbaleurs  sp^cifiques  de  quelques  m^taux  k  difförentes  tempöratui 
par  M.  E.  Bede.  Rapport  de  M.  Crahay.  —  p.479.  Sur 
relation  entre  les  tempäratures  et  la  dur^e  de  la  v^g^tation  d 
plan^es;  par  M.  Ad.  Quetelet.  —  p.491.  Sur  la  lunette  n 
ridienne  avec  cercle  de  Gambey  et  sur  le  niveau  fixe  qui  y  < 
attach^;  par  M.  M.  Ad.  et  Ernest  Quetelet  (ein  in  astronon 
scher  Rücksicht  mehrfaches  Intere«:se  darbietender  Aufsatz.). 
p.  503.  Note  sur  un  moyen  notable  tr^s  simple  d'augmenter  da 
une  proportion  la  rösietance  d'une  pi^ce  prismatique  charg^e  ui 
formement;  parM.  Lamarle  (Deuxi^me  partie).  —  p.  526.  Nc 
sur  les  tremblements  de  terre  en  1854,  avec  suppläments  po 
les  ann^es  antärieures;  par  M.  Alexis  Perrey. 
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